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AVERTISSEMENT  DE  L’ÉDITEUR. 

» . i . 


• Cette  nouvelle  édition  du  Traité  élémentaire  de  Calcul 
différentiel  et  de  Calcul  intégral  de  Lacroix  est  exactement 
conforme  à la  précédente  publiée  en  1 837  sous  les  yeux 
de  l’auteur;  elle  en  diffère  seulement  par  les  Notes  qui 

• . » . . * , v * 

ont  été  ajoutées  et  que  MM.  Hermite  et  J. -A.  Serret  ont 

bien  voulu  rédiger.  Ces  Notes  se  rapportent  à diverses 

» 

questions  importantes  d’analyse;  leur  étendue  est  telle, 
qu’il  a paru  indispensable  de  diviser  l’ouvrage  de  ma- 
nière à en  composer  deux  volumes.  Le  premier  volume 
comprend  les  Éléments  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral,  et  l’on  a réuni  dans  le  second  volume  Y Appen- 
dice relatif  à la  théorie  des  différences  et  des  séries,  les  Notes 
de  Lacroix  qui  faisaient  partie  de  la  précédente  édition, 


. et  enfin  les  Notes  nouvelles  de  MM.  Hermite  et  Serret. 
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PREMIÈRE  PARTIE. 

CAIiCVl<  BIFFÉBIISTIEL. 


Notions  préliminaires  et  principes  de  la  différentiàtion  des 
fonctions  d’nne  seule  variable. 

1.  Dans  cette  partie  de  l’Analyse,  on  prend  pour  sujet  le 
passage  d’une  ou  plusieurs  quantités  par  différents  états  de 
grandeur,  et  les  changements  qui  en  résultent  dans  d’autres 
quantités  dont  la  valeur  dépend  de  celle  des  premières  (*). 

2.  Pour  exprimer  qu’une  quantité  dépend  d’une  ou  de  plu- 
sieurs autres,  soit  par  des  opérations  quelconques,  soit  même, 
par  des  relations  impossibles  à assigner  algébriquement»  mais 
dont  l’existence  est  déterminée  par  des  conditions  certaines , 
on  dit  que  la  première  est  fonction  des  autres.  L’usage  de  ce 
mot  en  éclaircira  la  signification. 

• ‘ ■ , , - r<,x  . . 1 < 1 

(*)  L’ordre  et  la  brièveté  m’ont  paru  demander  qu’on  réduisit  le  plu»  pos- 
sible les  notions  préliminaires,  et  qu’on  séparai  ccs  notions,  purement  analy- 
tiques, des  applications  géoniétriqnes^mais  le  lecteur  qui  voudrait  prendre 
d’abord  une  idée  de  l’origine  du  Calcul  différentiel  et  de  ses  usages,  pourra 
consulter,  à la  fît»  du  livre,  k Hôte  A,  formant  une  sorte  d'introduction  à ce 
Traité. 

6'éd.  I.  I 
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On  emploie  souvent  une  lettre  comme  signe  ou  caractéris- 
tique du  mot  fonction  ; ainsi  les  symboles 

H=f(.r),  v = F(x),  z = y[x) 

« i 

expriment  que  m,  c et  z sont  diverses  fonctions  de  x. 

3.  La  quantité  considérée  comme  changeant  de  grandeur, 
ou  pouvant  en  changer,  est  appelée  variable;  et  l’on  donne  le 
nom  de  constante  à celle  qui  conserve  toujours  la  même  va- 
leur dans  le  cours  du  calcul.  On  voit  d’après  cela  que  c’est  la 
nature  de  la  question  proposée  qui  détermine  quelles  sont  les 
quantités  qu’on  doit  regarder  comme  variables  ou  comme  con- 
stantes. 

• * , 

m • . . * 

4.  Pour  éclaircir  ceci,  je  vais  donner  quelques  exemples. 
Soit  u = ax,  a désignant  une  constante  ; u est  une  fonction 
de  x,  de  l’ordre  le  plus  simple,  puisque  c’est  une  quantité  pro- 
portionnelle à cette  variable.  Si  l’on  suppose  que  x devienne 
x-\-  h,  et  qu’on  représente  par  u'  la  nouvelle  valeur  de  u,  on 
aura  u'=ax-\-ah,  d’où  «'  — u = ah;  et  en  divisant  les  deux 

uf  - il  , # 

membres  par  h,  il  viendra  — — — a,  c'est-à-dire  quelerap- 

i . 

port  de  l’accroissement  de  la  fonction  à celui  de  la  variable  est 
indépendant  de  leur  valeur  particulière. 

Je  passe  à la  fonction  un  peu  plus  compliquée  u — ax en 
y mettant  x-\-h  au  lieu  de  x,  il  vient  u'  = a(x'-\-2xh  4-  A'), 
et  en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde, 
u' — u=.3.axh-\-ah,~,  divisant  les  deux  membres  par  h,  on 


aura  ,l—rü=7.ax-\-  ah.  Ici  le  rapport  des  accroissements  de 


la  fonction  et  de  la  variable  est  composé  de  deux  parties  ; l’une 
ne  dépend  point  de  la  valeur  particulière  des  accroissements, 
cl  l’autre  est  affectée  de  h.  Si  l’on  conçoit  que  cette  dernière 
quantité  aille  en  diminuant,  le  résultat  s’approchera  sans  cesse 
de  a ax,  et  n’y  atteindra  qu’en  supposant  h = o;  en  sorte  que 

2 ax  est  la  limite  du  rapport  “ c:est-à-dire  la  valeur  vers 

laquelle  ce  rapport  tend  à mesure  que  la  quantité. h (fi  mi  nue, 
et  dont  il  peut  approcher  autant  qu'on  le  voudra. 


v!- 
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Il  est  aisé  de  voir  que  la  différence  u' — u s’anéantit  tou- 
jours en  même  temps  que  h,  puisque  c’est  l’existence  seule 
de  cette  dernière  quantité-  qui  donne  lieu  à la  première;  ce- 
pendant leur  rapport  ne  s’anéantit  pas  : il  est  de  l’espèce  de 
quantités  indiquée  dans  le  n°  70  des  Eléments  d' Algèbre. 

Lorsque  u = ax *,  on  a,  par  la  substitution  de  x-+-  h au  lieu 
de  x,  • 

; > u'=  a(x  -+•  h)3—  ax*-±-  3ax7h  -+-  3axh7-\-ah7; 

en  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde,  on  trouve 
u' — u = 3ax7/i  h-  3 axh7 -+■  ah3 , et  prenant  le  rapport  des  ac- 

jjJ  II 

-crolssements,  — ^ — = 3 ax 7 + 3 axli  -+-  ah7.  On  voit  encore  ici 

un  terme  indépendant  de  toute  valeur  particulière  des  accrois- 
sements, et  vers  lequel  leur  rapport  tend  sans  cesse,  lorsque  h 
diminue,  en  sorte  que  ce  rapport  a aussi  une  limite  qui  est 
3 ax7. 

Soit  encore  .«■=£-:  il  viendra  m'== — ^-71 

x ■ . v . x -{-  h 

puis  u'  — u = — — r — - = 17 ^ en  réduisant  au  même 

x -+-  h x x7-{-xh 

dénominateur  les  deux  termes  du  second  membre;  on  trouve 

. , , . u' — u a 

ensuite  que  le  rapport  des  accroissements  — ^ — 5= — ^ 

valeur  qui  ne  s’évanouit  pas  quand  h — o,  mais  atteint  la 

limite •>  ? . - 

x7 

Cet  exemple  diffère  des  précédents,  en  ce  que  la  limite 
— ^ ne  se  montre  pointa  part  de  l’expression  générale;  mais 


pour  isoler  cette  limite,  il  suffit  d’ajouter  et  de  retrancher  en 
a 

même  temps  — — au  second  membre  de  l’équation  ci-dessus, 
qui  devient  alors 


a 

x7-\ - xh' 


et  de  réduire  les  deux  «derniers  termes  au 


même  dénomma- 
is 


* 
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teur;  car  on  obtient  ' ' 

u'  — u a ah 

h x1  xs  -l-  x'  h 

valeur  complète,  dont  le  premier  terme  est  la  limite,  et  dont 
le  second  s’évanouit  quand  A = o. 

Ce  premier  terme,  ou  cette  limite,  n’est  pas  particulier  aux 
fonctions  que  je  viens  d’examiner  : l'exposition  des  procédés 
par  lesquels  on  l’obtient  pour  toutes  les  fonctions  employées 
dans  les  éléments  de  Mathématiques,  et  ensuite  la  considé- 
ration des  courbes  (58,  59)  montreront  évidemment  qu’il  se 
rencontre  dans  toute  fonction  en  général.  Ainsi,  lorsque  les 
accroissements  respectifs  d’une  fonction  et  de  sa  variable  s’éva- 
nouissent, leur  rapport  ne  s’évanouit  pas,  mais  il  atteint  une 
limite  dont  il  s’est  approché  par  degrés;  et  il  existe,  entre  cette 
limite  et  la  fonction  dont  elle  dérive,  une  dépendance  mutuelle 
qui  détermine  l’une  par  l’autre. 

5.  Je  ferai  d’abord  connaître  les  signes  par  lesquels  on  ex- 
prime les  nouvelles  relations  que  les  notions  précédentes 
établissent  entre  les  grandeurs.  Pour  en  montrer  la  conve- 
nance, je  reprends  la  fonction  u = ax3,  déjà  considérée  dans  le 
n°  4. 

En  y mettant  x + h,  au  lieu  de  x,  et  retranchant  la  quan- 
tité ax  du  résultat,  on  a obtenu,  dans  l’expression 

u'  — « ==  3 ax1  A -I-  3 axA’  -4-  ah 3, 

le  développement  de  la  différence  des  deux  états  de  la  fonc- 
tion u,  ordonné  suivant  les  puissances  de  l’accroissement  h 
qu’on  suppose  à la  variable  x;  et  la  limite  3ax3  du  rapport  des 
accroissements  u' — u et  A ne  dépend  que  du  premier  terme 
3ax3A  de  cette  différence  (4).  Ce  premier  terme,  qui  n’est 
qu’une  portion  de  la  différence,  s’appelle  différentielle  ; et  on 
le  désigne  par  d«,  en  se  servant  de  la  lettre  d,  initiale  du  nom, 
comme  d’une  caractéristique  : on  aura  donc,  dans  l’exemple 
proposé,  d«  = 3ax*A.  -, 

Pour  passer  de  là  à 3ax%  qui  est  la  limite  cherchée,  il  faudra 

diviser  par  A,  et  l’on  obtiendra  ^ = 3ax3;  mais  quand  il  s’a- 
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gitd’  une  variable  simple,  comme  la  quantité  x,  qui  se  change 
en  x'—  x 4-  h,  on  a x' — x=;h;  la  différence  et  la  différen- 
tielle ne  sont  alors  qu’une  même  chose  : on  remplace  en  con- 
séquence la  quantité  A -par  le  signe  dx,  afin  de  mettre  de 
l’uniformité  dans  les  calculs,  et  il  vient 

du=3ax',dx,  ^^—‘iax*. 
ax 

La  première  expression  sera  la  différentielle  de  u ou  de  or*, 
et  la  seconde,  qui  appartient  à la  limite  du  rapport  des  chan- 
gements simultanés  de  la  fonction  et  de  sa  variable,  prendra  le 
nom  de  coefficient  différentiel,  parce  que  la  quantité  qu’elle 
représente  n’est  autre  chose  que  le  multiplicateur  de  la  diffé- 
rentielle dx  dans  l’expression  de  la  différentielle  du.  Il  suit 
de  là  que  la  limite  du  rapport  des  accroissements,  ou  le  coeffi- 
cient différentiel,  s’obtiendra  en  divisant  la  différentielle  de 
la  fonction  par  celle  de  la  variable  ; et  réciproquement,  on 
obtiendra  la  différentielle,  en  multipliant  la  limite  du  rapport 
des  accroissements,  ou  le  coefficient  différentiel,  par  la  diffé- 
rentielle de  la  variable. 

Cette  remarque  est  importante,  parce  qu’il  y a des  fonctions 
dont  le  coefficient  différentiel  se  trouve  plus  facilement  que 
la  différentielle.  En  effet,  pour  parvenir  immédiatement  à cette 
dernière^i/  faut  écrire  x ■+■  dx  au  lieu  de  x,  dans  la  fonction 
proposée,  développer  le  résultat  suivant  les  puissances  de  dx, 
en  s’arrêtant  au  terme  affecté  de  la  première,  et  retrancher  du 
résultat  l’expression  primitive.  On  voit  que  cette  méthode 
suppose  qu’on  sache  développer  la  fonction  proposée,  ce  qui 
peut  demander  des  secours  étrangers,  dont  la  considération 
des  limites  dispense  le  plus  souvent. 

D’après  ces  notions,  on  peut  dire  que  le  Calcul  différentiel 
est  la  recherche  de  la  limite  du  rapport  des  accroissements 
simultanés  d’une  fonction  et  de  la  variable  dont  elle  dépend. 

6.  Il  faut  bien  se  garder  de  confondre  en  général  la  diffé- 
rentielle du  avec  la  différence  u' — u.  En  effet,  dans  l’exemple 
du  n°  l’une  est  Sax'h,  et  l’autre 

' 3ax-h  4-  3«.tA!+  «/(’; 
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mais  on  Voit  que  lorsque  la  quantité  A est  très-petite,  la  diffé- 
rentielle 3ar*A  forme  la  partie  la  plus  considérable  de  la  dif- 
férence W — «,  et  que  celle-ci  s’approche  de  plus  en  plus  de 
la  différentielle,  à mesure  que  A diminue.  En  général,  il  y a 
d’autant  moins  d'erreur  à prendre  la  différentielle  pour  la 
différence,  que  l’on  suppose  plus  petite  la  valeur  de  l’accrois- 
sement de  la  variable. 

La  même  conséquence  se  tire  aussi  de  la  considération  des 
limites;  car  si  le  rapport  des  accroissements  simultanés  «' — « 
et  A a pour  limite  une  fonction  p,  et  que  pour  une  valeur 
quelconque  de  A,  on  ait  ’ ’ 


ce  qui  revient  a s — 7 — =p  + (P— -p). 


il  faudra  que  la  quantité  P — p diminue  en  même  temps  que  A, 

et  s’évanouisse  quand  A = o : l’équation  — ^ — = p sera  donc 

d’autant  plus  exacte,  que  l’accroissement  A sera  plus  petit,  et, 
dans  cette  hypothèse,  on  peut  faire  u' — u = ph  (*). 

De  là  résulte  la  forme  des  premiers  termes  du  développe- 
ment du  second  état  u'.  En  effet,  la  quantité  P — p,  s’évanouis- 
sant avec  A,  doit  nécessairement  avoir  cet  acccroissement  au 
nombre  de  ses  facteurs;  et  ce  qu’on  peut  faire  de  plus  géné- 
ral est  de  supposer  que  P — p = QA",  l’exposant  notant  posi- 
tif, mais  quelconque  d’ailleurs,  et  Q ne  devenant  pas  infini 
lorsque  A = o : alors  l’équation 

U , U =p  + Q A"  donne  u'  — ù ■+■  pk  + Q Am+I. 


7.  11  est  aisé  de  voir  qué  deux  fonctions  égales  ont  des  dif- 
férentielles égales;  car,  lorsque  deux  fonctions  sont  égales 
entre  elles,  quelle  que  soit  la  valeur  de  la  variable  dont  elles 


{ * ) C'est  sur  ce  principe  que  Leibnitz  a fondé  le  Calcul  différentiel , en  re- 
gardant les  différentielles  comme  des  différences  infiniment  petites;  mais  il  né 
faut  pas  perdre  de  vue  que  l’équation  d u = ph,  fondée  sur  la  définition  de  la 
différentielle  (fi),  est  toujours  vraie,  quelle  que  soit  A,  quantité. arbitraire, 
dont  p est  indépendant,  et  qui  reste  indéterminée,  tant  qu'il  ne  s'agit  que  du 
rapport  des  différentielles. 
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dépendent,  il  faut  que  les  changements  respectifs  qu’elles 
reçoivent  en  conséquence  de  celui  qu'on  attribue  à cette  va- 
riable soient  toujours  égaux.  Si,  par  exemple,  « et  « désignent 
des  fonctions  de  x telles  que  u ==  v,  quel  que  soit  x,  et  que 
quand  x devient  x -t-  dx,  « se  change  en  u'  et  v en  v',  on  aura 
encore  u'=v';  retranchant  de  celle  équation  la  précédente, 
il  en  résultera 

u' — u — v' — v; 

fuir*  r . ‘*'j 

puis  divisant  par  dx,  on  obtiendra  ~ • 

u' — u v'  — v 

• ■ ' • & * jiûi-  dx  dx  ’ 

\ - -JlA-'érî  J 

quels  que  soient  x et  dx.  Si  donc  p et  q désignent  les  limites 
respectives  des  rapports  ci-dessus,  les  valeurs  générales  de  ces 
rapports  pourront,  d’après  ce  qui  précède,  être  représentées 
par  p •+■  a,  q p,  p et  q ne  dépendant  pas  de  dx,  tandis  que  a 
et  p décroissent  et  s’évanouissent  en  même  temps  que  dx;  et 
l’on  aura 

p+  a = q -+-  p,  d’où  p — q=  p — a. 

Il  suit  de  là  que  p = q;  car  si  l’on  supposait  p — q = D,  il 
en  résulterait  que  la  quantité  p — a ne  pourrait  pas  tomber 
au-dessous  de  D,  tandis  qu’elle  s’évanouit  : il  faut  donc  que 
D = o (*)  : donc  pdx  = qdx  et  dM  = dc,  en  observant  que, 
d’après  le  n°  5,  p dx  et  q&x  sont  les  différentielles  des  fonc- 
tions « et  v, 

L’inverse  de  cette  proposition  n’est  pas  généralement  vraie, 
et  l’on  aurait  tort  d’affirmer  que  deux  différentielles  égales 
appartiennenr  à des  fonctions  égales.  En  efiet,  si  l’on  avait 
a + bx,  en  substituant x-t-dx  à x,  on  obtiendrait  a + 6x-+-èdx, 
et  en  retranchant  a-\-bx,  on  trouverait  èdx,  résultat  dans 
lequel  il  ne  reste  aucune  trace  de  la  constante  a.  La  diffé- 
rentielle 6dx  appartient  donc  également  à a -t-  bx  ou  à bx,  et 
elle  convient  en  général  aux  différents  cas  que  présente  la 
fonction  a + bx,  lorsqu’on  donne  à a toutes  les  valeurs  pos- 


(*)  Ceci  prouve  que  lorsque  deux  quantités  sont  la  limite  d une  même  quantité 
variable , clics  sont  égales  entre  tdlrs. 
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sibles.  On  voit  aisément  par  là  que  lorsqu’on  différentie  une 
fonction  quelconque,  toutes  les  constantes  séparées  dès  va- 
riables par  les  signes  + et  — disparaissent,’ tandis  que  les 
autres  restent  dans  la  différentielle. 

8.  Avant  de  passer  à la  recherche  des  différentielles  par  les 
limites,  il  faut  remarquer 

i°.  Que  la  limite  du  produit  de  deux  quantités  variables  en 
même  temps  est  le  produit  de  leurs  limites  correspondantes  ; 
2°.  Que  la  limite  du  quotient  des  mêmes  quantités  est  aussi  le 
quotient  de  leurs  limites. 

En  effet,  soient  P et  Q les  deux  quantités  proposées,  p et  q 
leurs  limites  correspondantes;  les  premières,  considérées  dans 
leur  état  général,  peuvent  être  représentées  par  p + a,  q + p, 
en  désignant  par  a et  p des  quantités  susceptibles  de  s’éva- 
nouir en  même  temps,  après  avoir  passé  par  tous  les  degrés  de 
petitesse  (4)  : on  aura  donc  en  général 

PQ  = [p  4-  a)  [q  -+-  p)  = pq  -+-  q « -+-  «p. 

Le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à pq,  lors- 
que, pour  prendre  les  limites,  on  fait  a = o,  p = o.  On  voit 
d’ailleurs  qu’en  donnant  aux  quantités  a et  p des  valeurs  con- 
venables, on  peut  rendre  aussi  petite  qu’on  voudra  la.  diffé- 
rence 

P Q— />?  = />  P + </«-+- «p. 

Maintenant,  si  l’on  fait  PQ  = R,  et  pq  = r,  r sera  la  limite 
R r 

de  R;  mais  puisque  Q =p*  el  J = -»  il  s’ensuit  que  la  limite 
du  quotient  est  aussi  le  quotient  des  limites. 

9.  Au  moyen  des  remarques  précédentes  on  obtient  le  coef- 
ficient différentiel  d’une  fonction  rapportée  à une  variable  dont 
elle  ne  dépend  pas  immédiatement.  Soient,  en  effet,  trois  quan- 
tités v,  u,  x,  telles,  que  la  première  soit  une  fonction  de  la 
seconde,  el  celle-ci  une  fonction  de  la  troisième,  c’est-à-dire 

qu’on  ait  \ . 

v = f(«),  « = F(ar); 

il  semble  d’abord  qu’il  faudrait,  par  l’élimination  de  u,  obtenir 
l’expression  immédiate  de  v en  x;  mais  on  va  voir  qu’il  n’en 


.'Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  O 

• ** 

est  pas  besoin.  En  effet,  si  ces  quantités  passent  simultanément 
à un  nouvel  état  de  grandeur,  représenté  par  v',  u',  x',  ou 
prennent  les  accroissements  respectifs 


v' V, 

u' — u. 

x' — x, 

on  aura 

v' V 

v' V 

x' X 

u' M 

Xx'— x’ 

cl  les  limites  des  trois  rapports 

v' V 

v' V 

u' — u 

l 

X X 

u' — u 

^ / 

X X 

étant  représentées  par 

de 

d u 

dx 9 

da’ 

dx’ 

on  conclura  de  la  première  remarque  du  numéro  précédent  que 

de  _ de  . d»  ... 
dx  da^  dx  ' • 

Pour  bien  montrer  le  sens  de  cette  expression,  je  vais  l’ap- 
pliquer à un  exemple,  en  faisant 

* 1 * * 

e = bu3,  u = ax3. 

On  trouve  d’abord,  par  lesn°!  i et  5, 

^3  bu3,  ^=2«x, 
d U ÔX 

d(;  f 

et  la  formule  ci-dessus  donne  ensuite  -r-  = 6abu3x,  résultat 

dx 

où  l’on  peut  remplacer  «*  par  sa  valeur  a’x*,  et  qui  devient  * 
alors  ù^bx3.  Ainsi  l’on  a,  dans  ce  calcul,  transposé  l’élimina- 
ion  de  u après  la  différentiation. 

En  indiquant  cette  élimination  avec  les  symboles  généraux 


(*)  On  pourrait  croire  d’abord  que  ce  résultat  est  évident  par  lui-même,  si 
l’on  ne  faisait  pas  attention  à la 'différence  qui  existe  entre  le  du  diviseur  de  de, 
et  le  du  divisé  par  dx.  Le  premier  est  un  accroissement  simple,  complet  et  indé- 
pendant du  second,  qut  n’est  qu’une  partie  de  l’accroissement  que  reçoit  u U 
cause  de  celui  de  x (iî)  : ce  n’est  qu'en  les  considérant  tous  deux  comme  infi- 
niment petits  qu'on  pourrait  les  prendre  dans  la  même  acception  (0). 


r 

r 

i 


( 
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employés  au  commencement  de  cet  article,  on  aura 

ce  qui  veut  dire  que  v est  une  fonction  d’une  autre  fonction 

de  x ; et,  d après  ce  qui  précède,  le  coefficient  différentiel 
d une  fonction  de  fonction  s’obtiendra  en  multipliant  l’un  par 
! autre  les  coefficients  différentiels  de  ces  fonctions,  rapportées 
chacune  à sa  variable  immédiate. 

Lorsque  deux  quantités  « et  x sont  liées  par  une  dépendance 
mutuelle,  on  peut  dire  également  que  u est  fonction  de  x,  ou 
bien  que  x est  fonction  de  u,  selon  que  l'on  veut  regarder  u 
comme  déterminé  par  x,  ou  x comme  déterminé  par  u.  Le 
coefficient  différentiel  peut  aussi  se  présenter  sous  chacun  de 
ces  points  de  vue  ; et  comme 


u — u . u 


il  suit  de  la  seconde  remarque  du  numéro  précédent  que 

d x i ' ■ ... 

d u du.  • 

■ ' ...  . , • dx.  > • ' ••••••. 

puisque  l’unité  étant  une  quantité  constante,  est  elle-même  sa 

limite.  • * >. 

, / * • 

* — 1 \ 

Soit,  par  exemple,  u=x\  d’où  x = fu  — u‘;  on  aura 

d « n _ * d x I . 

— = 3xJ,  et  — 

(Ix  dn  3x’ 

i ' • - . > * v i 

valeur  qui  revient  a — 

3 u* 

• Plus  généralement  encore,  lorsqu’on  suppose  e = f{«), 
x=  F («),  c’est-à-dire  que  deux  des  variables  sont  exprimées 

v' V 

• t 

k , v* (/  y? il 

par  la  troisième,  on  a , = , , etparconséqùcnt,  à la 

OC  X -X  — - X 

u"—  u 


»VT  * 
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limite,  . 

iü 

d v d u 

dx  dx  . 

du 

10.  Je  vais  appliquer  maintenant  ce  qui  précède  à la  re- 
cherche des  différentielles  des  fonctions  qui  se  présentent 
dans  les  Éléments  d’Algèbre,  c'est-à-dire  des  sommes,  des 
différences,  des  produits,  des  quotients,  des  puissances  et  dés 
racines. 

Premièrement,  lorsque  plusieurs  quantités  dépendantes  dex, 
et  dont  on  sait  trouver  la  différentielle,  sont  jointes  ensemble 
par  addition  et  soustraction  comme  dans  u 4-  v — w,  si  la  sub- 
stitution de  x4-dx,  au  lieu  de  x,  fait  Changer 

« en  ii  + «,  v en  e-t-fi,  cv  en  «'-4-7, 
l’expression  u- t-e — tv  deviendra 

u 4-  v — tv  -4—  * -4—  P — 7,. 

Son  changement,  formé  des  termes  .a  4- p— -7,  et  comparé  à 
l’accroissement  dx  de  la  variable  x,  donnera 

dx  dx  dx 
quantité  dont  la  liftiite  sera 

p+q  — r, 

en  désignant  par  p,  q,  r,  les  limites  respectives  des  rapports 
particuliers  -j-»  et  si  l’on  multiplie  par  dx  la  quan- 

(1  OC  Cl  OC  (1  oc 

tité  p 4-  q — r,  le  résultat  pdx 4-  qdx — rdx  sera  la  diffé- 
rentielle. de  la  fonction  proposée  (5);  mais  pdx,  q dx,  rdx, 
sont  les  différentielles  propres  de  chacune  des  fonctions  «,  v 
et  w,  et  on  les  représente  par  du,  de,  div:  on  aura  donc 

C 

d(.u/4-e — m)  = du de  — dtv, 

c’est-à-dire  que  la  différentielle  d’une  fonction  de  x,  compo- 
sée de  plusieurs  termes,  s’obtiendra  en  prenant  la,  différentielle 
de  chaque  terme  avec  le  signe  dont  ce  terme  est  affecté. 


>\ 
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11.  Secondement,  si  dans  le  produit  des  deux  fonctions  « 
et  v,  u se  change  en  « 4-  a,  e en  t>  4-  P , ce  produit  devient 
uv  up  va  ■+■  ap\ 
et  son  accroissement 

«p  4-  va  4-  a|3, 


comparé  à àx,  donne  l’expression 

8 a ol 

u-f-- t-^  + _p. 
dx  dx  dx r 

.En  désignant  comme  ci-dessus,  par  p et  q,  les  limites  respec- 


a 8 

tives  des  rapports  puis  faisant  attention  que  l’ac- 

croissement p s’évanouit  en  même  temps  que  dx,  dont  les 
quantités  u et  v sont  d’ailleurs  indépendantes,  on  reconnaît  que 

la  limite  du  terme  ^p  estp.o,  par  conséquent  zéro  (8),  et 
que  celle  des  deux  autres  est 

uq  -t-  vp. 


On  conclut  de  là  (5)  que  la  différentielle  de  uv  est 

1 

uqdx-î-vpAx; 

mais  q dx  et  pAx  sont  représentés  par  de  et  dit  : donc 
d.«e=^.«de4-edu  (*). 

La  formule  d.ue==«de-f-ed«  nous  apprend  que  pour 
avoir  la  différentielle  du  produit  de  deux  fonctions,  il  faut 
multiplier  chacune  par  la  différentielle  de  l’autre,  et  ajouter 
ensemble  les  deux  résultats. 

Quand  l’un  des  facteurs  est  constant,  u par  exemple,  on 
a d«  = o,  et  par  conséquent  d.«e  = «de. 

Pour  obtenir  immédiatement  cette  dernière  formule,  il  ne 
faut  que  changer  e en  e 4-  p,  d’où  il  résulte  l’accroissement  «p, 

et  ensuite  le  rapport  dont  la  limite  uq  — u 5 et  par 

conséquent  d.«e=  «de.  - . 


(*)  Lorsque  l'on  trouve  un  point  après  la  caractéristique  d , cela  veut  dire 
qu’elle  porte  sur  tout  ce  qui  la  suit  immédiatement;  ainsi  d.ia»  est  la  meme 
ihosc  que  d (uv),  cl  d.x"  la  même  chose  que  d (*"> 
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Si  l’on  divise  les  deux  membres  de  l’équation 
• d.ue  = ude-+-  edu 

par  la  fonction  primitive  uv,  on  trouvera  0 

d . uv du  de 

uv  u v ' 

ce  qui  conduira  facilement  à l’expression  de  la  différentielle 
d’un  produit  composé  d’autant  de  facteurs  qu’on  voudra.  Pour 
y parvenir,  on  supposera  que  v = ts ; il  viendra 

de d.ts df  ds 

v ~~  ts  ~ t s ’ 

f.  , . .■ 

et  par  conséquent  # * - 

d . uts du  d / d 5 

uts  uts' 

on  trouvera  de  la  même  manière  que 

d.irf*retc.  du  d/  dr  dr 

— - — ■ — - — — 1 — — h 1 (-  etc . 

_ utsr  etc.  u t s r 

Si  l’on  fait  évanouir  les  dénominateurs  dans  l’équation 

d .uts  du  . df  d« 


uts 


t 


on  trouvera  d.uts  = tsdu usdf  -f-  urdj,  et  l’on  verra  aisé- 
ment que  , quel  que  soit  le  nombre  des  fadeurs,  la  différen- 
tielle de  leur  produit  sera  égale  à la  somme  des  produits  de  la 
différentielle  de  chacun,  multipliée  par  tôus  les  autres. 

12.  On  obtient  la  différentielle  de  - en  faisant  -=  /;  car  il 

v e 

vient  alors  u = vt,  et  d’après  ce  qui  précède,  du  = edfH-/de: 

prenant  la  valeur  de  dr,  et  substituant  au  liéu  de  t la  fraction  -, 

j v 

on  aura  d / = — — — -,  ou,  en  réduisant  au  même  dénomi- 
v v1 

nateur, 


dl. 


vdu' — ude 


d’où  il  résulte  que  pour  trouver  la  différentielle  d’une  frac- 

■■  '■  ■ ÜA  . 
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lion,  il  faut  multiplier  le  dénominateur  par  la  différentielle 
du  numérateur,  'retrancher  de  ce  produit  celui  du  numéra- 
teur par  la  différentielle  du  dénominateur,  et  diviser  le  tout 
par  le  carré  ffu  dénominateur. 

Quand  le  numérateur  de  la  fraction  proposée  est  constant, 
u,  ne  dépendant  point  de  x,  n’a  point  de  différentielle,  c’est- 
à-dire  que  du  = o,  et  il  vient  seulement 


d/  = — 


uAv 


13.  La  fonction  u'  désignant,  lorsque  n est  un  nombre  en- 
tier positif,  le  produit  de  n facteurs  égaux  à u,  on  déduira  du 
n"ll, 

d . u” 
u* 


d.uuuu...  du  du  du  du 

•+•  — +— -H  — + 


u 

où  le  dernier  membre  renfermera  autant  de  fois  — qu’il  y a 

u ■ 

de  facteurs  dans  u",  c’est-à-dire  n : on  aura  donc 

d.u" ndu 

u"  u ’ 

d’où  l’on  conclura  d.«*=nu"-,du. 

Si  le  nombre  n est  fractionnaire,  en  le  représentant  par  -, 

V5?  Viy'dfffc  ' V ' ^ , 

L 

on  fera  u‘=v,  d’où  ur=  v‘;  et  comme  les  nombres  ret  s sont 
supposés  entiers,  on  aura,  d’après  ce  qui  précède  (7), 


ru'-’  d u = îv'-1  d v; 


d’où  l’on  tirera 


, ru'-1  , ru'-'  , 

de  = -du  = du- 


sv*~ 


su’ 


7('-0 


En  réduisant,  on  trouve 


dv  — -u‘ 
s 


du. 


» • frf* 

ce  qui  revient  encore  a d.u’,  = reu*_ldu,  n étant  égal  à — 


. -> 
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Enfin  le  nombre  n étant  négatif,  on  a «-"=  d’où  l’on 
tire,  par  la  dernière  formule  du  n°  12, 

i — d.  tt*  ; 


d.a~"=d. 


et  comme,  d’après  ce  qui  précède,  d.M"=na"-,d«,  dans  tous 
les  cas  où  n est  positif,  on  a donc 


, — nu"-' du 

d.«~"= . =s MM~"~‘dM. 


De  cette  énumération,  on  conclut  que  pour  différentier  une 
puissance  quelconque  d’une  fonction,  il  faut  la  multiplier  par 
son  exposant,  diminuer  ensuite  cet  exposant  d’une  unité,  et 
multiplier  le  résultat  par  la  différentielle  de  la  fonction  (*). 


14.  Les  règles  énoncées  dans  les  n°*  10, 11, 12, 13,  suffisent 
pour  différentier  toutes  les  fonctions  où  la  variable  n’est  enga- 
gée que  par  addition,  soustraction,  multiplication,  division, 
élévation  aux  puissances  entières  ou  fractionnaires,  positives 
ou  négatives,  fonctions  qui,  résultant  des  opérations  algébri- 
ques, se  nomment  par  cette  raison  fonctions  algébriques.  On 
n’a  besoin  que  de  se  rappeler  que  la  différentielle  de  la  simple 
variable  x est  dx  (5). 

D’abord,  pour  la  fonction  monôme,  u = ax ",  dans  la- 
quelle a désigne  une  constante,  la  règle  des  produits  (11) 
donne  d«  = ad.x“,  et  la  règle  des  puissances  (13)  conduit  à 
dM  = nûx”~'dx. 

Passons  maintenant  aux  fonctions  complexes;  soit 

i°.  u = a-\-bfx — en  prenant  séparément  la  différen- 

. x 

tielle  de  chaque  terme  de  cette  fonction,  le  premier  disparaît 


(*)  J’aurais  pu  déduire  immédiatement  du  développement  du  binô- 
me (r  + dr)",  la  différentielle  de  x*,  puisque  ce  développement  étant 
x" -t-  nx"~ ' di  + etc. , si  l’on  en  retranche  x ",  le  premier  torme  de  la  dlfférenco 
sera  nx*~ ’dx;  mais  je  n’ai  pas  voulu  supposer  la  démonstration  do  la  formule 
du  binôme,  parce  que  le  Calcul  différentiel  en  fournit  une  très-générale  et 
très-simple. 
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parce  qu’il  est  constant  (7);  le  second,  mis  sous  la  forme  bx~, 

donne,  par  l’application  de  la  règle  du  n°  13,  jbx3  bx,  ou 

bùx  , C . . , C l\x  , 

— — ; le  troisième, > conduit  a H — (12);  reumssantces 

2 y 07  *•*'  X •* 

résultats  partiels  (10),  on  trouvera 

. ( b c \ . du  b c 

d“_V^"hjV  XC  ^“2 fx  + *' 

• 2°.  u = a-h^=r en  écrivant  cette  fonction 

y'x3  x\Jx  & 

comme  il  suit, 

u-a~\-bx  3 — ex  3 -+-  ex*3, 
l’application  de  la  règle  du  n“  13  donnera 

, -ibdx  4cdx  2edx 

d“=— 3— r "*"J— î p-’ 


■xbdx  ' 4cda: 


2edx 


ce  qui  revient  à dn  =-  „ . 

3x3l/x  ** 

3°.  u=  (a-h  bx")";  cette  fonction  ne  peut  être  décomposée 
en  monômes,  sans  un  développement  préalable,  mais  qui 
n’est  pas  nécessaire  pour  sa  différentiation,  parce  qu’en  fai- 
sant a-hbx"=z,  elle  prend  la  forme  monôme  u = z",  et  en 
y appliquant  la  règle  des  puissances  (13),  on  trouve 


d u = nz'-'dz  = n [a  -+-  b: r")"-'  d (a  ■+-  bx") 

= n (a-+-  bx")"-’  X mbx"'-'dx  = mnbx^'dx  (a-{- bx")“~'. 

15.  Comme  on  a souvent  besoin  de  différentier  des  radicaux 
du  second  degré,  on  a formé,  pour  ces  fonctions,  une  règle  à 
part  qui  résulte  du  calcul  suivant  : 

Soit 

v—<Ju,  d’où  «'=«’; 

il  vient 

dc  = -n  du  = -K  d«  = — -=•, 

2 2 2 \ju 

et,  par  conséquent,  la  différentielle  d’un  radical  du  second 
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degré  s’obtient  en  divisant  celle  de  la  quantité  qui  se  trouve 
sous  le  signe , par  le  double  du  radical. 

16.  La  règle  donnée  pour  différentier  les  produits  (i  i),  étant 
appliquée  à la  fonction 

u — x (a’-f-  x ’)  y/a’ — x\ 

conduit  à 


d<f=dx(a’-|-x’)  <Ja7—  x’-+-xy/a’—  x2 . A { a2 -+- x*) 

+ x (a’-f-  x’)  d \ja2 — x2. 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  expression  renferment  des 
opérations  qui  ne  sont  qu’indiquées,  mais  qui  s’effectuent  suc- 
cessivement, en  observant  que 

d (aH-  x)  = d(x’)  = 2xdx, 

K-**)  — -*«**. 

2 ^a‘ — x 1 \Ja2 — 


et  l’on  trouve  ensuite 

Au—  [(a’+x’)  y/ a2 — x2  + 2X2  Ja2 — x 2 — X-f\  1 dx; 

L \/a’ — x2  J 

réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  on  a enfin 

(a‘+  a’x3 — 4^)  dx 

Va’ — x2 

La  règle  concernant  la  différentiation  des  fractions,  appli- 

quée  a la  fonction  u = — - — - — — > donne  immédiatement 

a‘-t-  a’x'-f-  x* 

d ( «*+  aV+x1)  d (a’ — x2)  — ( a’ — x2)  d (a‘-t -a’x’-t-x’) 

(a’-|- a’x’-f- x*)’  ’ 

d’où  l’on  tire 

. — 2x  (2  a'+  2 a’x’ — x‘)dx 

da  = > , — L — .. 

. [a*— t-  a’x’-f-  x'J* 

Je  terminerai  ces  exemples  par  la  fonction 

. * ; / ,>ni  "■  . 

«=y/  (a  — -^4-yÇc*—  x’j*y. 

qui  renferme  plusieurs  opérations  algébriques  à effectuer 
successivement.  Pour  en  faciliter  la  différentiation,  on  peut 
6e  éd.  I.  2 
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— =r,  ^(c— *•)•=*, 


if  V 


u = <J[a—  _r+  *)’  = («  — J-4-  s)‘; 
la  règle  du  n°  13  donnera 

d « = |(  a — y+z)*  d(« — ^+-z) 

= 7 (« ~ T + *P  (~  d-y  + d z ) ; 

4 v«. — y + z 

on  trouvera  ensuite 

j , / è \ , d — b&x 

ir=i\Jï)=~  ~=777ï'  ■ 

A i-i  ‘ 

d2=d(c’ X3)S  = -j(e3 X3)’  d(c3 X3)  ■ 

— !{«’— x3px(—  «d^)=^îi 

3^cJ — x3 

en  substituant  ces  valeurs  et  celles  de  y et  de  z dans  l’expres- 
sion de  d«,  il  viendra  ^ 

3 b 4 x 


du  = < 


ix\jx  y c* — x3 

4 \/« 7=  + Vp'—  x3)3 

V vx 


dx. 


Des  différentiations  successives. 

17.  Le  coefficient  différentiel  étant  une  nouvelle  fonction 
de  x,  peut  être  soumis  à la  différentiation,  et  donner,  par  la  li- 
mite du  rapport  de  son  accroissement  à celui  de  la  variable  x, 
son  propre  coefficient  différentiel,  qui  sera  aussi  une  fonction 
de  x.  En  faisant  ainsi  succéder  des  différentiations  les  unes 
aux  autres,  on  déduit  de  la  fonction  proposée  une  suite  de  li- 
mites ou  de  coefficients  différentiels,  que  l’on  distingue  en 
ordres,  d’après  le  nombre  de  différentiations  qu’il  a fallu  effec- 
tuer pour  les  obtenir.  , Y. 

Si  l’on  fait  • = p,  = q,  ^ = r,  etc.,  p représentera  le 
coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  la  fonction  propos  ' • 
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sée,  q celui  de  la  fonction  p,  ou  le  coefficient  du  second  ordre 
de  la  (onction  proposée,  r celui  de  la  fonction  q,  ou  le  coeffi- 
cient du  troisième  ordre  de  la  fonction  proposée,  etc. 

Il  faut  observer  d'abord  que  les  coefficients  q,  r,  etc.,  se 
tirent  des  différentielles  successives  de  d«,  prises  en  y regar- 
dant l’accroissement  d.r  comme  une  constante.  En  effet,  les 
équations 


du  dp 

da?~~  P'  dx 


<7* 


r,  etc.. 


donneront 


du  — pdx,  dp  — qdx,  dq  — rdx,  etc.; 

mais  si  l’on  différentie  pdx  sans  y faire  varier  dx,  on  aura 
dpdx,  expression  qui  devient  qdx7^),  lorsqu’on  y met  pour 
dp  sa  valeur  qdx,  et  qu’il  suffit  de  diviser  par  dx1  pour  en  tirer 
celle  de  q.  Soient  donc 

d (du)  = ddu  = d’ u,  d (d:«)  = d\u,  etc., 

les  symboles  des  différentielles  successives  de  du,  prises  en  y 
regardant  dx  comme  constant;  et  rappelons-nous  toujours  que 
l’exposant  qui  affecte  la  caractéristique  d,  indique  une  opéra- 
tion répétée,  et  non  pas  une  puissance  de  la  lettre  d,  qui  n’est 
jamais  considérée  comme  une  quantité,  mais  seulement  comme 
un  signe  d’opération  : nous  aurons  alors,  au  moyen  des  valeurs 
précédentes  de  dp,  dq,  etc,,  les  équations 

du  = pdx,  d2uz=dpdx=pqdx\- 
dJu  = d</dx’  = rdx1,  etc.. 


desquelles  nous  tirerons 


d3  u 

r=dP’  elC’ 


18.  Si  la  fonction  proposée  était,  par  exemple,  ax ",  on  trou- 
verait d.ax’=nax"~'dx  (14);  les  facteurs  na  et  dx  étant 
regardés  comme  constants  dans  la  différentielle  premièie 
nax^-'dx,  il  suffit,  pour  obtenir  la  différentielle  seconde,  de 


(*)  Il  faut  bien  prendre  gardo  que  les  expressions  dx’,  dx*,. . sont  équi- 
valentes à (dx)*,  (dx)*,...,  et  non  pas  à d.x*,  d.x',i...  ( Voyez  la  note 
page  u.) 
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différentiel- x"  1 et  de  multiplier  le  résultat  par  na,Ax't  mais 
d.x*-'=(« — ijx'-'djr:  on  aura  donc 

d!.  ax"=n(n — i)  ax"-3  dx!. 

On  trouvera  d'une  manière  semblable, 

d 3.ax*  = /i(n — i)  (n — 2)  ax"-3dx3, 

d‘.  ax"  = n (n  — 1)  (» — 2)  («  — 3)  ax"~*  dx*, 

etc.. 


et  les  coefficients  différentiels  auront  les  valeurs  suivantes  : 


d .ax" 
d x 

= nax"-'. 

* 

* « ' 

d1.  ax" 
Ax' 

= n[n  — 1 

)ax"-3,  • , 

- y 

d3.  ax" 
d x' 

= n (n  — 1 

* / 

) ( n — 2 ) ax"-3. 

p 

d*.ax" 
cl  x* 

= n [n  — 1 

) (n  — 2)  (n  — 3) ax'-', 

etc. 

\ 

On  remarquera  sans  peine  que  dans  le  cas  où  l’exposant  n 
est  un  nombre  entier  positif,  la  fonction  ax"  n’a  qu’un  nombre 
limité  de  différentielles  dont  la  plus  élevée  est 

d".ax®=  n(n  — 1)  ( n — 2)  ...i.ndx"; 
expression  qui  n’est  plus  susceptible  de  différentiation,  puis- 
qu’elle ne  contient  plus  de  variables:  on  aura  donc  alors  pour 
le  dernier  coefficient  différentiel, 

d".  ax"  . . , , 

— i)(n  — 2)...i.rt, 

c’est-à-dire  une  quantité  constante. 

19.  Les  différentiations  manifestent  dans  les  fonctions  des 
propriétés  qui  en  facilitent  beaucoup  le  développement.  Rien 
n’est  plus  aisé  que  de  déduire  de  ce  qui  précède  un  dévelop- 
pement de  l’expression  ( x /)";  mais  au  lieu  de  nous  arrêter 
à ce  cas  particulier,  nous  allons  nous  occuper  d’une  fonction 
quelconque  du  même  binôme  x +y.  IS'ous  ferons  d’abord  re- 
marquer qu'une  fonction  quelconque  du  binôme  x-f-y  donne 
le  môme  coefficient  différentiel,  quelle  que  soit  celle  des  deux 


’fv,  ..  - 
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quantités  x,  y qu'on  prenne  pour  variable.  Si  par  exemple 
cette  fonction  est  (x -H/)",  on  trouve,  dans  l’un  et  l'autre 
cas,  n[x-+-y)"-'.  En  général,  si  l’on  fait  x.-yy=x' , dans  une 
fonction  quelconque  f(ar-|-y),  elle  devient  f(x'),  et  l’on  a 
df  {x!)  — p’dx’,  lé  coefficient  différentiel  p'  étant  une  fonc- 
tion de  xr  dans  laquelle  d#'  n’entre  pas,  et  qui  demeure  par. 
conséquent  la  même,  soit  qu’on  prenne  da*'  = dx,  en  faisant 
variera:,  ou  d.r'  = d/,  en  faisant  varier/. 

20.  Cela  posé,  si  l’on  fait 

f (a-  + y)  = L -f-M/*-i-N/^  -+-  P/}'-l-  etc., 

L,  M,  N,  P,  etc.,  étant  des  fonctions  inconnues  de  x,  sans  /, 
et  a,  p,  7,  etc.,  des  exposants  indéterminés,  il  est  d’abord  évi- 
dent qu’aucun  de  ces  exposants  ne  peut  être  négatif;  car  un 

terme  de  la  forme  M/-®  ou  par  exemple,  devenant  infini 

lorsque  / = o,  rendrait  infini  le  second  membre  de  l’équation 
ci-dessus,  tandis  que  le  premier  se  réduirait  à f(ar);  mais  si 
les  exposants  sont  tous  positifs,  on  aura  alors  L = f(a:).  For- 
mant ensuite  le  coefficient  différentiel  du  développement  de 
f (x-t-y),  en  prenant  d’abord  x pour  variable,  on  trouvera 

dL  dM  „ dN  , dP  . 

— -p-  — — y* -h  — y3  -f-  j y' -h  etc., 
dar  dx  J d .r  * dx  - 

puis  prenant  / pour  variable,  au  lieu  de  x,  on  obtiendra  le  ré- 
sultat 

aM y*~ 1 -+-  pN/,?— 1 -t-  7 P/5’- '•+■  etc., 

qui  devra  être  identique  avec  le  précédent,  quel  que  soit/,  ce 
qui  ne  peut  arriver  sans  que  les  exposants  des  puissances  de  / 
et  leurs  coefficients  ne  soient  les  mêmes  dans  l’un  et  dans 
l’autre.  Or,  si  les  exposants  sont  rangés  par  ordre  de  grandeur 
dans  le  premier,  ils  le  seront  dans  le  second  : il  faudra  donc 
qu’on  ait 

a — i = o,  p — i = a;  7 — 1=8,  etc., 

d’où 

<*  = i,  p = 2,  7=3,  etc.; 


«K* 
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et  la  comparaison  des  coefficients  donnera  les  équations 

,r  dL  K idM  _ idN  , 

M = 3— > N = --î— > P = î5-i  etc., 

dx  2 dx  . 3 dx 


desquelles,  en  faisant 
f (x)  = u 

on  tirera 

i ,| i d u 

L = u,  M = , 

i ax 


et 


f(^-t -j)  = «\ 


N=-î-  Îï, 

i . 2 d x' 


d’w 


i . 2 . 3 d x* 


y etc*. 


, dur  d’«  y3  d3«  y3 

dx  i dx ’ i .2  dx3  i.2.3 


etc. 


Telle  est  la  formule  appelée  Théorème  de  Taylor,  du  nom 
du  géomètre  anglais  qui  l’a  découverte  (*). 

21.  Ce  théorème  donne  tout  de  suite  le  développement 
de  (x-t-j)";  car,  dans  ce  cas, 


u = x“, 


dx 

d’où  l’on  conclut 


du  , d’« 

= nx”~',  r-,  = /»(*  — i)x-%  etc., 


, . n nin  — i)  . ' ' 

(x  -+•  >-)■  = x*  H — x*~l  H xn~2  ri 

n in — i)  (n — 2)  a , 

H — x”~3r3  -4-  etc. 

Les  règles  de  la  différentiation  ayant  été  établies  ci-dessus, 
sans  supposer  le  développement  de  la  puissance  n du  binôme, 
on  doit  le  regarder  maintenant  comme  prouvé  pour  tous  les  cas 
où  l'exposant  n est  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif. 


(*)  La  démonstration  ci-dessus  revient,  pour  le  fond,  h celle  que  Lagrange 
a donnée  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin , année  1772,  page  187»  et 
depuis,  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  ; maie  l’emploi  des  signes  diffé- 
rentiels l’abrégj  et  la  simplilie  beaucoup. 

Le  théorème  de  Taylor  étant  devenu  la.basedes  applications  du  Calcul  diffé- 
rentiel , on  en  a donné  beaucoup  de  démonstrations;  j’en  ni  rapporté  plu- 
sieurs dans  mon  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  in-Zj0  ; voyez 
la  deuxième  édition,  tome  1,  pages  160  et  377;  tome  111,  pages  60,  H 96  et 
399  (noie).  v . 

' * ’ • .1» 
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v'rt1  -h  x' 


«B 

• . . 


i/(a'  — x'  j* 


d-+-  x 

i 

J/a'-f-x1 


sous  la  forme  { 


W'  $ 


-‘(r^ 

‘~(‘+7,y 

% r 


on  en  obtient  le  développement,  suivant  le  procédé  indiqué 
dans  le  n°  i44  des  Éléments  d,’ Algèbre;  mais  alors  la  formule 
ne  se  termine  plus  ; on  tombe  dans  une  série  infinie,  comme 
celle  que  l’on  a fait  remarquer  dans  le  n°  236  de  l’ouvrage  cité.- 

22.  Si  l’on  faitx=o,  et  qu'on  désigne  par  U,  U',  U",  U®,  etc., 
les  valeurs  particulières  que  prennent 
du  dJ«  d’iz 

• U>  dx ’ dx’’  dx?’  elC"’ 

dans  cette  supposition,  qui  change  f(x-)-j)  en  f(j),  il 
viendra 


f (r)  = U + U'f  -+-  U"  -i-  ^7^3  4 


I .2 


etc.; 


mais  cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  y,  on  pourra 
écrire  x au  lieu  de  /,  ce  qui  ne  changera  rien  aux  quan- 
tités U,  U',  U",  U",  etc.,  qui  ne  contiennent  point  cette  lettre, 
cl  l’on  aura  alors  la  formule 

f (x)  ou  « = U-i-U'--4-U‘'—  +- + etc., 

' ' I 1.2  1.2.3 

‘ A , " 

qui  exprimera  le  développement  de  f(x)  suivant- les  puis- 
sances ascendantes  de  x. 

En  faisant  u—  (fl -h  x)",  d’où  il  résulte  d’abord 

du  . , d’n  , ’ , . 

— = n (a-(-x)-',  _ — « («_,)  + etc., 

A 

valeurs  que  x =±  o change  en 

, U =rt",  = U"  = n(n — etc.,  » 
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on  obtient  encore 

/ t 

(a  + x)"  = a"-t-  - a"~'  x -+-  ^ a"-5x,-f-  etc.  (* *). 

23.  Le  théorème  de  Taylor  donne  aussi  le  développement 
du  second  état  d’une  fonction  quelconque  « = f (x) , lorsque  x 
devient  x + h,  puisqu’en  changeant  y en  h,  on  a f (x-\-/i),  ou 

, d u h d3  u h 1 d3  « h1 

, , dx  i d xt  i.2  dx3  i.2.3 

Il  suit  de  là  que  les  divers  coefficients  différentiels  ont  en- 
core la  propriété  remarquable  de  former,  lorqu’on  les  divise 
respectivement  par  les  produits 

i,  i.2,  i.2.3,  etc., 

les  multiplicateurs  des  puissances  de  l’accroissement  h,  dans 


(’)  Peacock  a fait  remarquer  que  le  développement  de  f ( x ) rapporté  ci- 
dessus , et  faussement  attribué  au  géomètre  anglais  Maclaurin  , avait  été  donné 
dès  1717  par  son  compatriote  Stirling,  dans  ses  Lineœ  tcrlii  ordinis  Newionianœ, 
Prop.  111.  La  manière  dont  Stirling  y parvient  ne  diffère  de  la  suivante  que 
par  la  notation.  , 

Soit 

u = A U*  C x*  Di*  ■+•  Ex4  h-  etc., 

A,  B,  C,  D,  Ë,  etc.,  étant  des  coefficients  constants  et  indéterminés;  si  l'on 
passe  aux  coefficients  différentiels 

• * 

Vf  = B -+-  1C1+  3Dr’  + SEP 

dx  n 


d 'u 
dx1  " 
d*  u 
dx* 
etc., 


etc. , 

i.aC-+-2.3Dx-+-3.4Ex*  -h  etc. , 
i.2.3D-f-a,3.4Ex-f-etc. 


.et  qu’on  y fasse  x = o , ainsi  que  dans  u , en  désignant  par  U,  U;,  U*,  Uw,  etc., 
les  valeurs  que  prennent  alors  celte  fonction  et  scs  coefficients  différentiels,  sous  • 
leur  forme  non  développée,  on  aura 


A = U,  B = y U',, 
et,  par  conséquent, 


■ U",  D = bw,  etc., 

V i .2.5 


u=?  u-i-L'--p  u*- 


1 a.  3 


\ 

etc. 


■ < 


t. . 
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le  développement  complet  de  la  différence 


(1  u h 


<'r  u fl 1 

d x3  i .2 


d3  u h 3 


-1-  etc.  (*). 


• dr  i dx3  i.ü  dx3  r.2.3 

. ' . • , ' , A , ' J 

Ce  développement,  lorsqu’on  y change  h en  dx,  devient  (17) 
d u dJ  u 


d3« 


i .a  i.2.3 


4-  etc.. 


formule  très-simple  qui  montre  comment  la  différence  de  u, 
correspondante  à l’accroissement  quelconque  dx,  se  compose 
avec  les  différentielles  des  divers  ordres,  relatives  au  même 
accroissement. 

De  la  différentiation  des  fonctions  transcendantes. 

24.  Les  fonctions  qui  ne  sont  pas  comprises  dans  l’énumé- 
ration faite  au  n°  14  se  nomment  transcendantes.  La  fonction 
exponentielle  u = a*  est  la  plus  simple  de  ce  genre.  Lorsqu’on 
y substitue  x + dx  au  lieu  de  x,  on  trouve  1e  rapport  des 
accroissements 


a 


,T+il flx 


«<•* — I 


dx  ' dx  ’ 

pour  le  développer  suivant  les  puissances  de  dx,  on  fait 
«=  i+  b,  et  il  viènt  , 

dx  fdx  — i)  ^ 


ad*=  (i-+-  b)ix=  i-f-  ^ b 


puis 

fldr— i 


dx 


b-  ■ 


I .2 

dx(dx — i)  (dx — 2) 
~”TT.2.3  ~ 

(dx— 1)  (dx  — 2) 


etc., 


i . 3 


-etc.; 


(*)  On  voit  dans  cette  expression  deux  signes  différents,  savoir  dx  et  //, 
qui  représentent  des  accroissements  de  x;  mais  il  faut  se  rappeler  que  le  pre- 
mier n’étant  introduit  dans  le  calcul  que  pour  former  les  différentielles  (&),  et 
disparaissant  par  la  division  indiquée  pour  passer  aux  coefficients  différentiels, 
reste  toujours  indéterminée;  l'accroissement  h,  au  contraire,  désigne  ici  une 
quantité  qui  peut  être  déterminée  lorsqu’on  se  propose  de  calculer  le  change- 
ment effectif  que  subit  la  fonction  u pour  un  changement  assigné  à x. 

Rien  ne  s’oppose  cependant  à ce  que  Ton  écrive  dx  au  lieu  de  h ; mais  alors 
les  coefficients  différentiels  se  changent  dans  les'  différentielles , comme  on  le 
voit  plus  loin.  *•  / ’ . - ; . ; 


r. 


• v '.f  ’-V;' 
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et  si  l’on  fait  d:r  = o,  dans  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion, il  restera,  pour  la  limite 

/b  b'  b3  . \ ' 

(7-7+3 r~etc-)- 

Remettant  pour  b sa  valeur  a — i,  il  en  résultera  (5) 


ainsi,  en  prenant 

— (q— 1 ■) 


n — 1 


— etc., 


1 ' 2 3 

on  aura  d.a*=  ka*dx.  Telle  est  la  forme  de  la  différentielle  de 
la  fonction  proposée  ; et  l’on  trouvera  bientôt  une  nouvelle 
expression  du  nombre  constant  k. 

25.  11  est  visible  que 

d\  a*  =2  k d xd . a*  = h* a*  d x', 
d3.  <r*  — k3  az  Ax'r‘ 


d".  a1  ■ = k,c?dxn’f 

, A ’ 

et  il  suit  de  là  que 

d«  , d3«  . d3«  ' ■ 

— = kax,  — — - = k'  a*,  - — = k3a*,  etc. 
da:  d#3  d#3 

Lorsque  x = o,  la  fonction  u et  ses  coefficients  différentiels 
deviennent 

U = 1,  U'  = /f,  U"  = k',  \}m  = h3,  etc.; 
on  obtiendra  donc  (22)  9 

kx  k3  x3  k3x3 


«*  = 1- 


4- 


1.2-3 


etc. 


2l>.  Le  développement  de  la  fonction  a’,  trouvé  ci-dessus, 
servira  pour  reconnaître  de  quelle  quantité  la  série  représentée 
par  k tire  son  origine. 

Si  l’on  supt&se  x — r » il  viendra 

r-  /f- 


= 1 -H  — -J-  — 4 4- 


1 1.2, 


.2.3 


etc. 


* , 
- .* 
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et  en  désignant  par  e la  valeur  du  second  membre,  dont  les 
douze  premiers  termes  convertis  en  décimales  donnent 

e =i  2,7182818, 

on  aura  l’équation 

1 

a*  = e,  d’où  l’on  tirera  a — ê', 
prenant  alors  le  logarithme  de  chaque  membre,  on  obtiendra 

la  — kle  et  k = 

le 


On  aura  donc  par  là 

d . a1  = kax  d x -- 


1 a 
le 


axdx  (*), 


27.  Le  nombre  e se  présente  souvent  dans  les  recherches 
analytiques;  on  le  prend  pour  base  d’un  système  logarithmique, 
que  j’ai  appelé  Népérien,  du  nom  de  Néper,  inventeur  des  loga- 
rithmes, et  que  je  représente  par  la  caractéristique  1'  (**)  : on 


(*)  Élégant  et  simple,  le  procédé  suivi  ci^dessns  pour  parvenir  à ce  résultat, 
et  employé  par  Lagrange , a paru  défectueux  à quelques  géomètres , à cause  que 
la  série  trouvée  d’abord  pour  A-  (24)  n’est  convergente  que  quand  a dilTère  peu 
de  l’unité.  Mais  outre  que  ce  premier  développement  ne  sert  qu’à  obtenir  la 
forme  de  la  différentielle  cherchée,  on  peut  toujours  partir  d’une  exponentielle 
dont  la  base  soit  très-voisine  de  l’unité  ; il  ne  faut,  pour  cela,  que  changer 

i , i 

a*  en  am  . Posant  alors  am  = a\  mx  = x\  on  aura  a*=a'*';  en  donnant 

à m une  valeur  suffisamment  grande,  on  pourra  rendre  \Jat  ou  a',  aussi  peu 
différent  de  l’unité  qu’on  le  voudra , et  l’on  en  conclura 

d . a*  = d . a'  •'  = af  *’  dx'; 

mais \a=  — , dx'=mdx;  donc  d.a*=  p »*di,  quel  que  soit  a. 
m * ]e 

‘ . T 

(**)  Ces  logarithmes  étaient  connus  sous  les  noms  fort  impropres  de  loga— 
rilhmes  naturels  ou  hyperboliques.  Ils  ne  sont  pas  tout  à fait  identiques  avec 
ceux  que  Néper  a calculés  en  premier  lieu,  mais  ils  n’en  diffèrent  que  par  l’ordre 

x 

de  leur  succession.  Us  résulteraient  de  l’équation  ” = c A,  A étant  10000000 
' A 

Ces  logarithmes  sont  décroissants  et  négatifs,  le  log  A est  zéro.  ( Voyez  dans  le 
Journal  des  Savants , 1 835,  1er  semestre,  ou  dan6  la  Connaissance  des  Temps  pour 
1 838 , additions,  page .3»  un  Mémoire  de  M.  Biot  sur  ce  sujet. 


i 
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aalorsl'e=i,  el  il  vient 


«'=14 


d.«I=  a*dx.l'  a, 
x[\'a ) x1  (l'a)’  x’fl'a)1 


I 1.2  1.2.3 

Si  l’on  faisait  a — e,  on  aurait  seulement 
x*  x3 


etc.  (25) 


• x 

c*  = i-\ — 

i 


1.2  1.2.3 


etc.. 


expression  où  il  n’entre  plus  de  logarithmes. 

Si  l’on  prend  a pour  base  d’un  système  de  logarithmes,  alors 
1 a = i , x = ht,  et,  par  conséquent. 


i 1 u 

u = n-—.—  , 
i 1 e 


i /i«v  » 

+ + elc- 


série  qui  fait  connaître  le  nombre  u par  son  logarithme,  et  qui 
finit  toujours  par  être  convergente. 

En  effet,  si.  l’on  pose,  pour  abréger,  = M,  deux  termes 

consécutifs,  pris  dans  un  rang  quelconque,  étant  représentés  par 

M"  M"4*1  ' 

1.2. 3.  ..«1.2.3..  n ( n-\- 1 ) 1 

seront  dans  le  rapport  de  i à - ; mais  le  nombre  n augmen- 

tant avec  celui  des  termes  de  la  série,  finira  toujours  par  l’em- 
porter sur  M,  qui  ne  change  point  de  valeur,  et  ces  termes  de- 
viendront de  plus  en  plus  décroissants. 

28.  On  peut  obtenir  maintenant  la  différentielle  de  la  fonc- 
tion  logarithmique,  au  moyen  du  second  théorème  du  n°  9,  car 

ayant  trouvé  ^ =?-  «*,  lorsqu’on  regarde  u comme  fonction 
d x le 

(]  jr  J | 

de  x,  dans  l’équation  « = a’,  il  s’ensuit  que  -r—  = — • — i lors- 
qu’on  regarde  x comme  fonction  de  «,  ce  qui  répond  à l’équa- 
tion x-=^\  mais  alors  a étant  la  base  du  système,  f«  = i,  el 

1 a 

l’on  a seulement 


d.z 


le 

7? 


le 
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d’où  il  résulte 


*0 


dl«  le 

-î—  = — et 

dt<  u 


n i 

dl«  = le  — • 

tt 


Pour  passer  du  système  dont  la  base  serait  e à celui  dont  la 
base  serait  a [Algèbre,  ?.5o),  en  désignant  ces  systèmes  parles 
caractéristiques  1'  et  1,  on  aurait 

lu—le.l'u; 

et  comme  l’on  compare  tous  les  systèmes  de  logarithmes  au 
système  népérien,  on  appelle  module  le  nombre  le,  par  lequel 
il  faut  multiplier  l' u , pour  obtenir  le  logarithme  correspondant 
dans  un  autre  système  : on  dit  en  conséquence  que  la  diffé- 
rentielle du  logarithme,  ou  la  différentielle  logarithmique,  est 
égale  au  produit  du  module,  par  la  différentielle  du  nombre, 
divisée  par  le  nombre  même  (*). 

29.  Si  l’on  voulait  passer  de  là  au  développement  de  x.  en  u, 
ou  du  logarithme,  suivant  les  puissances  du  nombre,  on  trou- 
verait que  les  quantités 

dx  d*  x 

x,  j—,  -r—,  etc., 

\ d u d«J 

* « • *■ 

deviennent  infinies  par  la  supposition  de«  = o,  et  l’on  en  con- 
clurait que  le  logarithme  ne  saurait  se  développer  dans  la  forme 

x = A + Bu  C«s+D«3-f-  etc. 

C’est  aussi  ce  qu’il  est  facile  de  reconnaître  à priori,  en  ob- 
servant que  la  fonction  x devient  infinie  lorsque  u = o 
( Algèbre , 25i),  ce  qui  ne  résulte  pas  de  la  série  ci-dessus,  qui 
se  réduit  alors  à x=  A. 

11  n’en  serait  pas  de  même  si  l’on  changeait  u en  car 


(*)  Borda  ctquelques  autres  géomètres  prennent  pour  module  l’inverse  — - ; 
ils  posent  la  = l'a;  alors,  quand  u ==  a,  on  a i = ^ V o ; d’où  M = l'a,  et 


ensuite  lu  : 


l'u 

Va 
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x — 1 (i-t-  u), 


d x 


le 


d « i -+-  u 


d’x  . , , „ d3x  , ; , , 

_=_le(,-4-tt)-J,  ^ = 2le(i+K)-3,  etc.; 

faisant  alors  « = o et  le=  M,  on  obtiendrait 

J 

1 (i-4-m)  — M j j 4- g etc.j  ( ). 

30.  La  série  du  second  membre  n’est  assez  convergente 
[Algèbre,  236)  pour  être  employée  au  calcul  des  logarithmes, 
que  lorsque  u est  une  fraction  ; mais  on  a trouvé  .des  moyens 
de  la  transformer  en  d’autres  qui  s’appliquent,  avec  plus  ou 
moins  d'avantage,  aux  différents  cas.  On  a observé  d’abord 
qu’en  changeant  + «en  — u,  il  venait 

(,  “)  = M y « - y 4 g etc.j» 

et  en  retranchant  cette  équation  de  Ja  précédente,  on  a trouvé 
I(H-k) — 1 (i — u)  = 1 = îM  (y+J  + I"'4' ctc-)  ’ 


la 


(*)  On  aura  remarqué  sans  doute  que  l’équation  k = — du  n°26,  jointe 

1 c . 

il  l’expression  du  n°  24 , 


. (a  — O («  — •'*  (a—  t,‘  (o  — i) 

*=  l t — ! -+- , — — - 3 — 7—4-+  etc., 

I 1 i 4 4‘ 


conduit  à 


la 


(a-.)  , (a  — l)*  . (a-.)4 


= le[il^U 


— clc.J  ; 


et,  en  faisant  a=  i -t-  u,  on  retombe  sur  le  développement  obtenu  ci-dessus- 
Lagrange  a montré  qu’on  pouvait  rendre  cette  série  convergente  en  observant 

que  las  ml  y la,  d’où 

, r7«~.  (7 o--)* . (7«-0‘  . 1 

,0=CT,f^v_ tv  a +vy_ «tc.J, 

parce  que  7® — i décroit  plus  rapidement  que  m n’augmente.  Il  suit  de  là 
qu’en  prenant  m très-grand,  on  aura  dé  plus  en  plus  exactement, 


Si 

» et 
en 
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, . . I + « 2 . , Z 

faisant  ensuite = i-t-  ->  ce  qui  donne  « = 

i — u n ?.n-\-z 

observant  que  1 f 1-+-^]  — ' =!(»  + 2)  — 1«,  M 

est  résulté 

1 („+*)_!  n=2Mr-ir-  + \ N)Vj{-4-)Vetc.] 

' l_2«-t-z  3 \2 n-\-z)  5\2 n+zj  J 

d’où  l’on  a conclu 

1 (n-\-z)=  1 n-f-2  M \-^-z  + L (^)V  g etc.] 


Cette  série,  qui  fait  connaître  le  logarithme  de  n -+-  z,  lors- 
qu’on a celui  de  n,  donne,  en  y supposant  n = 1 et  z = « , 


1 2 : 


3 . 3J  5 . 3* 


• etc.]  i 


puisque  1 1 = o.  Elle  est  déjà  très-convergente  et  le  devient  en- 
core plus  pour  un  nombre  plus  grand.  Si  l’on  prend  M = 1 , on 
trouve  1'  2 = 0,693147180. 

Le  module  M s’obtient  en  calculant  le  logarithme  d’un  môme 
nombre  dans  le  système  qu’on  veut  adopter,  et  dans  le  système  » 
népérien,  et  en  prenant  le  rapport  des  deux  résultats  (28).  On 
arrive  assez  promptement  au  module  des  logarithmes  ordi- 
naires, en  calculant  d’abord  le  logarithme  népérien  de  5 par 
celui  de  4,  qu’on  déduit  de  celui  de  2,  puisque  14  = 212;  puis 
connaissant  l'5  et  l'2,  on  a 1'  10  = 1' 5 -4-  l'a.  On  trouve  ainsi 


1'  10  = 2, 302585093  ; 

et  divisant  par  ce  dernier  logarithme  l’unité,  qui  est  le  loga- 
■ rifhme  ordinaire  de  10,  on  a,  pour  le  module  cherché, 

M = 0,434294482. 

Tel  est  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes 
népériens  pourobtenir  les  logarithmes  ordinaires  (ou  deBriggs). 

Réciproquement,  pour  revenir  aux  logarithmes  népériens,  il 
faut  diviser  les  logarithmes  ordinaires  par  ce  nombre,  ou  les 
multiplier  par 


0,434294482 


2 , 3o2585og3. 


» 
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31.  Je  vais  donner  quelques  exemples  de  l'application  des 
règles  de  la  différentiation  des  fonctions  logarithmiques;  mais 
pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai  dorénavant  que  les  loga- 
rithmes sont  népériens,  à moins  que  je  n’avertisse  expressé- 
ment du  contraire. 


/ x \ X 

Soit  i°.  u = 1 { ' ■ ) : en  faisant  ■ ■ = 

\Va*-| -x1/  x1 


z,  on  aura 


df*  d«dz  . . , dz  . du  i.  . 

“ = u*  dü  = dldi(9)’doud“  = T,pu,squedl=5(28); 


dzéa'4-  X* — 


dz  = 

a-dx 


y/a'-yx1  a}  dj 


(a1-)-  x’Jî. 


doncd“  = J(^T^}' 

a».  u = 1 ( •.  on  fera 

\\t i + x' — y* — x ' 

V i-h  x -f-  yj\ — x = y,  V,"+_-r  — V1 — x = z, 
ce  qui  donnera 


mais  on  a 
dj=  - 


“='(■;) 

= ly — lz,  d a = - 

a 

• 

dx 

dx  — dx 

2 y/ 1 + x 2 

^ 1 X 2^1 X‘ 

z dx 

2 ^ I X 1 

dx 

•'  1 ' - — 

dx  dx 

7.  \ l-\-  X 2 

i — x 2 y i — x1 

d >•  dz 


> i -I-  x vt  — x 


2 ^ t X' 

d’où  l’on  tire 

dr  d z _ z d x 
X s.  2Y\Jl  — 


zd.r  ydx  ’ — (y2-*-  z1)  dx_ 

2 y y/ i — x‘  2z\/i  — x1  2jrz^i  — x1 
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et  en  observant  que  ^-t- zJ=4,  yzz=ix,  on  trouvera  enfin 
dx 

Au  — — / 

x y i — x 

Cet  exemple  est  remarquable  par  les  réductions  qu’éprouve 
la  différentielle,  et  par  sa  simplicité,  eu  égard  à la  fonction 
dont  elle  dérive;  il  sera  facile  maintenant  d'effectuer  le  calcul 
des  exemples  suivants,  dont  je  ne  rapporterai  que  les  résultats. 

Ax 


3°.  u = l(i  + '+■*’)> 


du  = 


4°.  u — —=L=  1 (x  \/ — i -+-  \J i — x').  Au  — 


^H"X* 

Ax 


7=7 

5o.M=ifv^±£y, 

W i-4-  jp*  — x J 


du  = - 


^ i — X* 

Ax 

^ i+  x 1 

Si  l’on  avait  u = (lx)",  en  faisant  lx  = z,  on  trouverait 
u = zm,  Au  = nz"~'Az ; 

et  remettant  au  lieu  de  z et  de  Az  leurs  valeurs,  il  viendrait 
d.(lx)*=  n (lx)"-' 

Soit  enfin  u = l.lx,  c’est-à-dire  le  logarithme  du  logarithme 
de  x;  posant,  comme  ci-dessus,  lx  = z,  on  aura  d’abord 

i j dz  . . . dx 

■ u = lz,  Au  = — > dz  = d.lx  = — « 

Z X 


d’où  l’on  déduira  ensuite  du  = 


dx 

xlx 


. 32.  La  considération  des  logarithmes  facilite  beaucoup  la 
différentiation  des  formules  exponentielles,  lorsqu’elles  sont 
compliquées. 

i°.  Soit,  par  exemple,  u=.zx,  z et  y étant  deux  fonctions 
quelconques  de  x;  en  prenant  le  logarithme  de  chaque  mem- 
bre, on  aura  l«=/lz,  et  différentiant  ensuite,  on  obtiendra 

■ ‘ p ,\tt  K * t , ’• 

du  . . . , » , dz  ,, , ><•- 

— = d/lz-t-rd.l  z = djlz  -4-r—  (11,  28), 

et  de  la 

d«  = u ^djlz  A-zT—zr  ^dylz  -t- 

O'éd.  i. 

• •'/••a.;,  • 

. '■  ’ , 


■L*C 
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. J.'  BQ  - j 

Soit  ii  — nt,s'i  ou  lent  b‘—  y,  et  l’on  aura 
a = a\  d»  = ar<\y\a  (27); 
mais  d_r  = d.  6*=  61  d.r  1 6 : donc 

d ii  = a1*  6*d.rlrtl6. 

3°.  Soit  u = *<*,  z,  t et  « étant  des  fonctions  de  x;  on  fera 
t‘=y;  il  viendra 

u = zr,  d«  = ^ ^d/lz'+i-^'j  » d^=  <*  ^diU-f-^y» 

’ ■ >-  A 

et  par  conséquent  . - 

i /s  i ■ «d/lz  dz\ 
d u = z‘  t‘  fdsl/U  -b- — b—  j- 

Au  moyen  de  ces  formules,  on  trouvera  facilement  la  différen- 
tielle d’une  fonction  exponentielle  quelconque. 

s/  t • ,J 

33.  Les  sinus,  les  cosinus,  les  tangentes  et  les  autres  lignes 
trigonométriques,  considérées  par  rapport  à l’arc  de  cercle  dont 
elles  dépendent,  sont  aussi  des  fonctions  transcendantes;  on 
les  nomme  assez  ordinairement  fonctions  circulaires. 

Cherchons  d’abord  la  différentielle  de  sinx;  pour  cela  pre- 
nons les  équations 

, ..  sin  a cos  6 -b  sin  6 cos  a 

Sin(Æ  + 6)= t: — — »• 


sin  (a — b)  = 


R 

sina  cos6  — sin6  cosa 


R 


[Trig.  n). 


et  retranchons  la  seconde  de  la  première,  pour  obtenir 

- , ' asinécosa 

sm  (a  -b  6)  — sin  (a  — b)  = n > 


R 


au  moyen  de  quoi  nous  trouverons 


, , . . . 2sin£  Ax  cosi^-bi-d^) 

sin  (ar-b  d«)  — sin#  — ^ — — > 


en  faisant 


ttfc. 


n-bi  = «,-bdz  et  a — b = x. 
assant  ensuite  au  rapport  des  accroissements  de  x et  de 


An. 
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sinx,  nous  aurons 

sin(x-f-dx) — sinx 2sinjdxcos(x-|- jdx) 

dx  . — lldx 

- sin-ydx  cos(x-hidx) 

* ~ *dx  ÏÏ  ’ 

en  divisant  pare  le  numérateur  et  le  dénominateur  du  second 
membre.  Pour  passer  à la  limite,  il  faut  chercher  ce  que  de- 
viennent les  deux  facteurs  lorsque  l’accroissement  dx  s’éva- 
nouit (8),  circonstance  qui  réduit  d’abord  le  second  facteur  à 
cosx 

~T"  ... 

A . sin|dx  . „ . , , . 

Quant  au  premier,  — , ■ , sa  limite  est  lumte;  carde 

, Rsina  ...  . sina  cosa  . , _ 

tanga  = , ondeduit = „ • : et  puisque  cosa=R, 

° cos  a tanga  R ’ ^ M 

lorsque  a = o,  le  rapport  entre  le  sinus  et  la  tangente  a donc 
l’unité  pour  limite,  quand  l’arc  s’évanouit;  or,  l’arc  étant  moin- 
dre que  la  tangente,  et  plus  grand  que  le  sinus,  le  rapport 


sera  toujours  compris  entre  - 


sina 


et  i,  et  aura  par  conséquent 


tanga 

aussi  i pour  limite. 

On  aura  donc,  en  vertu  de  ces  remarques, 

d.sinx  cosx  . . dxcosx 

—3 ——rr-  et  d.sinx  = 5 • 

dx  R R 

34.  Cette  différentielle  obtenue,  les  autres  s’en  déduisent 
sans  peine  ; car 

i°.  cosx  = sin(iî — x),  d.cosx  = d.sin(i» — x):  mais,par 
ce  qui  précède,  . 

d.sin(i? — x)  = ^ d (i? — x)  cosQï-^—  x)  = — ^ dx  cos(i» — x)^ 

et  cos  (i? — x)  = sinx;  donc 

, dx  sinx  s 

. d.cosx  = — — ^ — y 

* 2°.  sin.versex  = R — cosx  : donc 

- . , dxsinx 

d.sm.versex  = — d.cosx^ — ^ — ; 

••  . ..  V 3. 


y. 


-ig*' 
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3°.  tanga:  = 


R sina 


cosa 


d.  tanga  = 


Rcosad.sina  — Rsinad.cosa 
cosa5 

(cosa5-f-  sina5)  da 


cosa5 

mais  cosà’-i-  sina?’=  R’  ••  donc 


(12); 


, R’da 

d. tanga  = ,î 

° cosa’ 


4°.  cota: 


R’ 


d.cota  : 


tanga  . 

R’ d.  tanga 


R‘  da 


RJda 


tanga5 


tanga5  cosa5  sina5 


en  mettant  pour  tanga  sa  valeur; 


_ . R5 

5°.  seca  = 1 

cosa 


d.Séca 


R'd.cosa Rdasina da  tanga  séca 

cosa5  cosa5  R5 


puis(iueîy^=ian8* ei  ^=séca?; 


6°.  coséca; 
d.coséca  = - 


R5 


sina 

R’d.sina 


Rdacosa  dacotacQséca 


sina5 


sina? 


R* 


Dans  l’usage  ordinaire  on  fait  le  rayon  R = i,  ce  qui  simpli- 
fie les  formules  ci-dessus,  et  donne 

d.sina=  da  cosa,  d.cosa= — dasina, 


. da 

d.tanga= -> 

D cosa5 


d.cota: 


da 


sina5 


35.  Avec  ces  formules,  on  peut  trouver  la  différentielle  de 
toute  expression  renfermant  des  sinus,  cosinus,  tangentes,  etc.; 
il  faudra  pour  cela  différentier  en  regardant  ces  quantités  comme 
des  fonctions  particulières,  et  mettre,  au  lieu  de  leurs  différen- 
tielles, les  résultats  ci-dessus:  je  n’en  donnerai  qu’un  seul 
...  * ; 

* , c'y  • u. 
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exemplé,  savoir,  « =±cosa?*in*.  On  fera 

cosx  = z,  sina?  = r; 

on  aura  u = zf  et 

d«  = d.ir==z/ 

* « / ' * sin.r’X 

=d* cos^r,iI,,,  ( cosxl.cosx ) (32)» 

v,  V COS  X]  v ' 

36.  Après  avoir  traité  les  sinus,  cosinus,  etc.,  comme  des 
fonctions  de  l’arc,  il  convient  de  regarder  l’arc  successivement 
comme  une  fonction  de  son  sinus,  de  son  cosinus,  etc.,  et 
d’en  déterminer  la  différentielle  sous  ces  divers  points  de  vue. 
Pour  cela,  soit  x la  fonction  proposée  et  « la  variable  dont  cette 
fonction  dépend  : i®.  à cause  de  sin  x = « et  cosx  = ^R5 — u2, 
Ax  cos  x 


...  . dar^R* — u2 

donne  d«  = — 5 > et, 

MX 

: (9)  : telle  efct  la  valeur  de  la 


l’équation  d.sinar  = - 

par  conséquent,  da:= 

différentielle  de  l’arc  exprimée  par  le  sinus  et  par  sa  diffé- 
rentiellé.'  • 

20.  Si  l’on  voulait  exprimer  la  différentielle  de  l’arc  par  son 
cosinus,  il  faudrait  partir  de  l’équation 

darsina; 


d.cosir: 
qui  donne,  en  faisant  cosa:=«, 

dWR2— 


R 


dw  = - 


et  dar  — ■ 


Rd« 


R «’ 

Pour  passer  de  là  au  sinus  verse,  on:  ferait  m = R — y, 
puisque  cos  x = R — sin.  verse  a:;  on  aurait,  par  consé- 
, j ' j Rdr 

quent,d«  = — d,7-etdir  = 


VaRj— ^ 


R’da; 


3°.  Soit  tang  x = u ; l’équation  d.tang  a:  = donne 


cos  x2 


d« 


R!d.r 
cos  x2 


et  da;  : 
R* 


d«  cosar1 


R5 


Rs 


■ ; mais  comme  sec  x = * 

’ * cosar 


011  a cos  x2  = Par  conséquent  da;  : 


R’dw 


sec  x 2 . 


et,  a cause 


ï. 
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que  séc  x3  = R’  -+-  lang  x3  = R3  «3,  il  vient  enfin 

R’rht 


dx  : 


R3  4-  u= 


En  faisant  R=i,  les  trois  expressions  de  dx  obtenues  ci- 
dessus  en  d«  se  réduisent  à 


dx  = ■ 


(1  H 


dx  = - 


d « ' . d u 

-,  dx=- 


— m3  V^1  — u J ' + 

Je  terminerai  cet  article  par  l’exemple  suivant. 


Soit  x un  arc  ayant  pour  sinus  la  fonction  iu  \/i — on 
fera 


on  aura 


mais 


2 u yi  — u3  = z ; 

d z 


dx  = 


d z — 


et 

donc 


v/7=7’‘ 

2dK  (l 2 «’) 

y/i  — i? 

\/i  — 2*  = i — 2 «’  ; 

2d« 


dx  = ■ 


I — «J  • , * 

37.  On  peut,  par  le  moyen  des  expressions  différentielles 
obtenues  précédemment,  former  les  développements  des  prin- 
cipales fonctions  circulaires. 

i°.  Pour  sinx,  on  a 1 


d« 


d’« 


A3  u 


d ‘u 


— =cosx,  — — - = — sinx,  -7—==  — cos  x,  — — - = sin  x,  etc.; 
dx  dx3  dx3  dx* 

faisant  x = o,  il  viendra , par  le  n°  22,  U = o et 

U'=i,  U"=  o,  U*=  — i,  U"=o,  etc., 

d’où  l’on  conclura 

x3  x3 


sin  x = — - 


+ 


I-1  1.2.3  1.2. 3.4 -5 

20.  On  trouvera  pour  cos  x 


■ etc. 


^ 

d«  d2«  il  u d*M 

T- = — sin  x,  -7—  = — cos  x,  sinx,  - =cosx,  etc.; 

dx  ux*  dx*  dx1 
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faisant  x = o,  il  en  résultera  U = i et 

U'  = o,  U"=  — i,  U*=  o,  etc., 

ce  qui  donnera 

> . x1  x* 

cos  x — i H -5—7  — etc. 

1.2  t.2. a. 4 

>.  . ' ' . " ; 

Ces  deux  formules,  dont  la  loi  est  très-évidente  et  très- 

simple,  offrent  une  des  méthodes  les  plus  exactes  et  les  plus 
expéditives  pour  calculer  le  sinus  et  le  cosinus  correspondant 
à un  are  donné,  surtout  lorsque  cet  arc  n’est  pas  très-grand. 
On  en  trouvera  d’analogues  pour  la  tangente  et  les  autres 
lignes  trigonométriques  ; mais  la  loi  de  ces  dernières  formules 
n’est  pas  aussi  simple  que  celles  des  précédentes,  et  elles 
sont  beaucoup  moins  commodes  dans  l’application  que  les 
relations  qui  donnent  la  tangente,  la  sécante,  etc.,  parle  moyen 
du  sinus  et  du  cosinus  : c’est  pourquoi  je  ne  m’y  arrêterai  pus; 
mais  je  ferai  remarquer  que  les  premières,  finissant  toujours 
par  devenir  convergentes  (27),  s’étendent  aux  arcs  surpassant 
même  la  circonférence. 


38.  On  pourrait  former  de  même  le  développement  de  l’arc, 
soit  par  Je  sinus,  soit  par  la  tangente;  mais,  dans  ce  cas,  l’ex- 
pression des  coefficients  différentiels,  se  compliquant  à mesure 
que  leur  ordre  s'élève,  laisserait  difficilement  apercevoir  la 
loi  qu’ils  suivent,  inconvénient  que  n’a  pas  le  procédé  ci- 
dessous.  • 

Le  coefficient  différentiel  de  l’arc  considéré  comme  fonction 
du  sinus  étant 


â.x i- 

d U ~~  y/  , 


(«-«*)  7 (36), 


on  peut  le  développer  en  série  par  là  formule  du  binôme  (21)  ; . 
et,  en  ne  faisant  aucune  réduction  aux  coefficients  numé- 
riques, on  trouve 


<\x  i . i.3 

r=l  + -M>+  —y  K* 

du  2 2-4 


1.3.5 

2-4-6 


u * etc. 


Ce  développement,  ne  contenant  que  des  puissances  paires 
de  «,  montre  que  celui  de  x n’en  doit  contenir  que  d’impaires; 


4 
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et  il  faut  poser  en  conséquence 

T ’ 

x = A u -t-  B u3  -|-  C «s  -4-  D «’  -+-  etc., 

sans  terme  indépendant  de  w,  afin  que  l’arc  x s’évanouisse 
quand  u — o ; cela  fait,  en  différentiant,  on  obtient 

= etc., 


et,  comparant  à la  première  série,  on  trouve 


A = i,  3B=-, 

2 


5C=-î4 


7d  = 


1.3.5 


d’où 


' MÜ 


etc., 


u i 

x — — I y - 


[ . 3 Ms 


j . 3.5  «’ 

— h etc. 


a.  3 2.4  5 2.4.6  7 

Comme  on  ne  peut  pas  prendre  k>  1,  on  voit  que  la  série 
ci-dessus  ne  saurait  donner  pour  x une  valeur  plus  grande 
que  le  quart  de  la  circonférence  ; cette  expression  de  l’arc  par 
son  sinus  est  donc  moins  générale  que  celles  du  sinus  et  du 
cosinus  par  l’arc. 

Pour  exprimer  l’arc  par  la  tangente,  il  faut  développer 
d’abord 

' a «=7^==(,'w<,)_1(36)’  ■ 

-ce  qui  donne 

dar 


^ = 1 — -1-  m*  — etc.  ; 


w 

'■'I-  2 ■' 1 . 

et,  posant, 

x — A.u  -+-  B a3  -h  C «s  -t-  Dm1  -+■  etc., 
d’ou  il  résulte 
d oc 

j—  = A-^-3BM!-(-5C«, -t-7D«6-f-  etc., 

il  vient 

. ~5~J 

Ce  dernier  développement  donne  une  expression  remar- 
quable de  l’arc  o?,5,  dont  la  tangente  est,  comme  l’on  sait, 
égale  à i;  en  effet,  si  l’on  suppose  u = 1,  il  vient 

0,>5  = i — i + i — i + i — etc. 


_ « «3 


etc. 


' Die 
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Cette  série  est  trop  peu  convergente  pour  être  employée  ; 
mais  on  peut  calculer  le  même  arc  en  plusieurs  parties,  dont 
chacune,  ayant  une  tangente  plus  petite  que  l’unité,  sera  ex- 
primée par  une  série  très-convergente.  Le  géomètre  anglais 
Machin  a trouvé  que  l’arc  de  o»,5  est  égal  à quatre  fois  celui 
qui  a pour  tangente  {,  moins  l’arc  dont  la  tangente  est  yjy,  ce 
dont  il  est  aisé  de  s’assurer  en  observant  que  si  tang  a = },  il 
en  résulte  ( Trig .,  27) 

' 2 tang  a 5 

tang  9.  a = 2 — — , 

1 — tang  «J  i 2 


, 2 tang  sa  120 

tang  4 a = -, — r-  

1 — tang2a  ’ nq 


(tang2a)J  119 

Le  dernier  nombre,  un  peu  plus  fort  que  l'unité,  tangente 
de  o«,5,  montre  que  4«>o«,5.  Faisant  donc 

4a  = A,  o?,5  = B, 
on  a,  pour  la  différence  4<t  — oî,5  ou  A — B, 

tane  f A—  B.)  _ tang  A — tang  B _ 1 . 

' ' 1 -+-  tang  A tang  B 239’ 

et,  posant  A — B=6,  il  vient  o?,5=4a  — b. 

„ ,ii 

Ur,  en  prenant  successivement  « = ^?  « = — on  trouve 

les  valeurs  de  a et  de  b,  et  ensuite 


4 

" I 

I I 1 

I 1 ptp 

I 

o»,5  = 

5_ 

I 

3.5>  h 5.5‘  7.5’  1 ei  J 

1 ' i 

1 - . . ptp 

3(s39)»  1 5(s39)‘  ClC’J 

j 

d’où  l’on  déduira  promptement  que  la  demi-circonférence 
= 3,141592653. 

De  la  différentiation  des  fonctions  de  deux  ou  d’un  plus  grand 
nombre  de  variables. 

39.  Soit  f [x,  /)  une  fonction  quelconque  de  x et  de  y,  en 
supposant  d’abord  que  la  variable  x change  seule  et  devienne 
x -4-  h,  il  faudra  regarder  y comme  une  constante,  et  traiter  la 
fonction  proposée  de  même  qu’une  fonction  de  x seul  : on 
aura  donc  par  le  théorème  du  n°  23,  en  faisant,  pour  abréger. 


* *L‘v 
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■t[x,y)  = u, 

. . du  h d’M  /i> 

f ï + Aj  =ii+3 H -r — ; 

1 J ' dx  i da:3  i . a 


d3  u hs 


-+-  elc. 


dx'  i.2.3 

Pour  trouver  ce  que  devient  la  fonction  proposée,  lorsque  y 
seul  prend  un  accroissement  k,  on  regarderait  x comme  une 
constante,  et  f (x,y),  ou  u,  comme  une  fonction  de  y seul;  par 
là  on  aurait 

,,  ,,  du  k d’«  k'  d3/t  /t3 

f [x,  y- 1-  k)  = u -y  -j h y h -t— r -I-  etc. 

' J ’■  d y i dr  i -2  d r3  1.2.3 

Dans  le  cas  où  les  quantités  x et  y varient  en  même  temps 
et  deviennent  x -t-  h et  y-yk,  comme  on  n’a  assigné  aucune 
forme  particulière  à la  fonction  f(x,  j),  il  n’est  pas  possible 
d’y  faire  à la  fois  les  deux  substitutions  indiquées;  mais  il  est 
aisé  de  voir  qu’on  parviendra  au  même  résultat  en  changeant 
d’abord  a:  en  x-yh,  et  mettant  ensuite  y -y  k pour  y,  dans  le 
développement  qu’on  aura  obtenu  par  la  première  opération. 

On  a déjà  V ' . . 

. . , . d u h d3  u h 3 d3  u A3 

f (a:-+-A,  r)  =u-y-À i i Ht— ; 5 -h etc., 

' da:  i dar’  1.2  dar3  1.2.3 

u représentant  f (x,  y).  Pour  développer  les  coefficients  des 
différents  termes  de  cette  série,  en  ayant  égard  au  changement 
arrivé  à y,  j’observerai  d’abord  que  dans  chacun  d’eux,  x doit 
être  regardé  comme  une  quantité  constante,  et  qu’on  doit  les 
traiter  par  conséquent  comme  des  fonctions  de  la  seule  variable 
y.  D’après  cela,  f (a:,  y),  ou  u,  deviendra 

du  k ^d'u  k7  d3M  /•  * 

“ + dj  i 


d„>J 


dj-3  i.2.3 
d u 


etc. 


Si,  dans  ce  développement,  on  écrit  au  lieu  de  u,  on  aura 


d u 


pour  résultat  ce  que  devient  la  fonction  » lorsque  y se  change 

en  y -y  k ; c’est-à-dire, 


d u 


/d«\  |, /d« 

[dxj  k r d \dij  k7  d {dx. 


da- 


ou,  par 


dj 

a 


f- 

i 


/.3 


d/3 


d/3 


1.2.3 


etc. 


ou  entend  qu’il  faut  différenlier  par  rapport 


v-' 
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aux  y qu’elle  coniient,  la  fonction  et  diviser  ensuite  le  ré- 

d-r 

sultat  par  d/.  On  voit  ainsi  qu’à  partir  de  u,  il  y a deux  diffé- 
rentiations faites  successivement,  la  première,  en  ayant  égard 
à la  variabilité  de  x seule,  er  la  seconde  en  ne  considérant  que 
celle  de  y.  On  donne  à cette  expression  une  forme  plus  simple 

d’ « \ dx  ) 

en  l’écrivant  ainsi  : r; — -j—  On  représente  de  même  ' 


par 


d3tt 


djpd.r 

et  en  général,  il  faut  entendre  par 


d^-'  d x 

coefficient  différentiel  de  l’ordre  n,  déduit  de  la  fonction 


djr* 
d,,+"  u 
d j"  d x"‘  ' 
d1'1  u 
d x"' 


le 


en  n’y  supposant  que  y variable,  tandis  que  cette  fonction  est 
elle-même  le  coefficient  différentiel  de  l’ordre  m de  la  fonction 
proposée,  en  n’y  supposant  que  x variable. 

Cela  posé,  la  substitution  de  y-{-  k au  lieu  de  y changera 


dit  dif 

d*«  A 

d.r ,en  dx. 

d y dx  1 

d3«  d3  u 

An  | 

d3  u k 

dx7  dx7 

d>d.r3  1 

d3  u d3  u 

d1  u k 

d*3  dx3^ 

d_yd.z3  1 

etc. 

d5  « A3 


d‘  « 


A* 


dj3  d x i . 2 
d1  h k* 


d^d-r  1.2.3 
ds  u A 3 


d d x1  i.2  d y*d  x%  * , 2 . 3 


d4  u 


d*  u A 3 


dr3  dx3  1.2  dy’d.r3  1 .2.3 


etc., 

etc., 

etc., 


En  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de 
f(#-t-  h, y),  et  en  ordonnant  de  manière  que  tous  les  termes 
dans  lesquels  les  exposants  de  A et  de  A-  font  une  même  somme, 
soient  placés  dans  une  même  colonne,  il  viendra 

d uk  d*«  A’  d*«  A* 

%-t-A,  >•+/*  =«-(-  (-  -7-z h -7—  5 4- etc. 

* J 1 d/ 1 dj13  1.2  dj"3  i.2.3 

d’«  A/i  d3  u A3  h 


du  h 
dri  drd.r  1 i 
d3  u II 3 
d#3  1 .2 


, h etc. 


dy3  dar  1.2  1 
d3  u k h 3 


dj’ d x1  1 i . 2 
d3  k /t3 
d xi  1.2.3 


etc. 

etc. 
• etc. 
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Pour  bien  entendre  ce  que  signifie  cette  formule,  il  suf- 
fit  de  faire  u = xmy",  et  d’en  déduire  le  développement  de 
[x 4-  A)"  (j-|-  A)",  qu’il  est  aisé  de  former  à priori. 

40.  On  a obtenu  le  développement  précédent  en  mettant 
d’abord  x -+-  A au  lieu  de  a;,  et  ensuite  y-\-  A au  lieu  de  y;  mais 
on  aurait  pu  procéder  dans  un  ordre  inverse,  et  commencer 
par  la  substitution  relative  à y,  alors  f (x,  y)  serait  devenue 

f (a:,  J-+-A-), 
ou 

d//  k . d3u  k 3 d*u  A3 

M + j 1 ”j — : 1-  -j— r 5' 

dj*  i d/3  i . 2 d/3  i . 2 . 3 

La  substitution  de  x -f-  h,  au  lieu  de  a?,. dans  cette  série,  au- 
rait d’abord  changé  . 

du  h d3 u A3  d3 u h * 

da;  î da! 


etc. 


«en«  + 


i . 2 d a;3  i.2.3-+  etC‘’ 


et  ensuite 

du  du 
d y en  'Sÿ 
d3u  d3u 


-4- 


d3u  h d*u  A* 

dxdy  i da;3d  y i .2 

d3  u A d*  u A* 


4- 


d‘  u 


A» 


da4  d_y  1.2.3 
d‘u  . A3 


d r3  en  d/3  drdj1  1 dar3dj,3i.2 
d3  u d3  u d‘  u . A - d3  u A3 
dj3  60  d/3  da;  d/3 1 
etc.; 

on  aurait  eu  par  conséquent 


dar’d/3  1.2,3 
d*u  A3- 


dar’d^3!^  da^dj3  1.2.3 


etc., 
4-  etc., 
4-  etc., 


du  A 

d3  u 

A’  , 

d3u 

A3 

da;  i 

da;3 

“T 

1.2 

da;3 

1.2,3 

du  A . 
_1_ 

d’u 

A k 
1 

d3  u 

Jaï 

d^  1 

dard  j 

f 

I I 

d a;’  dy 

1.2 1 

1 

d’u  1 

S* 

t 

d’u 

A A3 

« “T" 

d/3  1 

“1 

.2 

dxdy* 

1 1.2 

1 

d’u 

A3 

T 

dj3  7 

.2.3 

etc. 


- H etc. 


pf-  etc. 
-l-  etc. 


Il  est  évident  que  ce  second  développement  doit  être  iden- 
tique avec  le  premier;  car  il  est  indifférent  de  changer  d’abord 
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x eo  x 4-  h et  ensuite  y en  y -h  k,  ou  de  faire  les  mêmes  sub- 
stitutions dans  un  ordre  inverse,  puisque  d’une  manière  ou  de 
l’autre  on  obtient  également  f (ar+  h,  y-\-  k). 

Si  l’on  compare,  dans  ces  deux  développements,  les  termes 
qui  sont  affectés  des  mêmes  puissances  de  h et  de  k,  on  trou- 
vera cetfe  suite  d’équations. 


(i5IZ 

d1  u 

d yàx 

Ax  dj 

d3  u 

d3u 

dy  d.r3 

<1  x-  d r 

d3  u 

dJn 

d^d# 

— d-rd/3’ 

d"+"  u 

d"*'"  « 

(ir',d.im 

d xln  d r" 

etc. 


Il  résulte  de  la  première,  que  le  coefficient  différentiel  du 
second  ordre  d’une  fonction  de  deux  variables,  pris  en  diffé- 
rentiant  par  rapport  à l’une  d’elles  et  ensuite  par  rapport  à 
l’autre,  reste  le  même,  quel  que  soit  l'ordre  qu’on  ait  suivi  dans 
les  différentiations. 

Soit,  par  exemple,  u = xmy* ; si  l’on  différentie  d’abord  en 

regardant  x comme  seule  variable,  ona^  = diffé- 

rentiant  ensuite  ce  résultat,  en  ne  faisant  varier  que  y,  on 
d*  u 

obtient  j-y-j—  = mnx*-'  y—'  :en  opérant  dans  un  ordre  inverse, 
on  trouve 

du 


• = nx”  y"~' 


dJu 


as  mnxm~,yl~\ 


d y J d.rdj” 

et  l’on  voit  que  le  dernier  résultat  est  le  même  dans  les  deux 
tas.  tes  autres  équations  rapportées  ci-dessus  ne  sont  que  des 
conséquences  de  la  première. 

41.  En" retranchant  f (x,  j),  ou  u,  de  f(.r-i-^,7-t-A')>  ran- 
geant sur  une  même  ligne  les  termes  compris  dans  chaque 


■<" 
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colonne,  et  les  réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouve 

r(,+4,r+n-,n«,r)  = I(^s+^)j 

f d’ u . 


I 

I . 2 


d*  u , , d7u  , , 

j — : h t*  2 •. — j — ■ Un  -j-  - — - /i 

d.r5  dxdj  djJ 


etc. 


Ici,  au  lieu  d’un  terme  dans  chaque  ordre,  comme  lorsqu’il 
s’agit  des  fonctions  d’une  seule  variable  (23) , il  y en  a deux 
pour  le  premier  ordre,  trois  pour  le  second,  et  ainsi  de  suite; 
et  si  l’on  change  h en  dar,  k en  d y,  les  termes  du  premier 
ordre  formeront  l’expression 

dit  , d«  , 

^d*+(-,7dr’ 


d u 


composée  de  deux  parties,  savoir,  ^ dx,  ou  la  différentielle 

prise  en  regardant  x,  comme  seule  variable , et  ~ dr,  ou  la 

différentielle  prise  en  regardant  y comme  seule  variable.  La 
somme  de  ces  différentielles  est  nommée  différentielle  totale, 
et  se  représente  simplement  par  df  (x,  y)  ou  d«,  en  sorte  que 

df(^,r)  — d«  — . 

Elle  s’obtiendra  au  moyen  des  règles  données  (10  et  suiv.) 
pour  les  fonctions  d’une  seule  variable.  Dans  le  cas  présent 
on  différenciera  la  fonction  proposée,  d’abord  par  rapport  à 
l’une  des  variables,  et  ensuite  par  rapport  à l'autre;  la  somme 
des  deux  résultats  sera  la  différentielle  totale  cherchée. 

42.  Je  ne  crois  pas  qu’il  soit  nécessaire  de  donner  beaucoup 
d’exemples  relatifs  à la  différentiation  des  fonctions  de  deux 
variables,  puisqu’elle  rentre  dans  celle  des  fonctions  qui  n’en 
contiennent  qu’une  : je  me  bornerai  donc  aux  suivants. 

On  voit  sur-le-champ,  d’après  la  règle  ci-dessus,  que 

> ■'  * 

d (ar -Hy)  — dx  -+-  dr, 
d.xj  = yd.r  -4-  xd  y, 

^ x d.r  xdy_ydx — xdy1 

'y~ Y ~ r1  * ■ 
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Soit  encore  i".  u = x"y“;  on  a 

- \ 

du,  , 

t—  d x = mx?"~'  Y“nx, 
da;  J 

du 


— d y = nxm  r"-1  d 
d y 


donc 


du  = mxm~' y*  d,r  -+-  nxmy"~‘  df  — xm~' 1 y*-'  [mydx-\-nxdy)  ; 


2°.  u — 


ay 


\Jx' 


■■  ay  (x2-f- j1)  ’j  on  a 


du  , 

— dar  =- 
ax 


arxdx 


•du 


d/  = 


a dr  ay-  d y 


(ar’-t-/’)’  (af’+jr*-)1 


donc 


, arxdx  «dr  ay'dr  • < 

du=—-J- jH J—L -—'-T» 

(ar’-^/3)’  (a:’-*-^)*  (a;,-^-l7J), 

et,  en  réduisant, 

, , — «a:rda?-4-aa^’dr 

du  = ^ j 

(ar>-+-j’)1 

3®.  u — arc  ^tang  = ~^  ’ expression  qui  est  celle  d’un  arc  de 

OC 

cercle  dont  le  rayon  est  i,  et  la  tangente  - ; pour  la  différen- 

• ( / 

tier,  on  fera  -—z,  d’où  il  résultera  u = arc  (tang=a),  et  , ■ 

y 

A JT 

d u = - — — (36)  ; puis  mettant  au  lieu  de  z et  de  d2  leur  valeur, 
on  trouvera 

yàx — x Ay 

dtf_  f _ydx  — xdy  • ' 


a:’ 

1 H — j 

r* 


y^-yx* 


43.  La  manière  dont  on  écrit  les  différentielles  des  fonctions 
qui  dépendent  de  plusieurs  variables  donne  lieu  à des  remar- 
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d U 


ques  importantes.  Il  ne  faut  pas  confondre  alors  d#  avec 

du,  comme  on  pourrait  le  faire  si  « ne  renfermait  que  la  seule 

variable#,  parce  qu’ici  le  du  de  l’expression  ^ ne  désigne 

pas  la  différentielle  totale  de  la  fonction  u,  mais  seulement  la 
partie  que  produit  la  variation  de  x ( il)  ; et  comme  c’est  le  divi- 
seur d#  qui  marque  cette  restriction  (39),  il  faut  le  conserver 
d u , 

pour  distinguer  ^ d#  de  la  différentielle  totale  représentée 

simplement  par  du  : il  en  est  de  même  de  d/,  par  rapport 
à y (41). 

..  . , du  du  d"+" u i. 

Les  quantités  , y-y-,  y-  ■ . ■ sont  appelées  souvent 
d#  d^  d#"d y 

différences  partielles;  mais  ce  langage  n’est  pas  exact,  car  les 
formules  qu’on  désigne  ainsi  n’expriment  point  la  différence 
entre  deux  quantités.  * 

Les  vraies  différences  partielles  de  u sont  d’abord  . ' 

f(#-i-A,  j)  — f(#,  j), 

t(x,y-blr]—t  [x,y], 

ta  première  étant  prise  en  n’ayant  égard  qu’au  changement  de 
x,  et  la  seconde  en  ne  supposant  que  celui  de  y.  Les  expres- 
sions 


du  , du  , 
d^A’  d -yk>  °U  d^ 


du  . du 
d*’ 


qui  ne  sont  que  les  premiers  termes  des  développements  de  ces 
différences,  doivent  être  nommées  différentielles  partielles  (5)  ; 

^ resteront  toujours  les  coefficients  différentiels  du  pre- 

> d'"’4"*  u 

mier  ordre  de  la  fonction  proposée,  et  eh  général 

sera,  dans  l’ordre  m-yn,  le  coefficient  différentiel  pris  en  diffé- 
rentiant  m fois  par  rapport  à x,  et  n fois  par  rapport  à y;  mais 
il  faut  remarquer  qu’une  fonction  d’une  seule  variable  n’a  dans 
chaque  ordre  qu’un  coefficient  différentiel  (17),  tandis  qu’une 
fonction  de  deux  variables  a deux  coefficients  différentiels 
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pour  le  premier  ordre,  trois  pour  le  second,  quatre  pour  le  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite. 

M.  Voici  comment  on  peut  trouver  ces  divers  coefficients, 

en  partant  des  deux  premiers. 

On  a d’abord  ' , ' ' • 

. du  . du  , 
du  — 3—  dx  dr: 

dx  dr 

prenant  alors  la  différentielle  totale  des  coefficients  ^ et  — » 

dx  dr 

qui  doivent  être  traités  comme  des  fonctions  de  deux  variables, 
et  dx,  d/  étant  des  constantes,  il  vient 

. d u d’u  . d’u  , 1 

‘ d — = -j— -dx-b-: — x“dr, 

•dx  dx1  drdx  • .( 


.du 


d/ 


d1  u . d’ u , 


Désignant  ensuite  par  d’u  la  différentielle  totale  de  du,  on 


aura 

. , . . .du  , .du 

•. 

d’u  = dxd-j — t-drd-j— 
dx  • dr 

d'où 

: ■' 

d’u  . 

d’«=  -j — - dx1 
dx’ 


d’u  d’u 

a^-^-.dxdr-Hjpd^, 


dx  d r 


en  observant  que  les  coefficients  différentiels  dont  les  déno- 
minateurs ne  présentent  que  les  divers  arrangements  d’un 
même  produit  en  dx  et  dj,  sont  identiques  (W). 

Si  l’on  différentie  les  coefficients  différentiels  qui  se  trouvent 
dans  le  résultat  précédent , il  viendra 

d’u 

r,dr> 


, d’u  d’u. 
dx’  dx’  x 


drdx’ 


d’u 


d’ u 


dxdr  dx’dr 
. d’ u d’ u 

\ N 

et,  par  conséquent. 


dx-f- 


d’ u-  • 3 


drdxdr 


dr> 


dxdr1  ***  dr1 


d’u 


d’u  = ^ dx’-f-  3 ,d  “ -dx1  dr+3  d rM-  T~3 d/°* 

>dx’  dx’dr  dxdr^  J d r*- 


6'éd.  1. 


. - e • 

i-  * 


i: 
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On  continuera  facilement  cette  formation,  et  l’on  remarquera 
sans  doute  l’analogie  des  résultats  avec  les  puissances  du  bi- 
nôme. 

11  faut  observer  que,  d’après  la  notation  précédente,  la  série 
du  n°  41  rentre  dans  celle  du  n”  23,  lorsqu’on  substitue  d.r  à 
h,  etdrà  h;  en  sorte  que  si  l’on  désigne  f^-t-da^^-t-dj) 
par  u',  on  a encore  . ' <x 

du  d’ u d3u 

u'r-  u = ( f 


I.?,  1.2.3 


etc.. 


formule  tout  aussi  générale  que  celle  du  n°41,  puisque 
accroissements  d#  et  d/  sont  également  arbitraires. 


45.  Il  est  aisé  d’étendre  ces  considérations  aux  fonctions 
d’un  nombre  quelconque  de  variables,  et  de  s’assurer  que  si, 
l’on  a 

• w = f(/,  x,  r,  z), 

il  en  résulte 


î[t+  g,  x-\-h,  y+k,  z -+-/)  — ({t,x,  y,  z) 
du  du  , du  . du , 

• -d7g_t'd^A"hd?frH_dri/4'elc” 


d’où  l'on  conclura 


, du 
du=  -j—  df 
df 


du  . du  . du  . 

d-*dx+rrAr+rzA2’ 


en  désignant  par 


du 

37’ 


du 

d#’ 


du 

dF 


du 


d z 


les  coefficients  différentiels  de  la  fonction  u,  pris  en  y faisant 
varier  seulement  t,  ou  x,  ou  y,  ou  z. 

Cette  notation,  due  à Fontaine,  est  la  plus  simple  et  la  plus 
expressive  de  toutes  celles  qu’on  a proposées  pour  remplir  les  * 
mêmes  indications.  Euler,  dans  la  crainte  que  l’on  ne  confonde,  ' 


du 


par  exemple,  le  coefficient  différentiel  avec  le  rapport  de 


la  différentielle  totale  du  à la  différentielle  df,  exprimé  par 


Éff  <u  Éif  — dr+  — d - 


dr 


•c* 


•■rwa' 

r._  . 


‘ Digltzed  by  Google 


H • 


DÊ  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  5 1 


désigne  ce  rapport  par  tandis  qu’il  indique  le  coefficient 

différentiel  par  ^e  sens  du  discours  rend  presque  tou- 

jours celte  distinction  superflue;  Fontaine  d’ailleurs  avait 
pourvu  au  cas  où  elle  était  absolument  nécessaire,  en  propo- 
sant d’écrire  le  rapport  ainsi  : ^ du;  et  comme  ce  rapport  est 

employé  plus  rarement  que  le  coefficient  différentiel,  il  avait 
affecté  à ce  dernier  le  sigfie  le  plus  simple,  ce  qui  est  conforme 
à la  théorie  de  toutes  les  nomenclatures,  et  précisément  le 
contraire  de  ce  qu’a  fait  Euler. 

46.  Les  résultats  du  Calcul  différentiel  devant  toujours  être 
indépendants  des  accroissements  des  variables , le  rapport 

ne  saurait  avoir  un  sens  déterminé,  qu’autant  que  les 

Variables  x,  jr,  z sont,  au  moins  implicitement,  des  fonctions 
de  <;  et  alors  du  exprime  la  différentielle  d’une  fonction  com- 
posée d’un  nombre  quelconque  d’autres  fonctions  de  la  même 
variable.  En  effet,  si  l’on  suppose  que  les  variables  x,  y,  z 
dépendent  de  la  variable  t,  et  que  l'on  substitue  aux  accroisse- 
ments g,  h,  k,  l,  des  expressions  de  la  forme 

dl,  pdt,  qét,  rdt, 

l’ensemble  des  termes  qui  ne  contiendront  dr  qu’à  la  première 
puissance,  se  composera  de  ceux  où  les  accroissements  g,  h, 
k,  l ne  passent  pas  cette  puissance,  et  ne  se  multiplient  pas 
entre  eux  : on  aura  donc  encore 


du 


d u 


dit 
d z 


ce  qui  revient  à 


dit  . du  , dit  , dit*. 

d“  = Tt  d 1 “f*  dï  d*  + df dj "** Tz  da’ 


en  remplaçant  pdt,  qdt,  rdt,  par  les  différentielles  dx,  dy, 
d t,  que  ces  quantités  expriment. 

Ainsi  la  différentielle  d’une  fonction  renfermant  un  nombre 
quelconque  d’autres  fonctions  d’une  seule  variable,  est  la 

: , ' - 4*. 


t 


< 
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somme  des  différentielles  partielles  relatives  à chacune  de  ces 

fonctions. 

La  règle  du  n°  11  n’esl  qu’un  cas  particulier  de  cet  énoncé; 
car  si  l’on  prend  u = txyz,  il  donnera 

dw  = xyzAt  -t-  tyz  dx  -4-  txzAy  + txyAz.  ' , ' ‘ 
De  même,  quand  u = zf,  on  a 

^a*=jzr-'d*  (13),  ^d7  = ^djrla  (27), 
et,  par  conséquent, 

du  = yz?~'  ds  -\-zrAy\z  = zr  ^d^-lz  -j- (32). 

47.  Je  dirai  ici  très-peu  de  chose  sur  la  manière  de  réduire 
en  séries  les  fonctions  de  deux  variables,  parce  qu’il  arrive . 
le  plus  souvent  qu’on  ne  les  développe  que  par  rapport  à l’une 
des  variables,  en  supposant  à l’autre  une  valeur  constante,  et 
qu’alors  ces  fonctions  doivent  être  traitées  de  même  que  celles  ' 
d’une  seule  variable.  Je  me  bornerai  à faire  voir  que  la  formule 
du  n°  41  s’emploie  à développer  les  fonctions  de  deux  varia- 
bles, comme  celle  du  n°  20  s’applique  aux  fonctions  qui  n’en 
renferment  qu’une  (22). 

Si  l’on  fait  x = o,  y — o,  dans  la  formule  du  n°  41,  c’est-à- 
dire  dans  u et  dans  chacun  de  ses  coefficients  différentiels, 
elle  donnera  le  développement  de  f ( A,  />■),  ordonné  suivant  les 
puissances  des  quantités  h et  k;  mais  on  pourra  écrire  x au 
lieu  de  h,  et  y au  lieu  de  k,  et  il  en  résultera 


. , , i / d u Au  \ 

f(^r)-"+7.(d--.+  5?r) 

1 (A'u 
+ i.2\d;r’* 


d*« 

dxdy 


xy  - 1- 


-’-M 

d.W  ) 


etc., 


eïtfbbservant  de  faire  x et  y nuis,  tant  dans  u que  dans  les 
expressions  qu'on  obtiendra  pour  chacun  des  coefficients  dif- 
férentiels (*). 


(*)  On  pourrait  encore  arrircr  au  développement  de  f (*>}')  par  la  diffé- 
rentiation , ainsi  qu’on  est  parvenu  à celui  de  f(x) , dans  la  note  de, la  page  ; 


lï'i-  ■ V 
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. De  la  différentiation  des  équations  quelconques  à deux  variables. 

Jusqu’ici  je  n’ai  différentié  que  des  équations  séparées, 
c’est-à-dire  dans  lesquelles  la  variable  se  trouvait  seule  dans  un 
membre,  et  la  fonction  dans  l’autre:  telles  sont  les  équations 
de  la  forme  Y = X,  Y étant  une  fonction  de  y,  et  X une  fonc- 
tion de  x;  mais  le. plus  grand  nombre  des  équations  que  l’on 
rencontre  dans  les  recherches  analytiques  ne  se  présente  pas 
ainsi  : la  variable  et  la  fonction  y sont  souvent  mêlées  ou  com- 
binées entre  elles. 

Lorsqu’on  a une  équation  quelconque  f ( x,  y)  ==  o,  entre  x 
et  y,  son  effet  est  de  déterminer  y par  x,  ou  r par  y.  en  sorte 
que  l’une  de  ces  quantités  est  fonction  de  l’autre;  et  si  l’on 
change  x en  x ■+■  h,  et  y en  y -4-  k,  il  faut  encore  que  l’on  ait 
' t[x  + h,  y-\-k)  = o, 

d’où 

• J y-+-  k)  — f(ar,y)=o, 

équation  qui,  parle  n°  41,  se  développe  dans  la  forme 


i / d u . d u , \ 

a-(dï4  + d?*) 

+ — (~l 

1.2  ydx1 


d’ « . . 

2 s r—  hk 

d.r  dy  . 


dJ  « 
d y 


H 


H- etc., 

u représentant  f \x,  y). 


’ car  si  l’on  suppose 

u = A-t~Bx-t-C.r-)-  Dx’-q-  Ex/-  -t-  Fr1-*-  etc. , 
les  lettres  A , B , C , etc. , désignant  des  quantités  indépendantes  de  x et  de  y, 
et  qu’on  diflerentie  cette  équation  par  rapport  à xet  par  rapporta  y plusieurs 
fois  de  suite,  de  manière  à former  les  expressions  des  coefficients  différentiels 


du 

dx’ 


d u 

37’ 


d’u 

dx*’ 


d’u 


d’u 

57*’  etc” 


dxd.r 

on  aura,  en  égalant  à xéro  x et  y,  après  les  diflérentialiona, 


d“  - R 
dx  — B ’ 

d’u 


d y 

d *u 


dxTjr^1  ,E’  îp  = ‘-2F’etc’ 


La  valeur  de  A se  trouvera 
bont  nuis. 


t^cdle  de  la  Jonction  u lorsque  x ct> 
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Cela  posé,  chercher  le  coefficient  difféientiel  de  y,  c’est 

k 

chercher  la  limite  du  rapport  ^ (5);  or,  si  dans  l’équation  ci- 

dessus,  on  fait  k = ah,  tous  ses  termes  deviennent  divisibles 
par  h ; et  lorsqu’on  pose  ensuite  h = o,  pour  passer  à la  limite 
demandée,  il  ne  reste  plus  que 

d « du 
j — \--r-a  — 0,' 

ax  ay  • 

' d r 

où  o doit  être  remplacé  par  sa  limite  on  aura  donc 


d u 
d.r 


du  d r d«  j dw  , 

' =0’  ou  didx  + ô^dr  = °- 


dydx  ’ d*  ~ ’ d / 

Le  dernier  résultat,  se  confondant  avec  la  différentielle  totale 
de  la  fonction  u (4-1),  montre  que  pour  trouver  le  coefficient  dif- 
férentiel du  premier  ordre  d’une  fonction  y,  donnée  par  une 
équation  u=o,  entre  deux  variables  x et  y,  il faut-  diffèrentier 
le  premier  membre  de  cette  équation,  comme  si  les  variables 
étaient  indépendantes  l’une  de  l’autre,  égaler  ensuite  à zéro  le 

\ dy  ■**.*'  ■ * » 

résultat,  et  prendre  la  valeur  de  ' 

" d Y 

Cela  fait,  si  l’on  observe  (pue  la  valeur  de  ~ ? que  je  repré- 
senterai par  p,  ne  contenant  que  x et  y,  est,  en  vertu  de  l’é- 
quation «=  o,  une  fonction  de  x seul,  on  en  conclura  que  p 
doit  changer  quand  on  fait  varier  x,  et  prendre  un  accroisse- 
ment que  je  désignerai  par  /;  mais  alors  on  peut  regarder  le 
premier  me  mbrede  l’équation 

du  , d « 

(lx 


ÛT.  + ÂT.P  = ° 


d y1 

comme  une  fonction  de  x,  y et  p,  égalée  à zéro,  qui  doit  tou- 
jours rester  nulle;  et  si  on  la  représente  par  u’,  on  aura,  par  la 
formule  du  n°  45, 

du'  , -d «'  . dw'  .)  i • 

-r—  h -+-  — k -4-  -j — 1 1 

+ etc. 


Or,  tous  les  termes  de  celle  e: 


viendront  divisibles 
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par  h,  si  l’on  y fait  k = ah,  l = pA;  et  ceux  qui  ne  sont  pas 
écrits,  .contenant  les  quantités  h,  k et  /*  à des  puissances  plus 
élevées  que  la  première,  s’évanouiront  lorsqu’on  fera  /i  = o, 
pour  passer  à la  limite  où  l’on  doit  remplacer 


d£ 

dx 


d p 

Pardï; 


il  ne  restera  donc  que 

d«' 

da: 

ce  qui  revient  à 


da'  dr  , dii'dp 

■ — t* ! ; — — — O, 

Ay  dar  d/?  dx 


Au'  , dw'  , dit' 

dxdxt  d^^+d^^^0’ 

et  se  confond  avec  la  différentielle  totale  de  la  fonction 
Ainsi,  pour  former  l'équation  qui  exprime  la  relation  entre  le 
coefficient  différentiel  du  premier  ordre  et  celui  du  second,  il 
faut  diffèrentier  V équation  qui  détermine  le  premier  de  ces 
coefficients,  en  le  regardant  lui-méme  comme  une  nouvelle, 
variable,  puis  diviser  le  résultat  pardx. 

q,  l’équation  qu’on  vient  d’obtenir 


Faisant  ensuite  — 
da; 


pourra  être  considérée  comme  une  fonction  u"  de  x,  y,  p et  q, 
égalée  à zéro,  et  donnera  une  équation  équivalente  àda"=o, 
qui  déterminera  le  coefficient  différentiel  r de  la  fonction  q, 
c’est-à-dire  le  coefficient  différentiel  du  troisième  ordre  de  y, 
par  les  précédents.  SjHMTv'- 

On  voit  p#  là  que  les  équations  qui  expriment  les  relations 
des  coefficients  différentiels  d’une  fonction  donnée  par  une 
équation  entre  deux  variables,  se  déduisent  les  unes  des  autres, 
par  des  différentiations  successives,  en  traitant  chacun  de  ces 
coefficients  comme  une  nouvelle  variable. 

49.  L’exemple  suivant  éclaircira  tout  ce  qui  précède. 

Soit  l’équation 

jf— 2 rhxy  -+■  x ’ — a’  = o ; 

Ja  fonction  u e$t  ici  y1 — 2 mxy-\-  x ’ — : si  on  la  différentie, 

on  y faisant  varier  x et  y,  et  qu’on  égale  le  résultat  à zéro,  on 
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trouvera 


2jdj  — 2 mx  d^-  — 2 my  d x + 2ida;  = o, 


ou 

(i)  ydy — mxdy — my  àx-hxdx  = o, 

en  supprimant  le  facteur  commun  a;  et  l'on  en  tirera 

d> my — x ■ 

dx~  y — mx 

Pour  avoir  ^ » en  x seul,  il  faudra  substituer  dans  cette  ex- 
dx 

pression  la  valeur  de  y,  qui,  dans  l’équation  proposée,  est 

‘ f * 

y ==  mx  zh  J a7 — x7-ym7x'4, 

,et  il  viendra 

d y — x-\-  m7x±m  ^ a 1 — m7x 7 

dx  rfc  yVz1  — x,-ym7 x 7 

. — x -h  m1  x 

— m±  . - ■ . > 

\Ja7 — x7 -4-  m7  x7 

^résultat  semblable  à celui  qu’on  déduirait  immédiatement  de 

l’expression  

y=mx±\Ja7 — x7-\-m7x7,  , 

obtenue  en  résolvant  l’équation  proposée. 

(]  y , . / 

Maintenant,  si  l’on  fait  d’où  il  résulte  dj  = />d.r, 

l’équation  (t)  se  change  en 

( y — mx)  p — my-hx  — o; 

et  si  on  la  différentie  de  nouveau,  ert  considérant  que  y et  p 
sont  des  fonctions  de  x,  on  arrive  à 

(j — mx)  d p-hp  (d j — mdx)  — md/+dx  = o; 


mettant  ensuite  p dx  pour  d y,  q dx  pour  d y,  et  réduisant,  il 
vient 

mx)q-\-p7 — 2/nj0  4-i  = o, 

équation  qui  donne  la  relation  que  le  coefficient  différentiel 
du  second  ordre  q doit  avoir  avec  celui  du  premier  ordre  p,  et 
avec  les  variables  x et  y. 

En  continuant  de  différenlicr  de  la  même  manière,  on  for- 

• • J ' 4 , _ s • 
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merait  l’équation  de  laquelle  dépend  le  coefficient  différentiel 
du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

50.  Si  dans  l’équation 

(y — mx)q-\-p' — 2 mp  4-1  = o, 

on  remplace  p et  q par  leurs  symboles  différentiels  ^ -» 

(17),  elle  devient  ' 

, , d1  y dr1  d y 

&-m*)  dP + 2 m di  +,= °; 
et  chassant  le  dénominateur,  on  obtient 
(2)  (T — mx)  d’.f+d/ — 2 m dx  d^y-i-  d-r’  = o, 

résultat  que  l’on  tirerait  immédiatement  de  l’équation  (1),  en  y 
faisant  varier  d/  aussi  bien  que  y et  x. 

En  général,  faire  varier  les  quantités  p,  q,  etc.,  comme  des 
fonctions  de  x,  c’est  prendre  les  différentielles  des  expressions 
d y d?  y 

équivalentes  différentielles  qui  sont  respectivement 

d*y*  d*v 

représentées  par  -ff^p  etc.,  c’est  enfin  regarder  les  quan- 
tités d j,  d 'y,  etc.,  comme  des  fondions  de  x. 

L’équation  (1)  est  la  différentielle  première  de  la  proposée; 
l’équation  (2)  en  est  la  différentielle  seconde,  etc.;  et,  d’après 
fit  remarque  ci-dessus,  les  différentielles  d'une  équation  primi- 
tive proposée  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  la  différentia- 
tion, en  regardant y,  d y,  d'y,  etc.,  comme  des  fonctions  de  x, 
cé  qui  rentre  dans  la  règle  du  n°  46. 

On  passe  aux  équations  qui  donnent  les  coefficients  différen- 
tiels, en  observant  que  ces  coefficients  sont  représentés  par 


ou  en  faisant 


dy 
dx  ’ 


d 'y 

dx’ ’ 


etc., 


dy  = pdx,  d'y  — qdx',  etc. 


Par  ces  dernières  substitutions,  les  différentielles  disparais- 
sent, et  il  ne  reste  dans  les  résultats  que  les  fonctions  p,  q,  etc., 
absolument  indépendantes  de  la  valeur  de  l’accroissement  d#. 


* 


n 
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51.  L’équation  proposée 

y3 — 2 mxy  -y-  x* — a1—  o, 

étant  du  second  degré,  donne  pour  y deux  valeurs,  par  le 
moyen  desquelles  l'équation  .<  ' . 

(i)  (y—mx)dy—(my  — x)dx  = o, 

d’où  l’on  tire 

dj tny  — x 

'.  d x y — mx’ 

donne  aussi  pour  le  coefficient  différentiel  deux  valeurs 

correspondantes  à celles  de  la  fonction  y. 

Si,  au  lieu  de  résoudre  l’équation  proposée,  pour  en  tirer  la 
valeur  de  y,  on  éliminait  cette  variable,  au  moyen  de  l’équation 
différentielle  (i),  on  aurait  d’abord,  en  vertu  de  celle-ci, 

_ _a-(mdjr  — da?)_ 

- d/ — mdx  ’ • ' 

substituant  dans  la  première,  il  viendrait,  après  les  réductions, 

( x ’ — a’ — m’ar’)  d^ — (2 mx' — 2 ma? — 2 m’ar’)  dard/ 

-+-  (a’ — m* x2 — a’ m’)  dx*=o 

N . t:  . * 

Cette  dernière  étant  résolue  par  rapport  à dy,  donnerait  les 
mêmes  résultats  que  ceux  qu’on  obtient  en  différentiant  les 
valeurs  de  y (49)  ; et  après  l’avoir  divisée  par  dar’,  on  en  tire- 
rait immédiatement  celles  du  coefficient  différentiel.  On  aurait  ' 
alors  , . 

(ar’ — a1 — m’a:’)  ^ (2m.r* — 2 ma' — 2 m1  x*) 

' 1 dx'  ' ' dar 

-I-  x> — m’a :’ — a’  m’=  0 5 


et  en  dégageant  la  seconde  puissance  du  coefficient  différen- 

• 1 . , dy*  ... 

tiel,  exprimée  par  , on  arriverait  a 


d yJ 
dx' 


d y x ’■ — m’ ar’ — a’  ml 


dar 


x ’ — a'- — m’a r’ 


; o. 


52.  Il  est  facile  d’appliquer  ce  qui  précède  à des  exemples 
plus  compliqués,  et  dans  lesquels  les  variables  montent  à un 
degré  plus  élevé.  Soit  encore  l’équation  •> 

y'  — 3 dxr  rf-  a = o ; 


/ 
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la  différentiation  donnera 

3^d  j — 3 ax&y — 3«/dx  + 3a:1d*  = o, 

ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  3, 

(.»)■.  /’dj — axdy — a/da:-f-ar,M.r  = o, 

et,  par  conséquent, 

• t d/ ay — x ' 

d x y*  — ax 

La  fonction  y,  dans  cet  exemple,  étant  donnée  par  une  équa- 
tion du  troisième  degré,  doit  avoir  trois  valeurs  ; et  en  les  sub- 
stituant successivement  dans  l’expression  de  on  obtiendra 

un  pareil  nombre  de  valeurs  pour  le  coefficient  différentiel.  On 
voit  en  général  que  ce  coefficient  aura  toujours  un  nombre  de 
valeurs  égal  à celui  dont  la  fonction  y est  susceptible  dans  l’é- 
quation proposée;  il  en  sera  de  même  à l’égard  de  la  différen- 
tielle. >v  „ ..  • 

Si  l’on  éliminait  y entre  les  deux  équations 

y* — 3 axy  -+-  x3=  o, 

(i)  j’dj — axdy — aydx  -y  x*dx—  o, 

on  aurait  pour  résultat  une  équation  du  troisième  degré  par 
rapport  à d y,  et  qui  renfermerait  les  trois  valeurs  dont  cette 
différentielle  est  susceptible. 

d r 

Ayant  trouvé  l’expression  de  d/  ou  celle  de  on  par- 

(J1  y*  , 

viendra  à celles  de  d’j  et  de  en  differentiant  par  rapport 

à dj,  à y et  à x,  suivant  la  règle  établie  n°  50,  l’équation  (i), 
différentielle  première  de  la  proposée.  En  opérant  ainsi  et  ré- 
duisant, on  aura 

y‘d,y — axd'y-yzydy — 2 ad  x d y-\-  zxdx,=  o, 

* - f i - 'J 

ou  bien 

(3)  (/’ — ax ) d’^'-t-  2ydy'  — 2 adard^'-f-  2 xdx*=  o; 

voilà  la  différentielle  seconde  de  l’équation  proposée.  Si  on  la 
combine  avec  la  différentielle  première,  on  pourra  éliminer  d y, 
et  le  résultat  donnera  Texpressioè  de  d1^-  en  x,  d.r  et/:  on 


1 
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chassera,  si  l’on  veut,  la  fonction  jau  moyen  de  l’équation  pro-  _ 
posée. 

En  divisant  l’équation  (2)  par  dx3,  elle  prend  la  forme 
dJ  r d y2  d r 

d’r  d y 

et  ne  renferme  plus  que  les  coefficients  différentiels  et 

Mettant  au  lieu  de  ^ sa  valeur  — — > tirée  de  (1),  il  viendra 

dx  y — ax 

1^-“)  a ï+*r  M - V 


inateur, 

2x*y+  2 a3x_y  = o; 


et  en  réduisant  au  nu 
d*  v 

mais  la  quantité 

2x_yt — 6ax'y‘+  zx'y 
n’est  autre  chose  que 

« » ' J > 

aay  (/* — S axy  +■  x3)  : 

elle  est  donc  nulle  en  vertu  de  l’équation  proposée,  et  par  con- 


séquent on  a 
d’où 

4 


, , d’ r 

[y1 — ctx)‘  -+-  2 a5  xy  = o, 

d*y ..  2 a3x/ 

dx3  (T4 — ax)3 


En  différentiant  l’équation  (2)  par  rapport  à d! y,  d/,  y et  x, 
on  formera  la  différentielle  troisième  de  l’équation  proposée, 
et  l’on  en  tirera  la  valeur  de  d3/,  lorsqu’on  aura  éliminé  d3j 
et  d j à l'aide  des  équations  (1)  et  (2)  ; divisant  le  résultat  par 

dJr 

dx3,  on  aura  l’expression  du  coefficient  En  continuant 
ainsi,  l’on  parviendra  aux  coefficients  différentiels  ultérieurs. 

53.  La  remarque  du  n°7,  sur  les  constantes  qui  disparaissent 
par  la  différentiation  des  fonctions,  s’applique  également  aux 
équations.  Si  l’on  avait,  par  exemple,  y*—  ax  4-  b,  la  différen- 
tielle 2/d/  = rtdx,  étant  indépendante  de  b,  appartiendrait  à 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  6t 

% * 

chacune  des  équations  particulières  qui  résultent  de  la  propo- 
sée, en  donnant  à b toutes  les  valeurs  possibles. 

Mais  on  peut  aussi  parvenir,  dans  le  cas  actuel,  à une  équa- 
tion indépendante  de  a,  quoique  la  différentiation  n’ait  point 
lait  disparaître  cette  constante  ; il  suffit  pour  cela  d’éliminer  a 
entre  les  deux  équations 

~ y1—  ax  b,  2 ydy  = a dx, 

et  l’on  trouvera 

y1  dx  = 2 xy  d y -h  bdx. 

Quoique  cette  dernière  équation  ne  soit  pas  la  différentielle 
immédiate  de  la  proposée,  elle  en  dérive  cependant  de  manière 
qu’étant  divisée  par  d x,  elle  exprime  la  relation  qui  doit  exis- 

d y 

ter  entre  la  variable  x,  la  fonction  y et  le  coefficient  quel 
que  soit  a. 

Si  la  constante  qu’on  élimine  n’est  pas  au  premier  degré  dans 
l’équation  proposée,  le  résultat  qu’on  obtient  renferme  des 
puissances  de  d y et  de  d#  supérieures  à la  première  : je  pren- 
drai pour  exemple 

y1 — 2 ay-h  ■£*  = a1. 

En  différentiant,  en  trouvera 

^•dj — adf  + *dx  = o, 

d’où 

_ ydy-h  xdx  ' 

••  a—  dj  ; 

et  substituant  dans  la  proposée,  il  viendra,  après  avoir  ordonné 
par  rapport  à dj  et  divisé  par  d-r’, 

d >,s  d v 

(x * — 2 >J)  — 4xy -r x’=o. 

' 17  'djr’  J dx 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  variable  x,  la  fonc- 
tion y et  son  coefficient  différentiel  , indépendamment  d’au-  * • 

cune  valeur  particulière  de  la  constante  a. 

En  résolvant  l’équation 

; f—  2 «T  ,«%  v , 
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par  rapport  à a,  on  en  aurait  tiré 


a—  — ydb  x7; 

et  a étant  alors  dégagé  des  variables  $ et  y,  la  différentiation 
seule  le  fait  disparaître  : on  aurait  trouvé 

■ xdx 


.dr±Lrd  r- 


= O. 


yzÿ^+x7 

En  faisant  évanouir  le  radical,  on  s’assurera  que  cette  équation 
est  la  même  que  celle  qui  résulte  de  l’élimination. 

6%.  On  peut  faire  disparaître  autant  de  constantes  qu’on  vou- 
dra, en  différentiant  un  nombre  de  fois  égal  à celui  de  ces  con- 
stantes. Soit  ' ' 

y*=  m (a7 — #*); 

on  aura  d’abord 

ydy  = — mxdx; 

différentiant  de  nouveau,  on  trouvera 

yd’y-hdy^ — mdx7’, 

substituant  pour  m sa  valeur — l*r®e  de  l’équation  pré- 
cédente, et  divisant  par  da?%  il  viendra 


Xjr 


d’  v dj-!  d y _ 


dx* 


résultat  indépendant  des  constantes  m et  a. 

55.  La  différentiation,  combinée  avec  l’élimination,  fournit 
' le  moyen  de  faire  disparaître  les  exposants.  Soit  par  exemple 

P«=Q, 

P et  Q étant  des  fonctions  quelconques  de  x et  de  y;  en  prenant 
la  différentielle  de  cette  équation,  il  viendra 

raP'’-' dP  ==  dQ,  ou  «P"dP^=PdQ, 

en  multipliant  les  deux  membres  par  P;  et  si  l’on  met  pour  P" 
sa  valeur,  on  obtiendra 

«QdP  = PdQ, 

équation  dans  laquelle  la  quantité  P est  délivrée  de  l’expo- 
sant». 

» !.. 

On  parvient  au  même  résultat,  en  prenant  le  logarithme  de 
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chaque  membre  de  l’équatiou  proposée;  on  a successivement 

«IP  = IQ,  «^  = ^(28), 
et,  par  conséquent, 

»QdP  = PdQ. 

Cette  remarque  sert  à développer,  suivant  les  puissances  de 
x,  la  fonction 

(a  4-  bx  4-  cx'-\-  dx*-+-  ex ' 4-  etc.)*, 
quel  que  soit  l’exposant  ».  On  pose  pour  cela 

[a-hbx  4-  ex1  4-'  dx  4-  ex'  4-  etc.)* 

= A 4-  Bx  4-  Cx’4-  Dx34-  Ex*  4-  etc.; 
en  passant  aux  logarithmes,  il  vient 

«l(<i4-  bx  4-  ex* 4-  dx 3 4-  ex*  4-  etc.) 

. ■ = 1 (A4- Bæ  + Cx’4- Dx3-)- Ex‘4- etc.); 
différentiant  ensuite,  on  obtient 

«(6+2M4-3 dx1 4- 4 ex* 4-  etc.)'d x 
a 4-  bx  4-  ex3  4-  dx'-\-  ex'  4-  etc. 

(B+3Cï4  3Da?’4-4Ex34-  etc.)  dx 

A 4- Bx -|- Cx*-t- Dx3-t-Ex*4- etc.  ’ 

supprimant  le  facteur  commun  d x,  faisant  disparaître  les  déno- 
minateurs, développant  et  ordonnant,  par  rapport  aux  puis- 
sances de  x,  on  a l’équation 

nbA.  4-2»cAa:-j-3re<fAa:54-4»«Air,4-etC. 

4-  «£>Bx4-2»cBx34-3  ndBx*-+-  etc. 

4-  »6Cx3-|-2«cCx34-etc. 

4-  »6Dx34-etc. 

«B+  2»Cx4-  3«Dx’4-  4flEx34-etc. 

-I-  b Bx4-  2êCx34-  36Dxs4-etc. 

4-  eBx3-f-  2cCx3-|-etc. 

4-  dBx*  4-  etc. 

qui  doit  être  identique  quelque  valeur  qu’ait  x;  il  faut  donc 
que  les  coefficients  de  chacune  des  puissances  de  cette  quan- 
tité soient  les  mêmes  dans  les  deux  membres  : de  là  résultent 
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les  équations 

nb  A = «B, 

2 ne  A -f-  nbB  = v.aC  -+-  bB, 

3 ndk  -f-  2 neB  -t-n&C  = 3ap-t-2  6C-t-cB, 
etc., 

dont  on  tirera  les  valeurs  des  coefficients  B,  C,  D,  etc. 

Le  coefficient  A semble  demeurer  indéterminé,  mais  on  ep 
trouve  la  valeur  en  faisant  x = o,  dans  l’équation 

(a  -t-  bx  -t-  etc.)*=  A -+-  Bx  -+-  etc., 
qui,  par  cette  hypothèse,  se  réduit  à 

aa—  A. 

Substituant  cette  expression  dans  les  équations  précédentes, 
on  en  conclut 

B = ja—b, 

C s=  na"~'  c HlH — '■la*-' b*, 

I .2 

* D = no"-1  d -I-  ^ a"-1  bc  -+- 

i .1 

♦ etc., 
d’où 

(a  -f-  bx  dx>-\-  etc.)" 

n . i 

— a”-) — cf-'bx  -+- 

* 1 

. T , n[n — i)  . nln — i)(n  — 2) 

-I-  1 nc/'-'d-\ - a"-1  bc  H L LL ! a»-3 x3 

. L 1 . 1 1.2.3  j 

-4- etc. 

56.  On  peut  faire  disparaître  aussi  les  transcendantes  d’une 
équation,  en  la  combinant  avec  ses  différentielles.  L’une  des 
plus  simples  de  ces  fonctions  est 

1 [a  -+-  bx  -+-  cx'+  dx*  -+-  etc.)  ; 
si  l’on  représente  son  développement  par 

A -t-  Bx  + etc., 
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et  qu’on  prenne  la  différentielle  de  l’équation 

' ' * \ . 

I (a -h  bx  4-  cx3  + dx3 4-  etc.)  = A 4-B.r  4-C;r34-  Dx’4-etc., 
;on  trouvera 

b 4-  2 ex  -+-  3 dx3-\-  etc.  ..  „ _ „ 

TTbx  + dx3+e  te.  = B + 2 Cr  + 3 Dr’+  etc- 

et  l’on  déterminera  les  eoefficients  A,  B,  C,  D,  etc.,  comme  à 
.l’ordinaire. 

Soit  encore  pour  exemple 

sin  (a  -f-  bx  -h  ex*  -+-  dx3- 1-  etc.) 

— A -t-  Bx  -f-  Cx3 -t-  I>.r34-  Ex4-}-  etc.; 

V « * 

en  faisant,  pour  abréger, 

a + bx  -t-  cx 1 + dx3  -f-  etc.  = u, 

A -t-  B.r  + Cx2-+-  Dars4-  etc.  =y, 

il  en  résultera  j=sinu;  et  en  différentiant,  il  viendra 
dj=  du  cosu.  On  pourrait  éliminer  cosu  au  moyen' de  sa 
valeur  — sinu3,  qui  donne  cosu  = \/i — y 3,  et  l’on  aurait 
alors  d^-==  du  \/i — y3;  mais  il  resterait  encore  à faire  dispa- 
raître le  radical. 

Pour  éviter  cet  inconvénient,  on  différentiera  une  se- 
condé fois  l’équation  dj  = ducosu,  en  se  rappelant  que 
u est  une  fonction  de  x,  aussi  bien  que  y;  et  il  viendra 
d3/=d3ucosu  — du3sinu;  mettant  pour  sin  u et  cosu  leurs 

valeurs  y et  ^ > on  aura 

(jv 

^ ~ du  d2 “ — T d“!,  ou  du  d*j — dj  d3u  4-/du3  = o. 

II  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  substituer  à y,  dj,  d2/, 
'du,  d’u,  du3,  leurs  valeurs;  or 


donne 


y ~ A 4-  B#  4-  Cx24-  Dx!4-  etc. 


* ày=  (B  4-  iCx-\-  3Dx34-etc.)  d.r, 
d2j=  (2  C 4-:  2.3  D#4-  etc.)  da:3; 

et  pour  ne  pas  m’engager  dans  de  trop  longs  calculs,  je  ré? 
G«  ëd.  t.  5 


:--v  \ ■ 
*V;-.  1 . 

■ ' î." 


• >•  • ‘ ■■ 
v ' 


Digitized  by  Google 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


66 

duirai  la  fonction  proposée  à sin  («4-  bx  -+•  ex'),  en  faisant  ' 
d,  e,  etc.  = o : dans  ce  cas  particulier, 

d«  = (6-+-2cx)dx, 
d’«  = 2 ed-r’, 

d«’=  (6!+  6 b3cx -4- 1 2 èc’x’-f- 8 c'a?)  dar*.  ‘ r ' 
Au  moyen  de  ces  valeurs,  l’équation-  * 

d«d’_y — djd’  u + y di*3  = o, 

devient  divisible  par  da;’;  et  en  l’ordonnant  par  rapport  à xf 
elle  prend  la  forme  suivante  : 

26C+  6 6D«-+-  12  6Ear54- etc. 
v -4-  4 cCx+  i2cDar’ + etc. 

b3  A 4-  6b3ckx  -i- 12  bc3  Ai’ -h  etc. 

4-  frUx-i-  6 b' c-B X* 4-  etc. 

4-  b3Cx,-helC. 

— 2cB — 4 cCar — 6cDa;J — etc. 

En  égalant  à zéro  les  coefficients  de  chaque  puissance  de  x,  on 
obtiendra  les  équations  qui  déterminent  C,  D,  E,  etc.;  mais 
pour  A et  B,  il  faut  recourir  aux  équations 

ys  j = sin  « et  d/=  dMCOs«. 

Lorsque  x = o,  il  vient 

u = a,  jrt=k,  du  — bàx,  dy^=Bdar; 
et  il  résulte  de  ces  valeurs, 

A=sin«,  B = 6cosa. 

57.  Le  calcul  différentiel,  dont  nous  n’avons  encore  fait  usage 
que  pour  le  développement  des  fonctions,  peut  aussi  être  utile 
dans  la  résolution  des  équations  algébriques;  mais  ici  nous 
nous  bornerons  à montrer  comment  la  remarque  du  n°  18  con- 
duit à la  détermination  des  racines  égales. 

Soit  V = o,  une  équation  ayant  un  nombre  n de  racines  éga- 
les à a;  son  premier  membre  V sera  nécessairement  de  la 
forme 

V=X(x  — a)’, 

X contenant  les.  facteurs  inégaux  ; et  si  l’on  différentie , en 
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commençant  par  le  facteur  (x  — a)",  on  trouvera 


dV 

dx 


— nX  (a: — a)" 


dX 
d x 


[x  — a)", 


d’V  , ....  , , dX,  , d’X,  , 

- — -—zn(n — i)X(ar. — a — ar — a)’-'-*--.— - (x  — a", 

dx1  \ dar  ' da:’  ' ' ’ 

etc., 

ce  qui  suffit  pour  faire  voir  que  le  facteur  x — a demeurera 
commun  à tous  les  termes  des  coefficients  différentiels  de  V, 
tant  que  l’exposant  de  leur  ordre  sera  < n.  Ces  coefficients 
s’évanouiront  donc  jusqu’à  l’ordre  n exclusivement,  quand  on 
y fera  x = a;  et  les  équations 

d— 'V 


„ dV  d’V 

V_°’  da:  dx*  °’‘ 


dx 


auront  lieu  en  même  temps,  au  moyen  d’un  diviseur  commun  : 
pour  la  première  et  la  seconde,  ce  diviseur  sera  (x  — a)*-'. 

dV 

On  reconnaîtra  sans  peine  que  les  équations  — =0, 
d’V 

— - = o,  etc.,  sont  précisément  celles  que  l’on  a désignées  par 
d x 

A = o,  B = 0,  etc.,  dans  le  n°  2o5  des  Éléments  d" Algèbre. 

Ces  considérations  s’appliqueront  aisément  au  cas  où  la  pro- 
posée renfermera  plusieurs  espèces  de  racines  égales,  c’est-à- 
dire  , sera  de  la  forme 

X (a:  — a)"(a:  — 6)r  = o; 

car  en  différentiant  le  premier  membre,  suivant  la  règle  du 
n°  11,  on  trouvera  . 

nX  (x  — a)"-1  [x  — b)P-\-pX(x  — a)“  (x  — b]t^< 

• «)*(*  — b)r 

quantité  qui  s’évanouit  aussi  lorsqu’on  fait  ’x  — a ou  x — b, 
et  dont  le  diviseur  commun  avec  le  premier  membre  de  l’é- 
quation proposée,  est  évidemment 

[x  — a)”-1  (a:  — 6)r-'. 

On  peut  opérer  de  même,  quel  que  soit  le  nombre  des 
facteurs  ( x — a)",  [x  — b)e,  (x  — c)i,  etc.,  et  l’pn  trouvera 

J • • ' ' ‘ 5. 


.Ai  * V 


.ft*V 
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toujours  que  le  diviseur  commun  aux  fondions  V,  doit 

contenir  les  facteurs  égaux  élevés  chacun  à une  puissance 
moindre  d'une  unité,  que  dans  l’équation  proposée  V = o. 


Application  du  Calcul  différentiel  à la  théorie  des  courbes. 

58.  Les  considérations  géométriques  prouvent  d’une  manière 
bien  évidente  que  le  rapport  des  accroissements  d’une  fonc- 
tion et  de  sa  variable  est  en  général  susceptible  de  limite. 

Toute  fonction  d’une  seule  variable  peut  être  représentée 
par  l’ordonnée  d’une  courbe  dont  cette  variable  est  l’abscisse 
[Trig.,  86)  ; et  le  rapport  de  l’ordonnée  de  la  courbe  avec  la  sous- 
tangente  correspond  au  coefficient  différentiel  de  la  fonction. 
En  effet,  si,  dans  une  courbe  quelconque  CD  ( fig . i),  on  mène, 
par  deux  points  M et  M',  une  sécante  MM'  prolongée  jusqu’à 
ce  qu’elle  rencontre  en  S l’axe  des  abscisses  AB,  et  par  le  pre- 
mier point  une  tangente  MT  ; qu’on  tire  les  deux  ordonnées 
PM,  P'M'  et  la  droite  MQ,  parallèle  à AB,  les  triangles  sembla- 

. , , M'Q  PM 

blés  M'QM  et  MPS  montreront  que  les  rapports  et  =c- 

sont  toujours  égaux.  Mais  si  l’on  conçoit  que  le  point  M' se  rap- 
proche sans  cesse  du  point  M,  le  point  S se  rapprochera  aussi 
du  pointT  : la  ligne  PS  tendra  donc  à devenir  égale  à la  sous-tan- 

PM  V PM 

gente  PT  ; le  rapport  -pg  s’approchera  de  même  du  rapport  ^ 

qu’il  aura  pour  limite , et  qui  sera  par  conséquent  aussi  celle 
du  rapport  des  accroissements  MQ  et  M'Q,  que  reçoivent  si- 
multanément l’abscisse  AP  et  l’ordonnée  PM. 

PM 

Il  suit  de  la  que,  lorsque  l’expression  du  rapport  p^  sera 

connue,  elle  fournira  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction 
correspondante  à l’ordonnée  (7),  et  que , réciproquement,  si 
cette  fonction  est  connue,  son  coefficient  différentiel  détermi- 
nera la  sous-tangente  PT,  puisqu’en  désignant  PM  par  y,  et  son 

eoeffiéient  différentiel  par  p,  on  aura  p = d’où  PT  = -> 

valeur  au  moyen  de  laquelle  on  mènera  la  tangente  au  point  M. 
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50.  On  voil  donc  que,  par  son  principe  fondamental,  le  Cal- 
cul différentiel  résout  directement  le  problème  des  tangentes , 
pour  les  courbes  dont  on  a l’équation;  aussi  est-ce  en  cher- 
chant la  solution  de  ce  problème,  que  les  géomètres  sont  par- 
venus au  Calcul  différentiel,  qu’on  a présenté  depuis  sous  des 
points  de  vue  très-variés;  mais  quelle  que  soit  l’origine  qu’on 
lui  assigne,  il  reposera  toujours  immédiatement  sur  un  fait 
analytique  antérieur  à toute  hypothèse,  comme  la  chute  des 
corps  graves  vers  la  surface  de  la  terre  est  antérieure  aux  di- 
verses explications  qu’on  en  a données  : et  ce  fait  est  précisé- 
ment la  propriété  dont  jouissent  toutes  les  fonctions,  d'ad- 
mettre une  limite  dans  le  rapport  que  leurs  accroissements 
ont  avec  ceux  de  la  variable  dont  elles  dépendent.  Cette  li- 
mite, différente  pour  chaque  fonction,  et  toujours  indépen- 
dante des  valeurs  absolues  des  accroissements,  caractérise 
d’une  manière  qui  lui  est  propre  la  marche  de  la  fonction 
dans  les  divers  états  par  lesquels  elle  peut  passer.  En  effet, 
plus  les  accroissements  de  la  variable  indépendante  sont  petits, 
plus  les  valeurs  successives  de  la  fonctioh  sont  resserrées,  plus 
enfin  cette  fonction  approche  d’être  soumise  à la  loi  de  conti- 
nuité dans  ses  changements,  et  plus  leur  rapporta  ceux  de  la 
variable  indépendante  approche  d’être  égal  à la  limite  assignée 
par  le  calcul.  On  doit  entendre  par  la  loi  de  continuité , celle 
qui  s’observe  dans  la  description  des  lignes  parle  mouvement, 
et  d’après  laquelle  les  points  consécutifs  d’une  même  ligne 
se  succèdent  sans  aucun  intervalle.  La  manière  d’envisager  les 
grandeurs  dans  le  calcul  ne  parait  pas  d’abord  admettre  celte 
loi,  puisqu’on  suppose  toujours  un  intervalle  entre  deux  va- 
leurs consécutives  de  la  même  variable;  mais  en  le  faisant 
évanouir,  pour  passer  à la  limite,  on  exprime  qu’il  y a conti- 
nuité. 

Il  me  paraît  maintenant  très-évident  que  la  métaphysique 
précédente  renferme  l’explication  philosophique  des  propriétés 
du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  soit  par  rapport  aux 
recherches  sur  les  courbes,  soit  par  rapport  à celles  qui  con- 
cernent le  mouvement.  La  difficulté  des  unes  et  des  autres  ne 
vient  que  de  ce  qu’il  y a continuité  dans  les  changements  des 
lignes  ou  dans  ceux  des  vitesses  ; et  la  considération  des  limites 
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(ou  toute  autre  équivalente),  fournit  le  moyen  d’établir  cette  » 
continuité  dans  le  calcul  (*).  ; 

60.  Lorsque  l’on  donne  à l’abscisse  des  valeurs  successives, 
les  ordonnées  qüi  répondent  à ces  valeurs  déterminent,  sur  la 
courbe,  des  points  que  l’on  peut  regarder  comme  les  som- 
mets des  angles  d’un  polygone  inscrit  à celte  courbe. 

Si  l’on  prend,  par  exemple,  sur  l’axe  des  abscisses  les  points 
P,  P',  P",  etc.  {fi g-  2),  distants  entre  eux  d’une  même  quan- 
tité h,  on  aura 

AP  = x,  AP'  = x -4-  h,  AP"  = x -f-  2 h,  etc.; 

qu’on  élève  les  ordonnées  correspondantes  PM , P'  M', 
P"M",  etc.,  et  que  l’on  joigne  les  points  M,  M',  M",  etc.,  par  des 
cordes,  on  formera  le  polygone  MM'M"  etc.,  qui  différera  d’au- 
tant moins  de  la  courbe  proposée,  que  les  points  MjM'jM",  etc., 
~se  rapprocheront  davantage;  mais  en  même  temps  le  nombre 
de  ses  côtés  augmentera  de  plus  en  plus,  puisque  la  distance  PP' 
sera  contenue  un  nombre  de  fois  de  plus  en  plus  grand  dans  une 
abscisse  déterminée  AB.  La  courbe  CD  sera  évidemment  la  li- 
mite de  tous  ces  polygones,  et  par  conséquent  les  propriétés 
qui  conviendront  à cette  limite,  conviendront  aussi  à la  courbe 
proposée  (**}. 

Cela  posé,  si  l’on  mène  MQ  et  M'Q'  parallèles  à l’axe  AB, 

M' Q sera  la  différence  des  deux  ordonnées  consécutives  PM 
et  P'M',  M"Q'  celle  des  ordonnées  P'M'  et  P"M".  En  proion- 


(*)  Ceux  qui  désireraient  plus  de  développement  dans  cefi  considérations 
générales,  pourront  consulter  la  Note  A , placée  à la  fin  de  l’ouvrage. 

( **)  Leibnitz  a toujours  envisagé  le  Calcul  différentiel  sous  un  point  de  vue  à 
peu  près  semblable.  • 

« Sentio  autem  et  banc  et  alias  ( methodos)  bactenus  adhibitas,  omnes  deduci 
» posse  ex  gonerali  quodam  mco  dimetiendorum  curvilineorum  principio,  quod 

* J*Gura  cutvilinea  censrnda  sit  œquipollere  polygono  infin i t or um  latçrum ; undc 
» sequitur,  quicquid  de  tali  polygono  demonstrari  potest,  sive  ita,  ut  nullus 

* habeatur  ad  numerum  laterum  rcspectus,  sive  ita,  ut  tantô  magis  verificetur, 
» quanto  major  sumitur  laterum  numéros,  ita,  ut  error  tandem  Hat  quovis  dato 
» minor;  id  decurva  posse  pronuntiari.  » (Acta  Eruditorum , ann.  x G84  » p-  585.) 

11  est  évident  que  cette  métaphysique  est  aussi  très-lumineuse,  et  ne  diffère 
de  celle  que  j’ai  présentée  ci-dessus  que  parce  que  la  limite  y est  désignée 
comme  un  polygone  d’1111  nombre  infini  de  côtés  infiniment  petits. 


i 
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géant  la  droite  MM'  jusqu’en  N",  on  formera  les  triangles  égaux 
MM'Q,  M'N"Q',  qui  donneront  M'Q  = N"Q';  il  en  résultera 

M*  N"  = N"  Q'  — M"  Q', 

ou 

M"  N"=  M"  Q' — N"Q'  ; 


et  par  conséquent  M"  Q' — M' Q = zp  M"  N"  selon  que  la  courbe 
est  concave  ou  convexe  .vers  l’axe  des  abscisses  : M"  N"  sera 
donc  la  différence  des  lignes  M'Q  et  M"Q'. 

Le  calcul  différentiel  donne  l’expression  de  ces  diverses 
droites;  car  l’on  a successivement  (23) 

PM  — 

d r fi 
dx  i 
d y 2 ft 
di'  i 


P'M'  = 


P"M"= 


y, 

y 

y -i-jr*  — 

H «r*  - t 


d'y  h » 
d xi  1.2 

d’y  4 A] 
dx7 1 . 2 


etc. 


etc. 


P' M'—  PM  = M' Q = ^ A -i_  ^ - -f-  etc., 

dx  dx 2 2 

P"M" — P'M'=  M"Q'=  ^ h + etc., 

dx  dx 2 2 

M"Q' — M'Q  = :p  M"N"=  ^ A’  +•  etc.;. 

d’où  il  suit  que  si  l’on  change  h en  dx,  la  valeur  de  M' Q ap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  différentielle  première  dj,  celle 
de  M"N",  de  la  différentielle  seconde  d’j,  à mesure  que  l’on 
prendra  dx  plus  petit.  En  considérant  un  quatrième  point  du 
polygone,  on  trouverait  de  même  la  ligne  correspondante  à la 
différentielle  troisième. 


61.  Les  lignes  PM,  M'Q,  M"N"  ont,  par  rapport  au  calcul 
des  limites,  une  subordination  marquée  par  l’exposant  dont 
l’accroissement  h est  affecté  dans  leur  premier  terme,  exposant 
qui  est  le  même  que  celui  de  l’ordre  de  la  différentielle  à la- 
quelle ils  correspondent.  On  voit  en  effet  que  le  rapport  de 
M'Q  à PM  diminue  sans  cesse  et  finit  par  s’évanouir,  lorsque 
h = o,  qu’il  en  est  de  même  du  rapport  de  M"N"  à M'Q;  mais 
que  si  l’on  comparait  la  première  de  celles-ci  au  carré  de  la 
seconde,  et  qu’on  supprimât  d’abord  le  facteur  h7,  commun 
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aux  deux  termes  du  rapport,  ce  rapport  aurait  alors  une  limite 

d3  t , d , 

assignable  qui  serait  celui  de  à -j— ; ou  de  d’j  à d/*  (*). 

G2.  On  voit  en  même  temps,  par  ce  qui  précède,  que  le 

/ d y*  * 

coefficient  différentiel  du  premier  ordre  exprimant  le  rap- 

PM 

port  pj,-  [Jig.  i),  donne  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle 

MTP,  que  fait,  avec  l’axe  des  abscisses  AB,  la  droite  qui  louche 
la  courbe  au  point  M,  et  caractérise  la  marche  de  la  courbe 
aux  environs  du  point  M;  car  si  AB  désigne  le  côté  positif  de 
l’axe  des  abscisses,  l’angle  MTP  et  sa  tangente  seront  positifs, 
quand  les  ordonnées  iront  en  croissant  comme  dans  la  Jig.  i, 
et  négatifs  dans  le  cas  contraire. 

Cela  peut  se  conclure  aussi  de  l’expression  de  M' Q,  diffé- 
rence des  ordonnées  consécutives  PM  et  P'  M',  en  observant 
qu’il  est  toujours  possible  de  prendre  l’accroissement  h assez 

d y 

petit  pour  que  le  premier  terme,  h,  surpassant  la  somme 

de  tous  les  autres,  détermine  alors  le  signe  du  résultat  de  la 
série.  En  effet  une  expression  de  la  forme 

AAM-B/^+C/i'-i-etc., 

dans  laquelle  les  exposants  a,  p,  7,  etc.,  sont  tous  positifs  et 
vont  en  croissant,  peut  être  mise  sous  celte  autre, 

A“  (A  -+-  B/i^3- “+  C/t3'~“-+-  etc.), 

par  laquelle  on  voit  que  la  partie  B/i'3~“-i-  C/i5'~“4-  etc.,  du 


(*)  Ceci  fournit  une  explication  bien  simple  des  différents  ordres  d’infiniment 
petits  que  Leibnitz  admettait.  Il  regardait  la  différentielle  première  comme  in- 
finiment petite  à l'égard  de  l’ordonnée  , la  différentielle  seconde  comme  infini- 
ment petite  à l’égard  de  la  différentielle  première,  et  ainsi  de  suite.  D’après  ce 
principe,  il  négligeait  lés  unes  par  rapport  aux  autres;  et  c’est  en  effet  ce  qu’il 
faut  faire  lorsque  l’on  veut  passer  aux  limites,  puisqu’il  ne  peut  rester  dans 
l'expression  de  la  limite  du  rapport  des  séries  ci-dessus , que  les  termes  où  h est 
au  degré  le  plus  bas,  et  que  la  différentielle  d’un  ordre  quelconque  m,  étant 
nécessairement  de  la  forme  = i dx"  (17),  est  comparable  seulement  aux 
expressions  différentielles  homogènes,  ou  du  même  degré,  par  rapport  à l’ac- 
croissemcnt  d r. 
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second  facteur,  décroissant  jusqu’il  zéro,  lorsque  h diminue 
jusqu'à  s’évanouir,  doit,  avant  d’arriver  à ce  terme,  devenii 
plus  petite  que  la  quantité  A qui  est  indépendante  de  h (*). 
Dans  cet  état  de  choses,  c’est  le  signe  de  A qui  détermine  ce- 
lui de  toute  l’expression,  qui  sera  donc  positive  si  A est  positif, 
\ et  négative  dans  le  cas  contraire. 

Il  suit  de  là  que  la  fonction  j sera  croissante  ou  décroissante, 

d v 

selon  que  sera  positif  ou  négatif. 

De  plus,  si  l’on  fait  attention  que  lorsque  l’ordonnée  est  po- 
sitive, la  différence  M"Q'  — M'Q  [fig-  2)  est  négative  ou  po- 
sitive selon  que  la  courbe  est  concave  ou  convexe  vers  l’axe 
des  abscisses,  et  que  cette  circonstance  doit  avoir  lieu  quelque 
près  qu’on  suppose  les  points  P,  P',  P",  ou  quelque  petite  que 

ci2  y 

soit  h,  on  en  conclura  que  le  terme  fl’,  qui  commence  le 

développement  de  M"  Q' — M' Q,  et  qui  peut  être  rendu  le  plus 
considérable , doit  avoir  le  même  signe  que  la  différence 
M"Q' — M'Q;  or,  la  quantité  /P  étant  essentiellement  positive, 

. y 

il  suit  de  ce  qui  précède  que  est  négatif  quand  la  courbe 

est  concave  vers  l’axe  des  abscisses,  et  positif  dans  le  cas  con- 
traire. 1 

L’inspection  des  courbes  cd  placées'  au-dessous  de  l’axe  des 

d*  y 

abscisses  montre  que  les  signes  de  g-^  doivent  être  pris  dans 

un  ordre  inversé  quand  l’ordonnée  est  négative,  et  que  par 
conséquent  une  courbe  est  concave  ou  convexe  vers  l'axe  dts 
abscisses,  selon  que  l’ordonnée  et  son  coefficient  différentiel 
du  second  ordre  sont  de  signes  contraires  ou  de  même  signe. 

63.  On  suppose  ordinairement  comme  une  chose  évidente, 
qu’wn  petit  arc  de  courbe  peut  être  pris  pour  sa  corde,  c’est- 
à-dire  que  le  rapport  de  l'arc  et  de  sa  corde  a pour  limite  Fu- 
nité:  celte  proposition,  très-importante,  a néanmoins  besoin 
d’être  démontrée,  et  peut  l’être  comme  il  suit. 


(*)' On  trouvera  il  la  tin  de  cC  Traité  un  procédé  pour  assigner  les  valeurs  de  h 
qui  remplissent  cette  condition  dans  la  série  de  Taylor. 
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Le  triangle  rectangle  MM'Q  [figS)  donne 


MM' = v/mQ*-Ï-M'Q; 


on  a de  plus  (60) 


i drA  d!y  A’ 

MQ  = A,  M' Q = ^ - + -r^l — -4- etc. 

d.r  i da:3  1.2 

On  peut  mettre  ce  développement  sous  la  forme 
ph  4-  P A1, 

en  faisant 

• r 

dr  dJr  A5  d*r  A3  nL, 

g~=p,  et  -j— h-r-4 r 4-  etc.  = PA3; 

ax  dï1  i.2  dx1  1.2.3 

on  obtiendra 

MM'  = v,A,4-  (ph-+-  PA')3  = A v/i-t-(/>4-PA)3. 
Menant  ensuite  la  tangente  MN,  on  trouvera 

NQ  ==  MQ  tang NMQ  = ÿ^A  — ph  (62), 

MN  = ^A’*4- p7  h1  = h i-\- p1, 

NM'  = NQ  — M'Q=— ^j~2  — etc.  = — PA3; 

et  l’on  conclura  de  là  ' , , . , - 

MN  + NM'  A y'ï+jp* — PA3 


MM'  A ^i-f-  (/>  4-  PA)3 
rapport  qui  a pour  limite 


^i4-  p7 — PA 
Vi4-  (p  4-  PA)1 


, V^i  H-  />’  _ t 

\/*4-/>î 

Mais  l’arc  MOM'  est  toujours  compris  entre  la  corde  MM'  et 
la  ligne  brisée  MN  4-  NM'  : donc,  à plus  forte  raison,  le  rapport 
MOM'  ..  . „ . 

"MM'~  a P°ur  lirme  ‘ unUe> 

» 

64-.  Il  est  évident  que  l’arc  d’une  courbe  est  une  fonction  de 

l’abscisse;  et  pour  avoir  le  coefficient  différentiel  de  cette  fonc- 

, , « , « . ■ MOM' 

tion,  il  faut  chercher  la  limite  du  rapport 

r ' " , , 1 v 

MOM'  __  MM'  _ MOM' 

PP'  ~ PP'  X MM'  ’ 


or 
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puis^^-==^/i-t-(/?-t-PA)3,  dont  la  limite  est  i/i-i-p2,  tandis 
que  celle  de  -j^r  esl  * unité;  celle  de  — pp—  sera  Par  consé- 
quent \/i+p2  (8). 

. Si  donc  on  nomme  z l’arc  CM,  on  aura  pour  cette  fonction 
de  x. 


^ = y/i-)-— j,  et  dz  = v^d^’+d/’* 


d z 
d# 


Le  cercle  dont  l’équation  est 


donnant 


xdx~+-yd  y=  o,  et  dj: 


xdx 


on  trouve  . 


x2  dx 


adx 


j uu  » 

yx'-t-y2  — — - 


a d'x 
\Ja2 — x2 


résultat  qui  rentre  dans  celui  du  n°  36,  lorsqu’on  suppose  a—  R. 

65.  La  différentielle  de  l’aire  du  segment  ACMP  [Jig.  4), 
d’une  courbe , s’obtient  en  observant  que  le  rapport  des  rec- 
tangles PP'QM  et  PP'M'N,  qui  ont  même  base  PP',  est  égal  à 
P'M' 

-prr-»  et  que  sa  limite  est  par  conséquent  l’unité.  Mais  le  tra- 


pèze curviligne  PP'M'M,  qui  représente  l’accroissement  que 
reçoit  le  segment  ACMP,  lorsque  l’abscisse  augmente  de  PP', 
étant  toujours  compris  entre  les  deux  rectangles  dont  on  vient 
de  parler,  son  rapport  avec  l’un  quelconque  de  ces  rectangles 
a aussi  pour  limite  l’unité.  Cela  posé,  il  est  visible  que 

PP'M'M  PP'QM  PP'M'M  PP'M'M 
PP'  ~ PP'  ’ PP'QM  — PP'QM  ’ 

et,  d’après  ce  qui  vient  d’être  dit,  la  limite  de  la  derniere  ex- 
pression ci-dessus  est  PM  X i ou  PM.  En  nommant  donc  s la 
fonction  de  x,  correspondante  à l’aire  ACMP,  son  coefficient 
différentiel  (8)  sera 

dr  . 

VV  — d ou  ds  = ^dar. 
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d s = d x \jn‘ — xJ; 

ainsi,  quoiqu’on  ne  puisse  pas  assigner  l’expression  algébrique 
du  segment  circulaire,  on  parvient  à celle  de  sa  différentielle, 
par  la  considération  des  limites  ; et  l'on  en  aurait  le  développe- 
ment en  série , au  moyen  du  théorème  du  n"  22,  ou  par  un 
procédé  semblable  à celui  du  n°  38. 

66.  Connaissant,  par  le  coefficient  l’angle  MTP,  rien 

ax 

n’est  plus  aisé  que  de  construire  la  tangente  MT  ( fig . î);  mais 
on  se  sert  plus  ordinairement  de  la  sous-tangente  PT,  qui  se 
calcule  en  observant  que 


PM  d y A ni-  PM . d x /dx.,. 

rrr—TT1  donne  PT  = — , —■7—. — *). 

PI  dx  dr  dr  ' 

Le  triangle  PMT,  rectangle  en  P,  donne  la  tangente 


MT  = sjv  m5  + pt  =r\J  H- 

La  considération  des  triangles  semblables  PMT  et  PMR 
( Trig 161),  donne  la  sous-normale 

jd  x 


PR  = PM 


PM 

PT 


dx 


Le  triangle  PMR,  rectangle  en  P,  donne  la  normale 

MR  = l/PM*  -+-  PR*  = y i / n-iL\ 

■ y d X* 

67.  Voici  maintenant  quelques  applications  de  ces  formules. 
L’équation  générale  des  lignes  du  second  degré  étant 


on  a 


r' 

d j _ 
dx 


= mx  -+-  nx*  ( Trig.,  1 5-j  ), 

m + 2/ix  ni  -+-  2 nx 

=1 

2 T 2 y mx  — nx* 


(*)  On  fait  ici  abstraction  dn  signe  que  doit  avoir  la  ligne  PT,  par  rapport  à 
l'abscisse  AP,  comme  on  le  verra  plus  loin. 
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et  on  lire  de  là 


PT 


yd.r 2 [mx  -f-  m1) 

d y 


m + 2 nx 


. / ..  dï1  '/  . , ( mx-ynx'X1 

M.r=/v  ’ 

7-d  >- m -t~  2tix 


PR: 


d.r 


MR: 


-yy  = + 2 nx)'. 


Dans  le  cas  où  n = o,  la  courbe  devient  une  parabole 
[Trig.,  160),  et  alors  on  a seulement 


PT  = 2 x,  MT  = ymx  + 4 x% 


PR  = — i MR  = dmx'A-  j mJ. 
2 * 


On  déduirait  de  ces  valeurs  les  résultats  et  les  constructions 
indiqués  dans  V Application  de  l’Algèbre  à la  Géométrie,  pour 
les  lignes  du  second  degré. 

Dans  la  courbe  représentée  par  l’équation 

xi  — 3 axy  -+-  y'  — o, 

on  a 

d r «7’ — x'  • 

• dx  y* — ax\  • 

on  trouvera 

p,p r3  — axy  _ 2 axy — x 3 . ■ 

ay  — x 1 ay  — x'  ’ 

en  mettant  pour  y 3 sa  valeur;  et  lorsqu’on  aura  assigné  celle 
de  x et  déterminé  celle  de  y,  l’expression  de  PT  se  construira 
facilement  ( Trig.,  68) . 


68.  Il  est  souvent  plus  commode,  et  surtout  plus  élégant, 
de  considérer  la  tangente  et  la  normale  par  leur  équation 
[Trig.,  1 57  ).  Pour  obtenir  celle  de  la  tangente,  je  vais  chercher 
en  général  les  relations  qui  doivent  avoir  lieu  lorsque  deux 
lignes  se  touchent.  En  considérant  d’abord  ces  lignes  comme 
ayant  deux  points  communs,  M et  M'  ( fig . 1),  il  est  évident  que 
leurs  équations  doivent  donner  les  mêmes  valeurs  de  l’ordon- 
née PM  et  de  la  différence  M'Q,  correspondantes  à l’abscisse  AP 
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et  à son  accroissement  PP'.  Si  donc  l’on  entend  par  x,  y , les 
coordonnées  particulières  au  point  M dans  la  courbe  proposée, 
et  qu’on  désigne  par  x',  y’,  celles  des  points  quelconques  de 
la  ligne  qui  la  coupe  en  M et  en  M',  on  aura,  pour  ces  deux 
points, 

y’  = y,  —p  A -+-  etc.  = ^ A -+-  etc.  (60) ' 

La  seconde  équation  est  divisible  par  A,  et  lorsqu’on  passe 
à la  limite,  en  supposant  A = o,  elle  se  réduit  à 

d y'  _ dy, 

dx1  d-r’ 

mais  dans  cette  hypothèse  les  deux  points  d’intersection  se 
réunissent  en  un  seul,  qui  devient  un  point  de  contact  pour  les 
lignes  proposées,  puisqu’elles  n’ont  plus  que  celui-là  de  com- 
mun Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  lignes  se  touchent,  on  a, 
pour  le  point  de  contact  seulement, 

, d y'  d r 

HP*  fi* 

Lorsqu’il  s’agit  de  la  ligne  droite,  dont  l’équation  est  de  la 
forme 

X'  — Aar'  + B (Trig.,  87),  et  donne  ÿp  = A, 

les  conditions  du  contact  de  cette  droite  avec  la  courbe  pro- 
posée sont 


.r- 


d’où  l’on  conclut 


Ax  + B,  A = 

(IX 


B=J-*a£  el  +r— 


ou 


r 


D après  cette  équation , celle  de  la  normale  qui  est  perpen- 
diculaire à la  tangente  et  qui  passe  par  le  point  M,  sera 


da? 


y'—  y-,.  — — x)  ( T ri  g.,  90). 


* * .• 


Diqi 
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En  faisant,  dans  ces  équations,  y'  = o,  pour  déterminer  l’in- 
tersection de  la  droite  avec  l’axe  des  x,  on  en  lire 


X1 X: 


ydx 


et  x' — x = 


jdy 


dj  vv  * d* 

La  première  de  ces  valeurs,  répondant  à AT  — ÀP,  est  celle 
de  la  sous-tangente  PT  prise  négativement,  parce  que  le  point  T 
est  en^arrière  du  point  P;  la  seconde  valeur,  étant  celle  de 
AR  — AP,  donne  la  sous- normale  PR  positivement,  parce  que 
le  point  R est  au  delà  du  point  P. 

69.  Pour  le  cercle  dont  l’équation  est 
y,b-x,  = a, 

on  trouve 

dy x ' 

dx~  jr’ 

l’équation  de  sa  tangente  sera  par  conséquent 


ou  enfin 
puisque 


• X 

-y=—~(x'  — x),  ou  yy'-\-xx’=yi-+-xi, 
yy'  -b  xx1  = a*, 


y'-b  xJ=  a1. 
L’équation  de  la  normale  devient 


et  se  réduit  à 


y'—y=?(x'—x), 


y'=ï*, 

X 


ce  qui  fait  voir  que  les  normales  du  cerclé  passent  par  son  cen- 
tre, qui  est  ici  l’origine  des  coordonnées  ( Trig .,  83),  et  ce  qui 
doit  être  en  effet,  puisque  les  normales  d’un  cercle  ne  sont 
autre  chose  que  ses  rayons. 

Passons  à la  courbe  donnée  par  l’équation 

x3 — 3 axy  -by>  = o ; 
celle  de  sa  tangente  sera 

j aT — , . 
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ou 


/*/' — axy' — /’-(-  axy=ayx' — x7 x' — axy  4-  x7. 

Si  l’on  met  pour/1  sa  valeur,  et  qu’on  réduise,  on  obtiendra 
• (/* — ax)y'-y(x’‘ — ay)x'  — axy. 

70.  Si  l’on  se  proposait  de  mener,  par  un  point  donné  pris 
hors  d’une  courbe,  et  dont®  serait  l’abscisse  et  fJ  l’ortfonnée, 
une  tangente  à cette  courbe,  il  est  évident  qu’il  faudrait  sub- 
stituera au  lieu  de  x',  cl  p au  lieu  de/',  dans  l’équation  de  la 
tangente,  qui  deviendrait  alors 

et  servirait,  conjointement  avec  l’équation  de  la  courbe  propo- 
sée, à déterminer  les  coordonnées  x et  / du  point  de  contact. 

Je  prends  le  cercle  poVr  premier  exemple  ; l’équation  de  sa 
tangente  étant 

yy' -t-  xx'  = a?  (69), 

on  aura 

py-yax  = a’. 

Cette  équation  combinée  avec  celle  du  cercle  déterminera  les 
coordonnées  x et  /.  des  points  de  contact,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  ces  points  seront  à la  rencontre  du  cercle  avec  la 
droite  exprimée  par  l’équation 

P/ H-  ax~a7  [Trig.,  io5). 

Dans  la  coujrbe  correspondante  à l’équation 


x * — 3 axy  -)-/“==  o. 


le  point  de  contact  se  trouverait  en  cherchant  l’intersection  de 
cette  courbe  avec  la  ligne  du  second  degré  résultante  de  l’é- 
quation 

p (Z5 — ax ) a (.r1 — ay ) = axy. 

7 1 . Pour  mener  une  droite  qui  touche  une  courbe  donnée,  et 
qui  soit  en  même  temps  parallèle  à une  droite  donnée  de  posi- 
tion, ou  qui  fasse,  avec  l’axe  des  abscisses,  un  angle  dont  la  tan- 

/ d v v.  . 

gente  soit  représentée  para,  il  suffira  déposer  — = a [T ri g., 89) ; 

U 3C  y 


' ' 1 . .«  . 
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combinant  cette  équation  avec  celle  de  la  courbe  proposée,  on 
déterminera  les  valeurs  de  x et  de  y qui  conviennent  au  point 
de  contact  demandé. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  serait  la  parabole  ordi- 
naire, on  aurait 


j’=  mx, 


d r m 

a = — — a> 
nx 


ce  qui  donnerait 


et  x 


72.  Dans  ce  qui  précède,  les  coordonnées  x et  y ont  été 
supposées  à angle  droit;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  si  elles 
faisaient  un  angle  quelconque,  le  rapport  de  M'Q  à MQ  aurait 
encore  pour  limite  celui  de  PM  à PT,  et  l’équation  de  la  tan- 
gente ne  changerait  pas  de  forme.  Les  triangles  MPT  et  MPU 
ne  seraient  plus  rectangles,  mais  on  connaîtrait  dans  le.  pre- 
mier les  côtés  MP,  PT  et  l’angle  compris  MPT,  et  dans  le  se- 
cond le  côté  MP  avec  les  angles  MPR  et  PMR,  ce  dernier  étant 
complément  de  TMP. 

73.  En  cherchant  les  positions  que  prend  la  tangente  d’une 
courbe  proposée,  lorsque  le  point  de  contact  s’éloigne  de  plus 
en  plus  de  l’origine  des  coordonnées,  on  peut  reconnaître  si 
celte  courbe  a,  comme  l’hyperbole,  des  lignes  droites  pour 
asymptotes  ( Trig.,  i63),  et  déterminer  leur  position. 

On  voit  en  effet  que  dans  une  courbe  MX  (Jig.  5),  qui  a une 
asymptote  RS,  à mesure  que  le  point  M s’éloigne  de  l’origine, 
la  tangente  MT  s’approche  de  l’asymptote,  et  les  points  T et  I) 
marchent  respectivement  vers  les  points  R etE,  en  sorte  que 
AR  et  AE  sont  dés  limites  que  les  valeurs  de  AT  et  de  AD  ne 
sauraient  franchir,  ni  même  atteindre,  mais  dont  elles  peuvent 
approcher  aussi  près  qu’on  voudra.  Il  suit  de  là  que  pour  trou- 
ver si  une  courbe  a des  asymptotes,  il  faut  chercher  si  les  ex- 
pressions de  AT  et  de  AD,  relatives  à cette  courbe,  sont  sus- 
ceptibles de  limites;  et  lorsque  cela  arrivera,  ces  limites  étant 
construites,  donneront  les  deua^points  R et  E,  par  lesquels  on 
mènera  la  droite  RS,  qui  sera  l’asymptote  demandée. 

Les  expressions  de  AT  et  de  AD  se  tirent  de  celle  de  PT  ; la 
6*  éd.  i.  . • G 

X • ■’  ■ ...  . 

* < - V 
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première,  en  observant  que  AT  = AP  — PT  ; la  seconde , par 
le  moyen  des  triangles  semblables  ADT  et  MPT  (*)  : on  les  dé- 
duit aussi  de  l’équation  de  la  tangente  (68),  en  faisant  succes- 
sivement y'  = o et  x'  — o ( Trig.,  87 ).  On  trouvera 


AT: 


da- 

~y  djr* 


AD  —y — - x 


dy 

dx 


Si,  l’une  des  quantités  AR  ou.  AE  restant  finie,  l’autre*  deve- 
nait infime,  il  est  évident  que  l’asymptote  serait  parallèle  à l’axe 
sur  lequel  se  trouve  cette  dernière. 

Pour  ne  manquer  aucune  des  asymptotes  que  doit  avoir  la 
courbe  proposée,  il  faut  faire  successivement  x et  y infinis,  et 
substituer  dans  les  expressions  de  AT  et  de  AD  chacun  des  ré- , 
sultats  différents  que  donnent  l’une  et  l’autre  hypothèse.  Lors- 
que AT  et  AD  seront  infinies  en  même  temps,  on  en  conclura 
que  la  courbe  proposée  n’a  pas  d’asymptote. 

» • d v 

Si  l’on  fait  attention  que  AD=  — AT  on  verra  que  ces 

deux  lignes  deviennent  nulles  en  même  temps,  excepté  le  cas 

où  serait  nul  ou  infini.  Quand  elles  s’évanoaissent,  l’a- 
dx 

symptote  passe  par  l’origine  des  coordonnées;  mais  comme  ce 
n’est  encore  qu’un  point  de  cette  asymptote,  il  faut,  pour  en 

t d y » 

déterminer  la  direction,  chercher  la  limite  de  l’expression  ^ 

qui  représente  la  tangente  de  l’angle  MTP  (62),  et  l’on  obtient 
la  tangente  de  l’angle  SRB.  • 

74.  Ce  qui  précède  étant  appliqué  à l’équation 

y3  = mx  -+-  nx-. 


conduit  à 


AT=*  — 
AD  = j — 


m - 
mx 


if  _ _z 

4-  2 nx  m ■ 
-+-  2 nx1 


mx 


- 2 nx 
mx 


2 \mx  -f-  nx7 

Les  derniers  membres  de  ces  équations  pouvant  être  mis  sous 


t*)  Il  faut  remarquer <jue  dans  la  figure  la  ligne  AT  est  négative. 


:n  > 
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m 


m 


m 

x 


\Jt 


leurs  limites  respectives,  dans  le  cas  où  l’on  suppose  x infini, 
sont 


— — = AR 
2 n 


et 


m 

2 y fn 


= AE. 


Si  n était  nulle,  les  expressions  de  AT  et  de  AD  deviendraient 
infinies  en  même  temps  que  x,  et  la  courbe  proposée  n’aurait 
point  d’asymptotes;  elle  n’en  aura  pas  non  plus,  lorsque  n sera 
négative,  parce  qu’alors  son  équation  n’admettra  point  pour  x 
une  valeur  infinie. 

Dans  la'  courbe  représentée  par  l’équation 

x J — 3aÆy+y°  = o,,,  • . 

on  a 


AT  = ■ 


axy 


AD 


axy 


x ’ — aÿ  " y1 — ax 

et  pour  trouver  la  limite  vers  laquelle  tendent  ces  expressions, 
à mesure  que  y augmente,  il  faudrait  le  remplacer  par  sa  li- 
mite, et  connaître  par  conséquent  sa  valeur  en  x\  mais  on  peut 
suppléer  à cette  valeur,  dans  l’exemple  présent;  par  un  artifice 
analytique  fort  simple.  Si  l’on  fait<y  = tx,  l’équation  proposée 

. 3 at  ..  , .. 

devient  divisible  par  x on  en  tire  x=  [-j_— ; et  il  est  facile 

de  voir  alors  que  la  supposition  de  t — — i rendra  x infinie,  et 
donnera  y = — x.  En  changeant  y en  — x dans  les  expressions 
de  AT  et  de  AD,  puis  prenant  les  limites,  on  aura 

AH  ==  ; — a = ÀE  J , 

et  menant  par  les  points  R et  E [fig.  6),  construits  avec  les  va- 
leurs précédentes,  la  droite  RE,  elle  sera  l’asymptote  des  bran- 
ches AY  et  AZ. 

• • r ' , . .*  , 

Des  courbes  osculatrices. 

75.  La  tangente  d’une  courbe  étant  la  limite  de  toutes  les 
droites  qui  rencontrent  cette  courbe  en  deux  points,  on  peut, 

6. 
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par  analogie,  chercher  en  général  parmi  touies  les  lignes  d’une 
espèce  donnée,  la  limite  de  celles  qui  coupent  la  courbe  pro- 
posée en  un  nombre  donné  de  points.  On  sait,  par  exemple, 
qu’il  faut  trois  points  pour  déterminer  un  cercle;  on  peut  sup- 
poser que  ces  trois  points  soient  pris  sur  la  courbe  proposée, 
et  chercher  à quel  cercle  en  particulier  on-  arrivera,  si  les  trois 
points  viennent  à coïncider.  Ce  cercle,  qui  se  nomme  le  cercle 
oscillateur,  sera  la  limite  de  tous  les  autres,  comme  la  tangente 
est  celle  de  toutes  les  sécantes;  mais  le  caractère  que  je  viens 
de  lui  assigner,  quoique  suffisant  pour  le  déterminée,  n’offrant 
rien  qui  puisse,  à l’œil,  le  distinguer  des  cercles  simplement 
tangents,  j’y  substituerai  les  considérations  suivantes  (*). 

On  a vu,  dans  les  Éléments  de  Géométrie,  qu’entre  un  cercle  • 
et  sa  tangente  il  ne  pouvait  passer  aucune  autre  droite,  mais 
qu’il  y passait  une  infinité  de  cercles.  De  même  entre  une 
courbe  quelconque  et  sa  tangente,  on  ne  peut  faire  passer 
aucune  autre  droite;  mais  on  peut  y faire  passer  une  infinité 
de  cercles  de  rayons  différents,  ayant  la  même  tangente  que  ' 
la  courbe,  et  parmi  lesquels  il  doit  s’en  trouver  un  qui,  dans 
les  environs  du  point  de  contact,  s’approche  plus  de  la  courbe 
proposée  que  tous  les  autres. 

Pour  exprimer  ces  considérations  analytiquemçnt,  soient  x 
et  y,  x’  et  y,.x"  et  y"  les  coordonnées  de  trois  courbes  di- 
verses ayant  un  point  commun,  c’est-à-dire  pour  lequel  on  ait 

x = x'  = x",  y=f=f. 

Si  l’on  prend  d’abord  la  différence  des  séries  • v ' ,\- 


d y h d3 y II 3 d3  r h 3 

y + A ~ + ai 5 -h  etc., 

• d#  i d.r3  1.2  dai-3  i.2.3 


d/  h d3/  h1 
7 ^ Ax1  i Ax'J  i.2 


d3  y A3 

JT*  — T“o  + elc*> 
d X1 3 I . 2 . i 


qui  expriment  les  ordonnées  des  points  correspondants  a 
l'abscisse  x-\-  h,  dans  les  deux  premières  courbes,  on  trouvera 


(♦)  On  p<^t  voir  dans  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral , 
in-4°,  tome  I , n°  229  , et  tome  111 , n°  229  a , page  638,  le  calcul  fondé  sur  cette 
réunion  d’intersections,  qui  mérite  d'être  observée  comme  un  fait  remarquable 
de  la  théorie  des  liipiles. 
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d’.r 

_dy\ 

A’ 

dx’ 

dx”  ) 

1 .2 

rd3j 

_d^\ 

1 h ’ 1 

kdar5 

dx'1  J 

1.2.3 

etc. , 

* 

pour  l’expression  de  la  distance  N' N (fig.  7)  de  ces  courbes 
dans  le  sens  des  ordonnées;  et,  en  remplaçant  / et  ses  coef- 
ficients différentiels  par  y*  et  ses  coefficients  différentiels,  on 
aura  l’expression  de  la  distance  N*  N entre  la  première  courbe 
et  la  troisième.  Soient  8'  et  8 * ces  deux  distances  : leurs  ex- 
pressions seront  donc  de  la  forme 

--+•  B'  — -t-C'  - h> 

I 

-t-  B"  — — h C" 

1 1.2  1.2.3 


S'  = A'  — ■ — B' 


S"=  A'-  + B"  - 


1.2.3 

A* 


etc., 


etc. 


Cela  posé,  dans  la  comparaison  des  séries  précédentes,  on 
pourra  supprimer  le  facteur  A,  commun  à tous  leurs  termes  ; 
et  pour  que  8'<^8",  c’est-à-dire  que  la  seconde  courbe  s’ap- 
proche plus  de  la  première  que  la  troisième,  il  faudra  que 

A' -j-  B'  - H-  C'  -+-  etc.  < A'-f-  B"  - 4-  C"  X;  -t-  etc. 

2 2.3  2 2.3 

Cette  condition,  devant  avoir  lieu  quelque  petite  que  soit  A,  dé- 
pendra des  valeurs  relatives  des  premiers  termes  A'  et  A"  (62)  ; 
mais  si  l’on  posait  A'=o,  elle  deviendrait 

B'  - + C'  ~ -t-  etc. < A" -(-  B"  - -+-  C"  % -h  etc., 

2 2.3  2 2.3 

et  le  premier  membre  de  cette  inégalité,  s’évanouissant  lors- 
que A = o,  ce  que  ne  fait  pas  le  second,  serait  nécessairement 
plus  petit  que  celui-ci,  du  njoins  pour  une  valeur  de  A très- 
petite,  tagt  que  A"  ne  serait  pas  nul  : ainsi  la  seconde  courbe, 
s’approcherait  toujours  plus  de  la  première  que  la  troisième. 

Mais  si  l’on  avait  en  même  temps  A"=o,  la  condition  à 
remplir,  dans  la  situation  respective  assignée  aux  trois  courbes, 
serait 

/*  /jî  h fi2 

B'  - -t-  C'  -t-  etc.  < B"  - -t-  G"  —r  -1-  etc.  ; 

2 2.3  , 2 2.3 
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en  y supprimant  le  facteur  commun  -,  elle  deviendrait 

B' -4-  C'  | -+-  etc. < B" + C"  | -4-  etc. , 

et  si  l’on  posait  B'=  o,  elle  aurait  lieu  tant  que  B"  ne  serait  pas 
nul.  ;•  *'  . 

Cet  examen,  qu’on  peut  pousser  aussi  loin  qu’on  voudra, 
fait  voir  que  si  l’expression  de  S'  commence  par  un  terme  où 
l’exposant  de  h surpasse  celui  que  porte  cette  lettre  dans  l’ex- 
pression de  S",  on  aura  toujours  S'<^S",  h étant  très-petite. 

Quand  la  seconde  courbe  est  telle,  qu’au  point  M on  a les 
n équations 

j dy  dy  d'y*  d’?-  d"~'  y d"~' y 

* ’ dx'  dx’  dx'5  dx5’  ’ dx'1*-1  dx*-1’ 

les  n — i premiers  termes  de  l’expression  de  J'  s’évanouissent, 
et  elle  commence  alors  par  le  terme  affecté  de  A".  Si  donc  la 
troisième  courbe  n’établissait  l’égalité  entre  y et  leurs 
coefficients  différentiels  que  jusqu’à  l’ordre  n — a inclusive- 
ment, l’expression  de  S"  commencerait  au  terme  affecté'  de 
A»-1;  on  aurait  5' ■<<?",  et  par  conséquent  la  seconde  courbe 
s’approcherait  plus  de  la  première  que  la  troisième.' 

76.  Supposons  maintenant  que  la  seconde  courbe  soit  seule- 
ment donnée  d’espèce,  c’est-à-dire  que  les  constantes  qui  en- 
trent dans  son  équation  soient  indéterminées;  on  pourra,  par 
le  moyen  de  ces  constantes,  satisfaire  à un  pareil  nombre  des 
conditions  indiquées  ci-dessus,  et  la  courbe  déterminée  de 
cette  manière  sera  telle,  qu’aucune  des  courbes  qui  ne  rem- 
plissent pas  autant  de  ces  conditions  ne  pourra  passer  entre 
elle  et  la  premjère^courbe. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation  générale  de  la  ligne 
droite  .* 

d y>  • 

gjjp^iefx' -+-  p,  qui  donne 

en  changeant  x'  en  x,  les  équations 

’fy'  y-*  •'  - ' v 

y1— y,  -~7  = x-  deviendront  r=«x- 4-6,  ~ 

J J dx'  dx  J < , r’  dx 
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desquelles  on  tirera  les  valeurs  de  a et  de  p,  et  l’on  aura 

pour  l’équation  de  la  tangente,  comme  dans  le  n°  G8. 

Si  la  courbe  MY  est  le  cercle  représenté  par  l’équation 

(•*'— «)’+(/—  P)*=7I  {Tr’g-  94). 
en  la  différentiant  deux  fois  de  suite,  il  en  résultera 
[x' — a)  d#' -i- (y* — p)  d r3  =0, 
dx''-h  d/'34-  {yf — p)  d*y'=  0, 

et  il  faudra  qu’en  changeant  x'  en  x,  dans  ces  trois  équations, 
elles  donnent  • 

. dy dy  ' d ,yJ  d*/ 

•'  dx'  dx’  dx' ! dx1’ 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu’elles  soient  satisfaites  par  les 
valeurs  de  x,  y,  d y,  d’ 77  relatives  au  point  M dans  la  première 
courbe  : on  aura  donc 

{x — <*)*+  (y—  P)J  = 75, 

(x — ,a)d.r-(- (t" — p)d7-  = o,  • 

d.r’-f-d/’H-  [y — p)d*^=o; 

mais  comme  les  quantités  dérivées  de  la  courbe  proposée  sont 
déterminées;  puisqu’elles  appartiennent  à un  point  particu- 
lier M,  il  faudra  que  les  quantités  a,  p,  7 reçoivent  des  valeurs 
propres  à vérifier  les  équations  ci-dessus. 

En  tirant  des  deux  dernières  équations  les  valeurs  de  y — p 
et  de  x — a,  pour  les  substituer  dans  la  première,  on  trouvera 


r— P 

X — a 

7 


d.r’-f-  d y* 

<Fr  ’ 

d k ldx'-+-  d/’\ 
d.r  \ dJj  J ’ 

(dx’-f-  d/5)1 
d x d 2 y 


77.  Toutes  les  courbes  qui  ont  un  point  commun,  et  dont 
les  ordonnées  ont  à ce  point  le  même  coefficient  différentiel,  y 
ont  une  tangente  commune  et  se  touchent  par  conséquent; 
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mais  elles  peuvent  se  distinguer  les  unes  des  autres,  comme 
le  cercle  qu’on  vient  de  déterminer  se  distingue  de  tous  ceux 
qui  n’approchent  pas  aussi  près  de  la  courbe  proposée.  C’est 
pour  cela  que  les  contacts  se  divisent  en  ordres,  suivant  le  ' 
nombre  des  coefficients  différentiels  consécutifs  qui  reçoivent 
la  même  valeur  dans  chaque  courbe.  • 

Le  contact  le  plus  élevé  de  ceux  que  puisse  avoir  en  général, 
avec  la  courbe  proposée,  une  courbe  donnée  seulement  d’es- 
pèce, se  nomme  osculation;  son  ordre  est  marqué  par  le  nom- 
bre de  constantes  moins  une  que  renferme  l’équation  de  cette 
courbe.  Ainsi  la  tangente,  qui  ne  peut  avoir  en  général  qu’un 
contact  simple  ou  du  premier  ordre  avec  une  courbe  donnée, 
est  une  osculatrice  du  premier  ordre.  Le  cercle,  dont  l’équa- 
tion renferme  trois  constantes,  peut  avoir,  ou  un  contact  du 
premier  ordre,  ou  un  contact  du  second;  mais  ce  dernier,  étant 
le  plus  élevé,  prend  le  nom  d’osculation,  et  distingue  le  cercle 
oscillateur  de  tous  les  cercles  simplement  tangents. 

Une  particularité  remarquable  du  cercle  osculateur  D'MiV, 
c’est  qu’en  général  il  coupe  la  courbe  proposée  en  même 
temps  qu’il  la  louche.  Cela  se  voit  par  la  forme  de  l’expression 
de  S'  dont  le  premier  terme  étant  affecté  de  A3,  puissance  im- 
paire, change  de  signe  avec  h,  et  montre  par  conséquent  que 
sur  les  abscisses  x — h et  x -+•  h,  le  cercle  osculateur  est  placé 
dans  deux  sens  différents,  relativement  à la  courbe  proposée 
et  à l’axe  des  abscisses,  c’est-à-dire  au-dessous  de  la  première 
d’un  côté  du  point  de  contact,  et  de  l’autre  au-dessus;  ce  qui 
n’a  pas  lieu  pour  la  tangente  et  les  cercles  simplement  tangents, 
puisque  l’expression  de  S"  commence  alors  par  le  terme  affecté 
de  h1. 

La  même  considération  fait  voir  que  si  le  contact  de  deux 
courbes  est  d’un  ordre  pair,  il  doit  y avoir  en  même  temps  in- 
tersection. 

78.  Le  nombre  des  cercles  simplement  tangents  est  infini 
pour  chaque  point  d’une  courbe  quelconque;  car  si  l’on  mène 
parce  point  une  normale,  tous  les  cercles  qui  ont  leur  centre 
sur  celte  normale,  et  qui  passent  par  le  point  pris  sur  la  courbe 
proposée,  ont  la  même  tangente  que  cette  courbe  et  la  touchent  • 


* 
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par  conséquent;  mais  ce  qu’il  faut  bien  remarquer,  c’est  que 
les  uns  la  touchent  en  dedans,  les  autres  en  dehors  ou  l’em- 
brassent, et  que  le  cercle  osculateur  sépare  les  premiers  des 
seconds. 

En  effet,  si  l’on  affecte  les  coordonnées  x ",  f aux  cercles 
simplement  tangents,  comme  ils  ne  rempliront  que  les  con- 
ditions 

r ~r’  dx"~  dx' 

on  aura 

A«  As 

11  r<tt 


5"=B"- 


C"- 


-+-  etc.. 


1.2  1.2.3 

expression  dont  le  signe  dépend  de  celui  de 


B"= 


d’ y A?  y" 

d-r’  dx"1' 


en  sorte  que  le  cercle  tangent  sera  au-dessous  de  la  courbe, 
, d5  y"  dJ  y 

par  rapport  a l’axe  des  x,  si  el  au-dessus  dans  le 

cas  contraire;  mais  entre  les  valeurs  de  a,  p,  7,  qui  convièn- 
nent  à l’un  ou  à l’autre  de  ces  cas,  se  trouvent  celles  qui  répon- 
dent à 

d’y" d’j 

d x dx1' 

ei  qui,  d’après  ce  qu’on  a vu  (76),  donnent  le  cercle  osculfi- 


teur. 


i 


Cette  manière  de  le  déterminer  rend  pouf  ainsi  dire  sensi- 
ble à L’oeil  la  relation  de  sa  courbure  avec  qelle  de  la  courbe 
donnée,  puisque  la  courbure  de  cette  dernière  est  évidemment 
moindre  que  celle  des  cercles  qui  la  louchent  en.  dedans,  et 
plus  grande  que  celle  des  cercles  qui  la  touchent'en  dehors. 
Aussi  prend-on  pour  mesurer  la  courbure  de  la  courbe  propo- 
sée, dans  un  point  quelconque,  celle  du  cercle  osculateur  à ce 
points  et  son  rayon  se  nomme  en  conséquence  raybn  de  cour- 
bure. ...  » ’’ 

Voici  maintenant  comment  on  compare  les  cercles  par  rap 
port  à leur  courbure. 

79.- On  prend,  en  général;  pour  la  courbure  de  l’arc  AEB 
[fia- .8)»  d’une  courbe  quelconque,  l’angle  DCB  formé  par  les 
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deux  tangentes  menées  aux  extrémités  de  cet  arc.  Dans  le  cer- 
cle, l’angle  DCB  est  égal  à l’angle  AOB,  formé  par  les  rayons  OA 
et  OB,  menés  aux  extrémités  de  l’arc,  et  par  conséquent  le 
même  pour  tous  les  arcs  égaux,  pris  dans  le  même  cercle.  C’est 
ainsi  qu’il  faut  entendre  que  la  courbure  du  cercle  est  uniforme. 

Cela  posé,  si  l’on  compare  deux  arcs  de  mêpie  longueur  dans 
deux  cercles  différents,  en  nommant  a cette  longueur,  r et  r' 
las  rayons  des  cercles,  n le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, on  aura  pour -le  nombre  de  degrés  centésimaux  de  l’arc 
dont  la  longueur  est  a,  sur  chacun  de  ces  cercles,  les  expres- 
sions _ . < 

4oo°.«  4oo°.« 

, — 7 

/ 2 »r r 27 rr  . 

qui  sont  dans  le  rapport  de  - à ou  ::  r'  v,  c’est-à-dire  en 

r r 

raison  inverse  des  rayons  des  cercles  donc  l’arc  proposé  fait 
partie. 

Quant  aux  différents  arcs  du  même  cercle,  leur  courbure  est 
évidemment  en  raison  de  leur  longueur;  et  si  l’on  prenait  pour 
unité  de  courbure  celle  de  l’arc  de  même  longueur  que  le 
rayon,  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  1,  la  courbure  de  l’arc  a, 

dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  r,  serait  mesurée  par  y 

' ’80.  Les  coordonnées  a et  p du-  centre  du  cercle  osculateur, 
étant,  ainsi  que  son  rayon  7,  des  fonctions  de  x,  varient  à cha- 
que point  de  la  courbe  proposée,  l’ensemble  de  toutes  les  po- 
sitions de  ce  centre  forme  une  courbe  FZ  ( Jtg . 9),  dont  les 
coordonnées  sont  a et  p,  et  qui  jouit  de  plusieurs  propriétés 
remarquables,  qu’on  déduit  aisément  des  équations 

(1)  [x—  a)s-4-(r  — P)’  = 7S 

(2)  [x  — a)dtf-|-(,r—  p)d/=o,  * 

- (j)t  * dx’+  dj*-t-  (^- — p)d’j=o,  , 

trouvées  düns  le  n°76. 

, i°.  La  relation  entre  a et  p,  ou  l’équation  de  la  courbe  FZ, 
siobtionten  éliminant  x et  y entre  l’équation  de  la  courbe  pro- 
posée et  les  équations  (2)  et  (3),  après  qu’on  a mis  danscelles- 
ci  les  valeurs  de  d »-  et  de  d’y.-  ' 
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20.  La  deuxième  équation,  donnant 
• - , (lx  . . 

P-r=— *)> 

est  celle  de  la  normale  menée  du  point  dont  les  coordonnées, 
sont  a et  p (68),  c’est-à-dire  du  point  0 de  la  courbe  FZ,  au 
point  M de  la  courbe  proposée  DX. 

3°.  En  différentiant  les  deux  premières  équations  non-seule- 
mènt  par  rapport  à x,  y,  mais  encore  par  rapport  aux  quantités 
a,  p et  7,  en  tant  que  ces  dernières  sont  des  fonctions  de  x,  on 
aura 

[x  — a)  d#  -+-  (/ — p)  d/ — [x  — a)da  — (,y-*-  P)  dp  = 7dy, 

’ dar’-t-  d/J-h  ( y — p)  d1  y — dadar  — dpd/=  o. 

Les  équations  (2)  et  (3)  réduisent  celles-ci  à 

(4)  — (*  — <*)  d<*  — (y—  p)  dp  = 7dy, 

(5)  — dadx  — dpd_7'=o; 

la  dernière  donne  — == — expression  quichange  l’équation 

« djr , , 

P—  r=— *)» 

en  . * . 

d’où  il  suit  que  la  normale  MO  est  tangente  à la  courbe  doni 
les  coordonnées  sont  a et  p (9  et  68),  c’est-à-dire  à la  courbe  FZ. 

4°.  Si  l’on  met  cette  dernière  valeur  de  y — p dans  les  équa 
lions  (i)"et  (4),’ et  qu’on  élimine  ensuite  x — «',  on  aura 

dyJ=  da2-)- dp%  et  + 

da  y d a1 

‘coefficient  différentiel  de  7,  par  rapport  à la  variable  «;  or, 
cette  expression  est  aussi  celle  du  coefficient  différentiel  de  ’ 
l’arc  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  a et  p (64)  ; et  il 
résulte  de  cette  identité,  que  le  rayon  du  cercle  oscillateur' 
varie  par  les  mêmes  différences  qudTarc  de  la  courbe  FZ  (23)» 
propriété  qui  mérite  la  plus  grande’  altention.  t 

En  effet,  le  rayon  MO  du  cercle  osculateurau  point  M,  étant 
tangent  à la  courbe  FZ,  a nécessairement  la  même  direction 
que  celle  que  prendrait  un  fil  enveloppé  autour  de  la  convexité 
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de  cette  courbe,  lorsqu’en  le  développant,  on  serait  parvenu  au 
point  0.  On  remarquera  qu’en  poursuivant  le  développement 
de  0 en  0',  ce  fil  s’allongerait  d’une  quantité  égale  à l’arc  00' 
de  la  courbe  FZ;  et  comme,  par  ce  qui  précède,  la  différence 
des  rayons  OM  et  0'  M'  est  aussi  égale  au  même  arc  00',  il  s’en- 
suit que  le  bout  M du  fil  se  trouverait  encore  en  M'  sur  la 
courbe  proposée,  qu’il  n’aurait  pas  quittée  dans  le  développe- 
ment effectué  depuis  l’un  de  ces  points  jusqu’à  l’autre  : on  peut 
donc  regarder  la  courbe  DX  comme  engendrée  par  le  dévelop- 
pement de  la  courbe  FZ. 

Ce  procédé  a une  grande  analogie  avec  la  description  du  cer- 
cle: c’est  la  courbe  FZ  qui  fait  l’office  de  centre;  et  le  çayonMO, 
au  lieu  d’être  constant,  varie  pour  chaque  point.  La  courbe  FZ 
s’appelle  la  développée , la  courbe  DX,  la  développante , et  le 
rayon  du  cercle  osculateur,  rayon  de  la  développée  (*). 

Il  est  à propos  de  remarquer  aussi  que  la  développée  est  la 
limite  des  intersections  des  normales  de  la  courbe  proposée, 
prises  deux  à deux  consécutivement,  puisque  le  point  K,  in- 
tersection des  deux  rayons  MO  et  M'O',  qui  sont  perpendicu- 
laires à la  courbe  DX,  en  M et  M',  s’approche  d’autant  plus  de 
la  courbe  FZ,  que  les  points  M et  M'  sont  plus  voisins  l’un  de 
l’autre. 

On  déduirait  de  cette  dernière  considération  toute  la  théorie 

précédente.  ' \ - - 


81.  Je  ne  m’étendrai  pas  beaucoup  sur  l’application  des  for- 
mules • 

f 

!_  (dxa+  dr*)*  ' 

^ d-rd’j"  * 

dj{d^H-d^ 

dxd’j 

dx’-t-dr1 

‘ “p-; tfT-’ 


(*)  C’est  par  celle  dernière  considération  qu’Huygens  a déterminé  le  cercle 
oscillateur,  qu’il  a remarqué  le  premier;  et  elle  peut  conduire  aussi  aux  for- 
mules du  n°  76  ; mais  ce  point  de  vue , séparant  la  recherche  du  cercle  oscu- 
Inieur  de  la  théorie  générale  des  contacts  des  courbes,  dont  elle  doit  faire  partie, 
est  trop  borné  pour  l'état  actuel  de  la  science. 
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parce  quelle  n’a  aucune  difficulté,  lorsqu'on  possède  bien  le 
mécanisme  du  Calcul  différentiel. 

La  valeur  de  7 étant  susceptible  du  double  signe  ±,  on  peut 
demander  lequel  des  deiiN.il  faut  employer;  car  il  est  bien  vi- 
sible qu’en  général,  à chaque  point  de  la  courbe,  il  n’y  a qu’un 
seul  rayon  de  courbure;  et  ce  rayon,  n’étant  pas  dirigé  suivant 
l’ordonnée  ou  l’abscisse,  excepté  dans  quelques  cas  particu- 
liers, n’a  pas,  à proprement  parler,  de  signe  par  rapport  à ces 
lignes.  La  détermination  de  celui  dont  on  l’affecte  ordinaire- 
ment dépend  de  la  convention  qu’on  a établie  sur  le  sens  de 
la  courbure  par  rapport  à la  normale.  Si  l’on  veut  que  le  rayon 
de  courbure  soit  positif  pour  les  courbes  dont  la  concavité  est 

tournée  vers  l’axe  des  abscisses,  comme  la  valeur  de  est 

ax2 

alors  négative  (62),  il  faut  affecter  l’expression  dev  du  signe — ; 
et  dans  ce  cas,  le  rayon  de  courbure  deviendra  négatif  si  la  con- 
cavité de  la  courbe  passe  du  côté  opposé , parce  qu’il  change 
d*  v 

de  signe  avec^j-  Pour  se  conformer  à cette  convention,  on 
pourra  supposer,  dans  les  applications, 

{à&  + Ay')T 
1 dxdJj 

r L’équation  générale  des  lignes  du  second  degré, 


conduisant  à 


mx  -t-  nx2. 


. - r 


J ■ üjr  J 4j> 


dJj 


_ 2»jdx’ — (m- (-2  n.r)d.rd  r [jny3 — (m  -+-  mx)']  Ax2 


il  en  résultera 


4r‘ 


Si  1 


’on  remplace  j3  par  sa 

[4  {mx  -f- 
7 = t— i 


(«i-f- 2 nr)’] 

2 m2 
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Telle  est  l’expression  générale  du  rayon  de  courbure  dans  le9 
lignes  du  second  degré  ; on  la  particularisera  en  donnant  à m 
et  à n les  valeurs  qui  conviennent  àchaque  espèce  de  ces  lignes 
[Trig.,  i57). 

Cette  expression  se  réduit  à ~ m,  lorsque  .r=o  : la  courbure 

des  lignes  proposées  est  donc,  à leur  sommet,  la  même  que 
celle  du  cercle  décrit  d’un  rayon  égal  au  demi-paramètre 
(Trig.,  1 38). 

En  rapprochant  la  valeur  de  7 de  celle  qu’on  a trouvée  dans 

le  n°  67  pour  la  normale,  on  verra  que  7 — ^^-»ou  que  le  rayon 

de  courbure,  dans  les  lignes  du  second  degré,  est  égal  au  cube 
de  la  normale  divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre. 

Dans  la  parabole  où  n = o,  on  a seulement 

• ’> 

’ . - L 

_ ( m' -+-  4 mx)’ 


On  appliquerait  de  même  les  expressions  générales  de  x — a 
et  de  7-—  p,  et  mettant  pour  y sa  valeur,  on  aurait  deux  équa- 
tions en  x,  a et  p,  desquelles,  éliminant  x,  on  déduirait  l’équa- 
tion en  a et  p,  appartenant  à la  développée.  Je  n’effectuerai  ce 
calcul  que  pour  la  parabole.  Ot»  a dans  ce  cas 


d j - 


mdx 


et  il  vient 


2 T 


d’y—  — 


m’dx’ 

4/* 


..  n . 4r 

7 ” m’  \ 4^  )~m’^r’ 

___4j 


x — a =- 


nï  4 y*  / ,ni 
2 y m’  \ 

on  conclut  de  là 

2 y3  I 

— a == m\ 


m* 


4r* 


mettant,  dans  chacune  dé  ces  équations,  pour  y sa  valeur 

J-  L • ’ • «*  *? 

m*  x*,  on  aririve  à J.  ■ 


x — a = — 2.x m; 

a 
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prenant  ensuite  la  valeur  de  x dans  le  second  résultat,  pour  la 
substituer  dans  le  premier,  on  obtient 


la  dernière  de  ces  équations  appartient  à la  développée  de  la 
parabole. 

Si  l’on  y change  a — ^ m en  ce  qui  porte  l’origine  des 
abscisses  en  D [fig,  io),  on  aura  cette  équation  très-simple, 

g /j 

p>  = — — , qui  montre  que  la  courbe  DF  est  une  des  paraboles 

du  troisième  degré  (*),  composée  de  deux  branches  DF  etD/, 
dont  la  première  engendre,  par  son  développement,  la  branche 
AX  de  la  parabole  ordinaire  XA.r,  et  la  seconde  produit  la 
branche  kx. 

82.  Il  faut  observer  que,  pour  la  description  de  la  parabole 
Xkx,  par  le  développement  de  la  courbe  FI) /,  le  fil  enveloppé 
autour  de  Upne  ou  de  l’autre  des  branches  DF  et  D / doit  avoir 
au  point  D,  dans  le  prolongement  de  la  tangente  BD,  une  lon- 
gueur AD  égale  au  rayon  de  courbure  au  point  A,  c’est-à-dire 
à la  moitié  du  paramètre  de  la  parabole;  tout  autre  point,  tel 
que  1,  pris  sur  ce  fil,  produirait  une  courbe  différente.  Si  le 
point  1 tombait  sur  le  point  D,  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe  décrite  alors  serait  nul  à son  origine,  et  par  conséquent 
elle  aurait  à*ce  point  une  courbure  infinië  (78). 

On  voit  aussi  que,  puisque  la  longueur  de  l’arc  DF  est  égale 
à la  différence  entre  le  rayon  de  courbure  correspondant  MF 
etle  rayon  de  Courbure  AD  qui  appartient  à l’origine,  la  courbe 
FD  f est  rectifiable,  c’est-à-dire  qu’on  peut  assigner  des  lignes 
droites  qui  soient  de  la  même  longueur  que  ses  arcs. 

Cette  remarque,  est  générale,  car  puisqu’on  peut  toujours 
parvenir  à l’expression  du  rayon  de  courbure  des  courbes  algé- 
briques, les  développées  de  ces  courbes  sont  toutes  rectifiables. 


(*)  L’équation  y'—  mx  étant  généralisée  ainsi:  yi  — mxP,  représente  uno 
famille  de  courbes  dont  la  parabole  ordinaire  n’est  qu’A  cas  particulier;  on  les 
nomme  aussi  paralolcs,  mais  on  les  distingue  par  l’exposant  de  leur  degré.  - 
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Recherche  des  points  singuliers  des  courbes , et  examen  des 
valeurs  particulières  que  les  coefficients  différentiels  prennent 
dans  certains  cas. 

83.  On  appelle  points  singuliers  d’une  courbe  ceux  dans  les- 
quels elle  offre  quelque  circonstance  remarquable.  Une  grande 
partie  de  ces  circonstances  se  rencontrant  dans  la  famille  de 
courbes  représentée  par  l’équation  très-simple 

•de  • . 

y—b+c[x  — a)m, 

nous  allons  discuter  particulièrement  cette  équation,  en  rap- 
prochant toujours  les  considérations  géométriques  des  consi- 
dérations analytiques,  pour  éclaircir  les  unes  par  les  autres. 

La  première  question  qui  se  présente  est  la  détermination 
de  la  marche  des  valeurs  des  ordonnées  y,  pour  savoir  si  elles 
croissent  ou  décroissent  indéfiniment,  ou  bien  si  leur  accrois- 
sement s’arrête  lorsqu’elles  ont  atteint  un  certain  degré  de 
grandeur,  et  se  change  en  décroissement,  ou  bien  enfin,  si, 
après  avoir  atteint  un  certain  degré  de  petitesse,  leur  décrois- 
sement se  change  en  accroissement.  La  valeur  qufra  lieu  dans 
le  passage  de  l’accroissement  au  décroissement,  étant  plus 
grande  que  celles  qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédia- 
tement, s’appelle  un  maximum  ; le  minimum  est  celle  qui  ré- 
pond au  point  où  le  décroissement  se  change  en  accroisse- 
ment; celle-ci  est  par  conséquent  plus  petite  que  les  va- 
leurs qui  la  précèdent  et  qui  la  suivent  immédiatement:  je 
dis  immédiatement,  parce  qu’il  y a des  fonctions  pour  les- 
quelles ces  alternatives  ont  lieu  plusieurs  fois. 

On  a déjà  vu,  dans  le  n°  62,  que  les  ordonnées  positives 

" (j  y 

d’une  courbe  sont  croissantes  tant  que  ^ a une  valeur  posi- 

tivc,  et  qu’elles  sont  décroissantes  dans  le  cas  contraire.  Il  suit 
de  là  qu’au  maximum  ainsi  qu’au  minimum,  le  coefficient  dif- 
, dy 

férentiel  — change  de  signe:  il  va  du  positif  au  négatif  dans 

le  premier  cas,  et  du  négatif  au  positif  dans  le  second. 
L’équation  prise  pour  exemple  donne  en  général 

*-jj-=/nc:(:r — a]”*-1,  •’ 
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quantité  dont  le  signe  change  avec  celui  de  x — a,  ou  se  con- 
serve le  même,  suivant  la  nature  de  l’exposant  m. 

• ! 

i°.  Si  cet  exposant  est  un  nombre  pair,  m — i sera  un  nom- 
bre impair,  et  (x— -a)*-1  sera  négatif  quand  x<C.a,  positif 
quand  x > a ; ainsi  il  y aura  minimum  lorsque  x =s  a,  ce  qu’on 
peut  vérifier  immédiatement  sur  la  fonction  /.  En  y faisant 
x — a — h et  x =■  a 4-  h,  on  obtiendra,  dans  l’un  et  dans  l’au- 
tre cas,  /—  è - H ch ”,  valeur  > b qui  répond  à x = a. 

( d v 

Cette  derniere  valeur,  donnant  — lorsque  l’exposant 

Q OC 

wfc*  ••  ' 

m — i est  positif,  montre  que  la  tangente  est  parallèle  à la  ligne 
des  abscisses,  ce  que*  représente  la  Jig.  1 1 , au  point  M dont 
l’abscisse  AP  = a,  et  l’ordonnée  PM  = b.  ’ 

Si  la  quantité  s est  négative,  ce  qui  donne  y=b — c\x — a)m, 
tout  restant  d’ailleurs  le  même',  le  point  M (Jig.  12)  est*  un 
maximum,  et  la  tangente  demeure  toujours  parallèle  à l’axedes 
abscisses. 

....  « 

20.  Il  n’y  aurait  ni  mitlimum  dans  le  premier  cas,  ni  maxi- 
mum dans  le  second,  si  l’exposant  m était  impair.  Alors  m — 1 
étant  pair,  (x — a)m~'  garderait  toujours  le  signe  -t-,  quel  que 
fût  celui  de  x — a;  et  en  effet,  si  l’on  pose  successivement 
x — a — h,  x = a + h,  on  trouve 

y — b — ch",  y =r  b -4-'  clr, 

• P • 

valeurs,  l’une  < b,  et  l’autre  > b qui  répond  à x = a;  ccpen- 

(Jy  % 

dant  on  a encore  ^ = o ; ce  caractère  n’indique  donc  pas  né- 
cessairement un  maximum  ou  un  minimum. 

Au  point  M (fig.  i3),  où  x = a,  la  tangente  est  bien  encore 
parallèle  à l’axe  de  abscisses,  mais  la  courbe  offre  de  plus  une 
autre  circonstance  : sa  concavité  change  de  sens,  ce  qu’on  voit 
par  le  changement  de  signe  du  coefficient  différentiel  du  se- 
cond ordre  (62);  car  on  a 

y* 

i)c(æt  — a)—- 

et  m — 2 étant  un  nombre  impair,  (x  — a)®-5  passe  du  négatif 
au  pbsitif,  quand  on  va  de  x<C.a  à x^>  a.  La  figure  delà  courbe 
G'  cd.  L 7 


■v>  - 
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en  M s’appelle  alors  inflexion;  la  tangente  MT  y coupe  la 
courbe  en  même  temps  qu’elle  la  touche. 

3°.  Si  m était  une  fraction  de  numérateur  pair  et  de  déno- 

minateur  impair,  qu’on  eût,  par  exemple,  m =j>  il  s’ensui- 
vrait 


dj 

dx 


a c 

V 

3 {x  — aÿ 


* •'  -S  , • 

quantité  qui  change.’encore  de  signe  avec  x — a:  et  il  y a en 
effet  minimum;  car  soit  qu’on  change  x en  a — A ou  en  a + A, 

2 * , , 

on  trouve  toujours  y—  b cA*,  valeur  b ; mais  alors  la  va- 
leur x ==a,  au  lieu  de  faire  disparaître  le  rend  infini.  Cela 

tient  à ce  que,  si  une  quantité  entière  ne  peut  changer  de  signe 
qu’en  passant  par  zéro,  une  quantité  fractionnaire,  lorsqu’elle 
change  de  signe  par  son  dénominateur,  doit  dans  l’intervalle 

OC  • 

devenir  infinie.  L’expression  - , par  exemple,  donne  successi- 
vement 


lorsqu’on  y fait  x = p,  x — o,  x — — p. 

• Considéré  sur  la  fig.  14,  ce  minimum  présente  une  forme 

différente  de  celui  de  la  fig.  1 1 ; car,  devenant  infini, .la  tan- 
gente MT  est  perpendiculaire  à l’axe  des  abscisses.  On  voit 
d’ailleurs  par  l’expression 


d’r 

dx1 


2 r f-i  1 


9 (x  — «)’ 


que  ce  coefficient  différentiel  ayant  une  valeur  négative  quelle 
que  soit  x,  la  courbe  tourne  toujours  sa  concavité  vers  l’axe 
des  abscisses,  et  prend  par  conséquent  la  forme  indiquée  dans 
la  figure. 

Le  point  M,  où  la  courbe  s'arrête  brusquement  à la  réunion 
des  parties  DM  et  EM,  se  nomme  rebroussement,  et  se  distingue 
assez  du  point  M de  la  fig.  n;  mais  cependant  il  doit  êtrecom- 
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pris  dans  l’espèce  du  minimum;  car  si  l’on  dressait  une  table 
des  valeurs  numériques  des  ordonnées  de  la  courbe  DME,  on 
ne  verrait  autre  chose  dans  cette  table,  pour  x = a,  qu’un  nom- 
bre plus  petit  que  le  précédent  et  le  suivant,  ce  qui  est  bien  un 
véritable  minimum. 

Il  y a un  maximum  analogue  ; l’équation 

' . I i 

J'=  b — c [x — a)5, 

en  fournit  un  exemple  ( Jig . i5). 

Ainsi,  pour  donner  une  règle  qui  fasse  connaître,  sans  ex- 
ception, tous  les  points  où  les  ordonnées  d’une  courbe,  de 
croissantes  deviennent  décroissantes,  ou  vice  versA,  il  faut 

prescrire  A’ égaler  à zéro  ou  à r infini  V expression  de  : il  y 

aura  maximum  si  la  valeur  de  ce  coefficient  passe  alors  du  po- 
sitif au  négatif,  minimum  dans  le  cas  contraire.  Il  n’y  aurait 
ni  maximum  ni  minimum  s’il  n’y  avait  pas  de  changement  de 
signe,  ce  qui  arrivera  toutes  les  fois  que  le  facteur  qui  s’éva- 
nouira, soit  au  numérateur,  soit  au  dénominateur,  aura  pour 
exposant  un  nombre  pair  ou  une  fraction  de  numérateur  pair. 

84.  Continuons  l’examen  des  cas  que  présente  l’équation 
y = b -+-  c (x  — a)".  On  vient  de  voir  ce  qui  arrive  quand  m est 
une  fraction  dont  le  numératéur  est  pair  et  le  dénominateur 
impair. 

3 

Si  le  contraire  a lieu,  que  m = par  exemple,  l’équation 
sera  . 


y=b±c(x  — a)\ 


à cause  que  (a:  — — a)1  est  une 

susceptible  du  double  signe  ±;  et  com 
devient  imaginaire  pour  le  point 

réunion  de  deux  branches  DM  et  EM,  plac 
de  l’autre  sur  les  mêmes  abscisses,  et  toucha 

(J  y (J*  y 

puisque  ^ est  infini  lorsque  x = a.  Quant  à infini  aussi 

dans  ce  cas,  il  a,  lorsque  x > a,  deux  valeurs  réelles,  l’une  cor- 
respondante à la  branche  ME,  et  de  signe  contraire  à celui  de 
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l’ordonnée,  l’autre  correspondante  à la  branche  DM,  et  de 
même  signe  que  l’ordonnce,  de  sorte  que  la  première  de  ces 
branches  est  concave  vers  l’axe  AB,  et  la  seconde  convexe. 

Il  nous  reste  encore  à supposer  m une  fraction  dont  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  soieht  tous  deux  impairs,  qu’on 
ait,  par  exemple, 

7=è  + c(jr  — a)*  (*). 

Ici  l'ordonnée  y est  réelle  avant  comme  après  le  point  M 
[fis-  *?)»  ®tant  *a  courbe  touche  à ce  point  la  ligne 
d’r 

PM,  et  changeant  de  signe  en  passant  deï<fla*>a, 

il  y a au  point  M une  inflexion  où  ce  coefficient  différentiel  est 
infini  comme  dans  les  cas  précédents,  quoique  les  formes 
soient  très-différentes. 

Dans  les  trois  derniers  exemples,  on  a pris  m <[  i : le  cas 
contraire,  m > i , ne  donnerait  pas  de  formes  nouvelles;  et  pour 
s’en  convaincre,  il  suffit  de  voir  que  y équation  proposée,  ré- 
solue par  rapport  à x,  serait 

' ' ' 1 

qui  revient  au  changement  de  y en  x,  et  réciproquement.  Tout 
se  passe  par  rapport  à l’axe  des  x , de  même  que  par  rapport  à 
l’axe  des  y,  dans  les  fig.  i4~*  7 ’•  c’est  comme  si  on  avait  fait 
faire  un  quart  de  révolution  à ces  figures.  ' 

Ainsi  le  point  M delà  fig.  16,  qui  est  une  limite  de  la  courbe, 
dans  le  sens  des  abscisses  AP,  serait  un  minimum  de  la  varia- 
ble x,  considérée  comme  une  fonction  dey:  c’est  la  fig.  n, 
retournée  d’équerre  sur  la  droite.  • 

Il  faut  observer  que  les  points  de  minimum  et  de  maximum, 
marqués  sur  les  fig.  1 1,  12,  16,  dépendent  de  la  position  de  la 
tangente,  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées,  et  qu’il  n’en 
est  pas  de  même  des  infiexions  et  des  rebroussements,  qui  sont 


(*)  Les  fractions  dont  les  termes  sont  pairs  doivent  être  réduites  à leur  plus 
simple  expression  , et  rentrent  ainsi  dans  l’un  des  trois  cas  indiqués  ci-dessus. 
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inhérents  à la  courbe,  et  subsistent  toujours,  de  quelque  ma- 
nière qu’on  change  la  position  de  ces  axes. 

Dans  les  rebroussements  indiqués  {Jig.  i4  et  i5),  les  deux 
branches  se  touchent  par  leur  convexité  ; mais  il  arrive  quel- 
quefois que  l’une  embrasse  l’autre  : l’équation 

(y — x3Y^=xi 

en  offre. un  exemple.  Si  on  la  résout  par  rapport  à y,  on  trouve 

-,  * ; i 

, ■ y = x'  ± x1 , 

et  l’on  aperçoit  aisément  que  les  deux  branches  de  courbes 
fournies  par  les  valeurs  de  y se  réunissent  au  point  A [fig.  1 8) 
correspondant  àx=o,  et  qu’elles  ne  passent  point  dans  la 

partie  des*abscisses  négatives,  puisqu’alors  le  terme  x‘  devient- 
imaginaire;  mais  les  expressions 


dy  _ 


(1  X 


= 2x; 


.5  f 
:ix’ 


d*y  _._5  3 * 

— ;=  2± X 

ax’  2 2 


font  voir  qu’en  A les  deux  branches  ont  pour  tangente  com- 
mune l’axe  des  x,  et  qu’ elles  tournent  toutes  deux  leur  con- 
vexité vers  cet  axe,  puisqu’en  faisant  x = o,  le  coefficient  dif- 
férentiel du  premier  ordre  est  nul,  et  celui  du  second  est  posi- 
tif. Ce  point  est  appelé  rebroussement  de  la  seconde  espèce, 
pour  le  distinguer  des  autres. 

11  est  à remarquer  que  le  coefficient  du  troisième  ordre 

d.rs  222  •'  ' 

devient  alors  infini. 

Il  y a aussi  des  courbes  où  les  branches  qui  se  touchent,  s'é- 
tendent de  chaque  côté  du  point  de  contact,  ioit  ëft  opposant 
leurs  convexités  [Jig.  19),  soit  en  s’embrassant  [fig.  ao)  (*). 

85.  Quelquefois  les  branches  des  courbes,  au  lieu  de  se  réu- 
nir en  se  touchant,  se  coupent,  et  ont  chacune  leur  tangente 
particulière  : en  voici  un  exemple. 

...  ?c  . • 

t ■ ni  <r  . 

(*)  Voyez  le  Traité  du  Calcul  différentiel  cl  du  Calcul  intégral,  tome  111, 
paye  n°  202.*  * * . 


» . • a'*- 
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Lorsqu’on  fait  x = a,  dans  l’expression 


y=b±[x  — a)  — c, 

ses  deux  valeurs  deviennent  égales . ce  point  est  donc  la  réu- 
nion des  deux  branches  de  la  courbe  à laquelle  elles  appartien- 
nent; mais  quoiqu’il  n’y  ait  plus  qu’une  seule  ordonnée  y,  l’ex- 
pression de 

=±,yx — c± — • --=> 

, ax  zyx — c 


en  se  réduisant  à ± Va — c,  reste  encore  double  ; la  valeur  po- 
sitive répond  à la  branche  supérieure,  et  la  valeur  négative  à 
la  branche  inférieure  ; l’une  et  l’autre  seront  réelles  si  a > c, 
et  produiront  la  Jig.  21 . 

• Les  points  où  plusieurs  branches.se  réunissent  et  se  ren- 
contrent se  nomment  points  multiples;  celui  que  nous  venons 
d’indiquer  est  un  point  double,  puisqu’il  y passe  deux  bran- 
ches. 

’ r ■ ■ . 

Si  l’on  généralise  l’expression  précédente  de  y,  dans  la 

forme  . ■ . , . - . ' 


y — b- 4-  (x  — a)  /ar— c, 

le  point  correspondant  h x = a ne  sera  double  que  pour  les 
valeurs  paires  de  l’exposant  m,  parce  qu’alors  seulement  le  ra- 
dical sera  susceptible  du  doublé  signe  ±.  Cette  remarque,  due 
à M.  Poisson,  concourt  bien  avec  ce  qu’on  a vu  dans  les  arti- 
cles précédents,  pour  montrer  qu’il  n’y  a que  la  discussion  ou 
l’examen  de  la  courbe,  aux  environs  du  point  singulier,  qui  en 
puisse  faire  connaître  l’espèce. 

Il  faut  encore  remarquer  que  si  l’on  faisait  passer  le  facteur 
x — a sous  le  radical,  dans  la  première  expression  de-y,  on 
aurait 


y=  — a)'  (x  — c), 

dy i[x  — a)  [x  — c)  -t-(:r — a)1 

2 \J[x — a)1  (#  — c) 

et  que  la  supposition  de  x=a  donnerait  = à cause  du 
facteur  x — a qui,  maintenant,  est  commun  aux  deux  termes 
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de  fraction.  En  le  supprimant,  on  retrouve 


io3 


djr 

Ax 


7.[x  — — a i 

-F= - = yx — c 

2 >jx C 


x — a 


2 \jx C 

86.  Les  courbes  sont  accompagnées  quelquefois  de  points 
isolés  qui  ont  le  caractère  des  points  multiples;  mais  on  les 
en  distingue,  parce  que  les  coefficients  différentiels,  y deve- 
nant imaginaires,  soit  dès  le  premier  ordre,  soit  plus  tard,  mon- 
trent qu’il  n'y  a pas  de  points  consécutifs  (60). 

Soit  l’équation  • 

ajr *■ — x*-{- bx2=  o,  / 

d’où  l’on  tire 


=2. 


dr 


x 13 


x — 2 b) 


2 s/ax2  [x  — b) 


Ici  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  devient  ^ lors- 
que 2:  = o;  mais  on  peut  en  avoir  la  vraie  valeur  en  suppri- 
mant le  facteur  x,  commun  aux  deux  termes  de  la  fraction,  et 
l’on  obtient 

dy 3# — 2 b 

dx  2 \Ja[x  — bÿ  . . - . 

faisant  alors  x = o,  il  en  résulte 

dj_  2 b ■ 


d.r  2 v/ — ab 

expression  imaginaire. 

Dans  la  même  hypothèse,  l’équation  proposée  donne  ^=o; 
mais  cette  ordonnée,  qui  est  imaginaire  lorsque  x est  négatif, 
redevient  encore  telle  jusqu’à  ce  que  x = b;  ainsi  le  point  A 
( Jig . 22)  est  absolument  détaché  de  la  courbe,  quoique  com- 
pris dans  son  équation. 

Les  points  de  cette  espèce  se  nomment  points  conjugués, -ils 
résultent  de  ce  qu’une  portion  finie  delà  courbe  proposée 
s’évanouit  par  la  détermination  particulière  de  quelque  con- 
stante de  son  équation.  La  courbe  correspondante  à l’équation 

ayJ — jr5 (6  — c)  X*-h  bcx  = o, 
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y — ^ [X—C)}'  ■ •• 

offre  un  exemple  de  ces  changements.  Elle  a d’abord  le  cours 
représenté  dans  la  Jig.  23  ; la  supposition  de  c = o réduit  la 
partie  AF  au  seul  point  A ( fig . 22)  comme  on  l’a  vu  ci-dessus; 
elle  prend  la  Jig.  24  lorsque  6 = 0,  sans  que  c s’évanouisse, 
et  la  Jig.  25, 'si  l’on  fait  en  même  temps  b = o,  c = o. 

La  fonction 

jr=(x. — a)m  [x — b)  1 , .... 

où  m et  n désignent  des  nombres  entiers  positifs,  et  où  l’on 
suppose  a <6,  donne,  lorsque  x ==  a,  m — 1 coefficients 
différentiels  nuis;  ce  n’est  qu’à  l’ordre  m que  l’imaginaire 
paraît.  . 

Les  courbes  ont  aussi  quelquefois  des  points  singuliers  qui 
ne  sont  pas  visibles  : ce  sont  ceux  qui  résultent  d’un  nombre 
pair  d’inflexions  qui  se  réunissent  en  une  seule  (*). 

87.  Toutes  ces  espèces  de  points  se  forment  en  général  de 
la  réunion  dè  plusieurs  branchés,  produite  par  l’égalité  à la- 
quelle parviennent  diverses  valeurs  de  y,  ainsi  que  cela  a lieu 
dans  l’équation  / = b -f-c  (x  — a)’",  quand  l’exposant  m est  un 
nombre  fractionnaire  ; mais  cette  circonstance  amène  des  coef- 
ficients différentiels  infinis,  puisque  dans  l’expression 

gp  = m [m  — 1) . (m  — n -t- 1)  o [x  — a)—", 

< \ 

l’exposant  m — n devient  négatif  dès  que  n > m,  et  qu’à  par- 
tir de  ce  terme,  la  supposition  de  x=  a rend  infinis  tous  les 
coefficients  différentiels. 

La  même  chose  a lieu  quand  la  relation  entre  y et  x est' 
donnée  par  une  équation  où  les  variables  sont  mêlées.  En 
effet,  soif  m = o une  équation  quelconque  entre  x et/;  on 


(*)  Voyez  pour  CCS  points  et  pour  ceux  de  serpcntcmcnl , dont  ils  dérivent,  le 
Traité  du  Calcul  différentiel  cl  du  Calcul  intégral , tome  III,  page  G3àj  n,0  190. 

• ■ . ' < * 
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aura  généralement 

d u 

d/ d.r 

d x du 

d> 

• ‘ ' 

Mais  quand  une  valeur  particulière  x=a  rend  égales  plusieurs 
des  valeurs  de/,  la  fonction  «,  qui  ne  contient  plus  alors  que 
les  quantités  y et  a,  prenant  la  forme  U (/ — b)m,  conduit  à 

• . ' dn  dU  . -, . ,, 

^ ^ ir—  *)“+  mU  (r— 

valeur  qui,  devenant  nulle  lorsque  y = b,  rend  infinie  celle  de 

fl  r . d « , , . , o .... , 

r si  t—  ne  s évanouit  pas,  et  donne  - s il  s évanouit,  ce  qui 
Ax  Ax  o 

arrive  quand  il  a pour  facteur  x — a ou  - b. 

Les  équations 

(y — — [x  — a)=o,  (/—  b)* — [x  — aJ^O) 
d’où  l’on  tire 

d/ i d y ,i(x  — a) 

dx  2 (y — b )’  Ax  3 (y — b)1' 

fournissent  des  exemples  de  ces  cas,  lorsqu’on  y fait  x = a, 
d’où  i|  résulte  y ==  b ; mais  en  mettant  pour  y sa  valeur  dans 
le  second  cas,  et  supprimant  les  facteurs  communs  aux  deux 

termes  de  la  fraction,  on  trouve  ^ infini,  quand  x = a. 

88.  Il  est  évident  que  lorsque  fes  coefficients  différentiels 
deviennent  infinis,  la  Série  de  Taylor,  formée  par  ces  coeffi- 
cients, ne  peut  plus  être  employée;  mais  il  n’y  a pas  ici  plus 
de  paradoxe  que  dans  toutes  les  autres  circonstances  où  il  se 
manifeste  des  exceptions  dans  les  formules.  Lorsqu’on  remonte 
à l’origine  de  ces  formules,  on  reconnaît  que  le  caractère  qui 
annonce  l’exception  montre  enmèmetempspourquoiellea  lieu. 

En  effet,  la  série  de  Taylor,  exprimant  le  second  état  d’une 
fonction  u dont  la  variable  x a reçu  l’accroissement  h (23),  ne 
doit  en  général  renfermer  que  des  puissances  entières  de  h (20’ 
tant  qu’on  y laisse  x indéterminée;  mais  il  n’en  est  pas  ainsi 
pour  toutes  les  valeurs  particulières  de  cette  variable,  l’ar 


Digitized  by  Google 


IOÔ  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

exemple,  lorsque  x =■ a -+-  h,  la  fonction  • . . 

p 

u=  b c (x — a)»  • 

devient  ' 

t Z 

u'  ~b  + c{a  + h — a)i—  b-f-  ch, 

et  pareille  chose  aura  lieu  toutes  les  fois  qu’il  disparaîtra  une 
quantité  soumise  à un  radical  ; car  si  la  substitution  de  x-h  h, 
au  lieu  de  x,  change  en  général  en  < , 

^jV-\-ph-\-  qh-+-  etc., 

et  qu’une  valeur  particulière  de  x rende  P = o,  l’expressiop 
ci-dessus  deviendra 

T * i i 

"ylph  -t-  qh-\-  etc.  = hm  [p-\-  qh-+-  etc.)", 

dont  le  développement  ne  pourra  manquer  de  contenir  des 
puissances  fractionnaires  de  l’accroissement  h. 

Ce  changement  de  forme  est  la  suite  nécessaire  de  la  réduc- 
tion momentanée  que  la  disparition  du  radical  apporte  dans  le 
nombre  des  valeurs  de  la  fonction  proposée.  Dans  l’état  géné- 
ral de  la  fonction,  chaque  valeur  a son  accroissement  particu- 
lier qui  la  perpétue  : ainsi  pour 

u—  b ±^x — à, 

le  théorème  de  Taylor  donne  les  deux  séries 

u' — u = ±^[x  — a)  * hz+z~(x — a)  ’A’rfcetc; 


le  signe  supérieur  répond  à l’une  des  valeurs  de  «,  et  l’infé- 
rieur à l’autre.  De  même,  quand  la  fonction  dépend  d’une  équa- 
tion où  les  variables  sont  mêlées,,  l’expression  des  coefficients 
différentiels,  contenant,  outre  la  variable  indépendante,  la  fonc- 
tion elle-même,  reçoit  de  celle-ci  autant  de  valeurs  qu’elle  en 
comporte  (51),  et  le  nombre  des  accroissements  fournis  par  la 
série  de  Taylor  demeure  égal  à celui  des  valeurs  de  la  fonction. 

IMais,  dans  les  cas  particuliers  où  plusieurs  de  ces  valeurs  se 
réduisent  à une  seule,  il  faut  qu’à  cette  valeur  unique  répondent 
plusieurs  accroissements  divers,  pour  que  la  fonction  puisse 
recouvrer  toutes  celles  qu’elle  doit  avoir  en  général.  Or,  c’est 
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ce  qui  résulte  des  puissances  fractionnaires  de  A,  parce  qu’elles 
sont  susceptibles  d’un  nombre  de  déterminations  marqué  par, 
.le  degré  du  radical  qui  les  affecte.  Ainsi,  dans  l’exemple  ci- 
dessus,  lorsque  x = a,  on  a 

, • u — b,  u' — « — ± A 1 ; 

-LJ. 

les  deux  différences  4-  A*,  — A1,  appliquées  à la  valeur  unique 
« = A,  reproduisent  les  deux  valeurs  que  la  fonction  « com- 
'porte  en  général.  „ • 

89.  On  voit  bien  ici  que  le  coefficient  différentiel  de  la  fonc- 
tion «,  étant  exprimé  par 

J. 

u A’  _j_  i 

—fr==±1.==±  , 

h . ■ 

conserve  A au  dénominateur  et  devient  infini  quand  A = o, 
L’infini  ne  se  montre  pas  toujours  ainsi  au  premier  coeffi- 
cient différentiel  ; mais  on  le  trouve,  à partir  d’un  ordre  plus  ou 
moins  élevé,  dès  que  le  développement  de  «' — u doit  renfer- 
mer des  puissances  fractionnaires  de  A.' 

, Soit  en  général 

u'  = u 4-  PA“-+-  QA'3-+-. . .-H  T A*  4-  etc.; 

• . 

u'  étant  fonction  du  binôme  j+/i,  on  aura  -rr~  — -r— - (19), 

dn  ax  ' ' 

équation  dont  chaque  membre  est  aussi  une  fonction  de  x+ A. 
Si  on  les  différentie  successivement  par  rapport  à A et  par  rap- 
port à x,  il  viendra  • 

d’ u' d’w'  d’n'  dJw'  ,,  , d’w' d’«' 

dA1  dxdA’  dxdA  ûx*’  °U  dAJ  d-r’  ’ 

et  ainsi  des  autres,  ce  qui  fait  voir  que  la  fonction  u'  a,  par 
rapport  à A,  les  mêmes  coefficients  différentiels  que  par  rap- 
port à x : on  passe  ensuite  à ceux  de  u,  en  faisant  A = o. 

Cela  posé,  un  terme  quelconque  TA*  en  produit,  dans  l’ex- 
d nv! 

pression  de  un  de  la  forme 

• («—*)(•  — a),.. («  — »'4-i)TA*_". 

Tant  que  le  nombre  n sera  au-dessous  de  «,  l’exposant  t — n 
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étant  positif,  la  supposition  de  h = o fera  évanouir  ce  terme; 
et  si  le  nombre  * = n,  if  viendra 


d"  h' 
d/t" 


iT; 


mais  si  le  nombre  s est  fractionnaire,  l’exposant  e. — n pôsserÿ 
du  positif  au  négatif  sans  s’évanouir.  Dans  ce  dernier  cas.^jui  a 
lieu  dès  que  n surpasse  e,  le  terme  devient  infini  lorsqu’on  y 

• d"  u 

fait  A = o,  et  par  conséquent  aussi  la  valeur  de  dont  il  fait 
partie. 

11  est  visible  que  les  termes  à exposant  fractionnaire  peuvent 
cire  précédés  par  des  termes  où  l’exposant  est  entier,  ce  dont 
la  fonction  très-simple 

u = bx“-+-  c (x  — - a)» 


offre  un  exemple  quand  ^ > m,  et  qu’on  y fait  x ==  a : ses 

coefficients  différentiels  demeurent  finis  jusqu’à  l’ordre  ni  in- 
clusivement. < • 


90.  Il  faut  bien  observer  que,  dans  ce  qui  précède,  c’est  |a 
quantité  comprise  sous  les  radicaux  qui  s’anéantit;  car  les  ra- 
dicaux pourraient  aussi  disparaîfre,  s’ils  étaient  multipliés  par 
un  facteur  que  la  valeur  particulière  de  x rendît  nul  : on  en  a 
vu  un  exemple  au  n°  85;  mais  ce  cas  ne  fait  point  exception  à 
la  série  de  Taylor,  parce  que  les  radicaux  qui  ont  disparu  dans 
la  valeur  de  la  fonction  reparaissent  dans  ses  coefficients  dif- 
férentiels. ' . ‘ ■ 

Soit,  par  exemple, 

■■■>  u = b±[x — a)m\Jx — c; 

la  supposition  der=a,  qui  rend  égales  les  deiix  valeurs  de  m,  ' 
ne  fait  disparaître  les  coefficients  différentiels  que  jusqu’à  l’or- 
dre m exclusivement,  puisqu’en  opérant  ici  comme  dans  le 
n°  57,  on  trouve  que  tous  les  coefficients  différentiels. des 
ordres  inférieurs  contiennent  le  facteur  x — a à chacun  de 
leurs  termes,  mais  que 

dm  fi  j 

1 ;v*  — c+.cte.  . ... 
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Ce  coefficient  différentiel  et  ceux  qui  le  suivent,  ayant  cha- 
cun deux  valeurs,  forment  deux  séries  qui  reproduisent  les 
valeurs  de  la  fonction  proposée. 

91.  Les  considérations  géométriques  confirment  les  re- 
marques précédentes;  on  voit  que  la  courbe  de  lay?g.  26,  qui 
n'a  qu’une  seule  ordonnée  au  point  E correspondant  à l’ab- 
scisse AC,  ne  peut  en  avoir  deux  sur  l’abscisse  consécutive  A c, 
que  parce  que  l’ordonnée  CE  reçoit  deux  changements  distincts 
qe  et  qe'  ; mais  les  ordonnées  ce  et  ce'  n’éprouveront  plus  cha- 
cune qu’un  seul  changement  quand  on  partira  d’une  abscisse 
différente  de  AC. 

La  même  chose  arrive  au  point  multiple  G où  deux  branches 
de  la  courbe  se  coupent  ; l’ordonnée  particulière  FG  éprouve 
aussi  pour  un  seul  accroissement  d’abscisse  F / deux  change- 
ments rg  et  rg J. 

92.  Non-seulement  la  série  qui  exprime  le  changement 

d’une  fonction  doit,  dans  certains  cas  particuliers,  contenir 
des  exposants  fractionnaires,  mais  il  peut  s’en  trouver  aussi  de 
négatifs.  \ -, 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  •’ 


P 


P ne  renfermant  pas  le  facteur  x — a,  le  changement  de  x en 
a-Jrh  donnerait  " 

P -f-  -f-  qh>  4-  etc. 

U y 

tr 

.expression  qui  contient  des  puissances  négatives  de  h.  C’est  ce 
qui  arrive  aussi  à la  fonction  1#,  lorsque  # = 0;  et,  en  effet, 
une  fonction  qui  devient  infinie  lorsque  x=a,  ne  peut  rentrer 
dans  les  quantités  finies,  quand  x = a-\-  h,  que  par  un  change- 
ment infini. 

93.  Les  divers  cas  singuliers  que  nous  venons  d’examiner, 
ne  tenant  qu’à  des  valeurs  particulières  de  la  variable  indépen- 
dante, ne  sauraient  infirmer  les  conclusions  tirées  de  l’état 
général  de  la  fonction  ; et  l’on  peut  les  éviter  dans  la  discus- 
sion des  courbes,  en  considérant  ce  qui  se  passe  avant  et  après 
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le  point  dont  on  veut  connaître  la  nature;  en  sorte  que  la  re- 
cherche des  points  singuliers  se  réduit  à cette  règle  aussi  géné- 
rale que  sûre,  et  qui  n’exige  que  l’emploi  du  Calcul  différen- 
tiel : On  obtiendra  généralement  l’indication  de  l’abscisse  à 
laquelle  répond  un  point  singulier,  en  cherchant  dans  quel  cas 
les  coefficients  différentiels,  à partir  d’un  ordre  quelconque, 

deviennent  nuis,  ou  infinis.  Ou  ~ On  assignera  l’espèce  du 

point,  i°  en  examinant  combien  il  passe  de  branches  de  la 
courbe  à ce  point,  et  si  elles  s’étendent  ou  non  en  deçà  et  au 
delà;  2"  en  déterminant  la  position  de  leur  tangente;  3°  le  sens 
dans  lequel  elles  tournent  leur  concavité  (*). 


Recherche  des  vraies  valeurs  des  expressions  qui  deviennent  ~. 

94.  On  a vu  dans  ce  qui  précède  que  les  coefficients  diffé- 
rentiels se  présentaient  quelquefois  sous  la  forme  ^ qui  paraît 

indéterminée  ; néanmoins  ils  ont  toujours  une  valeur  détermi- 
née qu’il  peut  être  utile  de  connaître,  et  a laquelle  on  parvient 
par  les  principes  que  je  vais  exposer. 

Supposons  d’abord  ces  coefficients  donnés  immédiatement 
par  la  variable  indépendante.  Lorsqu’ils  sont  sous  une  forme 
fractionnaire,  si  leur  numérateur  et  leur  dénominateur  ont  un 

facteur  commun,  la  valeur  qui  le  fera  évanouir  donnera  - : 

n o 

cependant  il  est  visible  que  toute  expression  de  la  forme 

P(.r  — a )" 

Q {x  — «)*’ 

qui  devient  ^ quand  a néanmoins  une  vraie  valeur  qui 

est  nulle,  finie  ou  infinie,  selon  que  m^>n,  m = n,  m<C_n, 


(*)  En  quittant  ce  sujet,  je  ferai  observer  que  la  marche  suivie  dans  ce  qui 
^précède,  pour  déterminer  les  points  singuliers  des  courbes,  était  déjà  tracée 
dans  le  premier  volume  du  Trailé  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral , 
ire  édition,  et  que  la  règle  ci-dessus  se  trouve  dans  la  première  édition  de  cet 
abrégé.  * * v* 


..  ; v* 
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III 


puisqu’en  effaçant  les  facteurs  communs  à ses  deux  termes,  on 
obtient 

v P (ar*—  a)m~f r'  P P 


P 

ou  Q, 


7 vf  «-»  OU  TT; r: — ~w 

Q Q(ar — a)"-” 

II  serait  bien  facile  d’arriver  à ces  résultats,  si  le  facteur 
x — a était  en  évidence  comme  dans  l’exemple  du  n°  85;  mais 
on  peut  toujours  l’y  mettre  par  la  considération  du  changement 
des  fonctions,  ainsi  qu’il  suit. 

X • 

Soit  rrr  une  fraction  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur 

' • 

s’évanouissent  tous  deux  quand  x = a ; en  substituant  a 4- A, 
au  lieu  de  x,  les  fonctions  X et  X'  se  développeront  en  séries 
de  la  forme  ’ . . . - ■ 

AAg4-  B A^4-  etc.,  A'Ag'-t-  etc.. 


et  ascendantes,  c’est-à-dire  dans  lesquelles  les  exposants  a, 
p,  etc,,  iront  en  croissant  et  seront  positifs,’ puisque  ces  séries 
devront  devenir  nulles  dans  l’hypothèse  de  A = o,  qui  répond 
à celle  de  x = a.  Au  lieu  de  la  fraction  proposée,  on  aura  donc 


AAg4-BA<34-etc« 

A' A“'  4-  B'  h,P  -t-  etc.  ' 

expression  dont  les  deux  ternies  ont  un  facteur  commun,  en  A, 
et  qui  peut  présenter  les  trois  cas  <*  >■  a',  a = a!  et  a<  a'. 
Dans  les  deux  premiers,  elle  se  réduit  à 

* AAg— g 4- BA^~g  4- etc. 

A'  4-  B'  hP~  4-  etc.  ’ 

X 

et  si  l’on  y fait  h — o,  pour  revenir  à la  valeur  que  prend 
quand  x = a,  le  résultat  est  nul  toutes  les  fois  qpe  a surpasse 

* a 

a',  et  est  égal  à p lorsque  <*==<*'.  Dans  le  troisième  cas,  au 
contraire,  où  a •<<*',  on  a 

A4-BA^-g4-etc. 

A'  A*'~  * 4-  B'  A*'-«-t-  etc.  ’ 

ce  qui  devient  infini  par  la  supposition  de  A = o. 
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Dans  tous  les  cas,  la  vraie  valeur  ne  dépend  que  du  premier 
terme  de  chaque  série 

Ainsi,  pour  trouver  la  vraie  valeur  des  fonctions  qui  se  pré- 
sentent sous  la  forme  indéterminée  -,  cherchez  le  premier  terme 

de  chacune  des  séries  ascendantes  qui  expriment  le  développe- 
ment du  numérateur  et  du  dénominateur,  lorsque  x = a -+-  h ; 
réduisez  à sa  plus  simple  expression  la  nouvelle  fraction  for- 
mée de  ces  premiers  termes,  et  faites  ensuite  h =o  : le  résultat 
que  vous  obtiendrez  sera  la  vraie  valeur  que  prend  la  fraction 
proposée  lorsque  x=KA*  •- 

95.  Quand  le  second  état  des  fonctions  X et  X',  correspon- 
dant à jf  = « -+-  h,  peut  se  développer  par  le  théorème  de  Tay- 
lor, on  obtient 


v dX  h 

X+  -5—  -4 
dx  t 

~ d X'  Ti 

X'  + y 

d x i 


d’X  A»  d3X  A5 


da“  i,2  da3  i.2.3 


etc. 


d3  X'  A3  d3X'  A3 


da3  i . 2 


-+- 


r-+-  etc. 


dx3  i .2.3 

et  si  la  valeur  x^=a  fait  disparaître  X et  ses  coefficients  diffé- 
rentiels jusqu’à  l’ordre  m,  X'  et  ses  coefficients  différentiels 
jusqu’à  l’ordre  n,  la  fraction  proposée  se  réduit  à 

d™X  A» 


dx"  1.2.3.  m 


etc. 


d’X'  A’ 
da"  î .2.3. . . n 


etc." 


quantité  qui  sera  nulle  si  m > ra,  infinie  si  m < n,  et  égale  à 
d"X  . 

-,  : si  m=  n.  ' - * 

dmX 

Venons  aux  applications. 


- | 

96.  i°.  La  formule  - — -,  qui  exprime  la  somme  des  n pre- 
miers termes  de  la  progression  par  quotient  H ita:a3:a3:  etc., 
devient  ^ quand  x — t;  cependant  cette  somme,  dans  la  pro- 
gression H i : i : i : il  çtc.,  à laquelle  on  est  conduit  alors,  a une 
valeur  déterminée,,  et  égale  à n,  que  la  règle  précédente  va 
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nous  donner  aussi*  En  effet,  après  avoir  différenlié  le  numéra- 


teur et  le  dénominateur  de  l’expression 


x" — i 

X 1 


■>  on  trouve 


nx"~'  dx 
àX 


î et  en  écrivant  i au  lieu  de  x,  il  vient  n. 


2°.  La  vraie  valeur  de 


ax1 — 2 acx  -+-  ac 3 


» dans  le  cas  où 


hx 2 — 2 bcx  + bc* 
x = c,  ne  peut  s’obtenir  qu’après  deux  différentiations,  car  la 


ax  — ac 


première  donne  ^ résultat  qui  devient  encore  mais 

en  le  différentiant  on  trouve  y 
3°.  Si  l’on  cherche  la  valeur  de  la  fraction 

n . • 

x3- — ax7 — a7x  4-  a5 
x 2 — a 7 , ’ 

lorsque  x = a,  on  tronvera,  après  avoir  différentié  une  fois  le 
numérateur  et  le  dénominateur,  que  le, premier  seul  devient 
encore  nul  quand  on  meta  au  lieu  de  x;  ce  qui  apprend  que 
la  vraie  valeur  de  la  fonction  proposée  est  nulle.  Le  contraire 
aurait  eu  lieu  pour  la  fonction  - 

ax  — x1 


a 1 — 2a3 x 4-  2 ax3 — x* 

/ 

4°.  La  fonction  transcendante  — — — > qui  devient  ^ lorsque 

x = o,  étant  traitée  de  même,  donne  a*\a  — 6*1  è,  qui  se  réduit 
à la  — Iù. 

Ce  résultat  s’obtient  tout  de  suite  en  substituant  aux  fonc- 
tions a3  et  b1  leurs  développements  (27),  car  on  trouve 

f^==Ià.Lii  + t(|a)l__(, 4- etc., 

et  la  supposition  de  x — o réduit  le  second  membre  de  cette 
équation  à son  premier  terme.  En  faisant  l’opération,  on  remar- 
quera qu’il  y a un  facteur  x qui  disparaît  par  la  division. 

» » . i — sin;r4-cos.r  ..  . . o , 

' 5°.  La  fonction  se  réduit  a - lorsque  l are 

sinx-t-cos#  — i o n 

x=\ i;  mais  en  y appliquant  la  règle,  on  trouve  que  sa  vraie 

valeur  est  alors  i. 


6'  cil.  I. 
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6".  J’indiquerai  encore  les  fonctions 


a — x — a\a-+-alx 


a — ^9.  ax — x7 


et 


x * — x 


i — x -+-  la-’ 


dont  la  première  devient  - lorsquex=a,  et  la  seconde  lorsque 
x = i : leurs  vraies  valeurs  sont  respectivement  — i et — 2. 

97.  Quand  les  facteurs  qui  s’évanouissent  dans  les  deux  ter- 
mes de  la  fraction  proposée  sont  élevés  à des  puissances  frac- 
tionnaires, les  développements  ne  pouvant  plus  s’obtenir  par 
la  série  de  Taylor  (88),  le  procédé  du  n°  95  ne  réussit  pas. 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  — ■ 


yi  quoiquela  vraie  valeur 

(a:  — a)’  ' • ■ . 

JL 

de  cette  fraction,  lorsque  x = a,  soit  ( 2 a)’,  on  n’y  parviendrait 
jamais  par  la  différentiation  : on  trouverait  successivement 

3 x [x* — a’)*  - 


\_ 

3 (x1—  a1)’  -+-3  x1  (x,J—  à' 


; ‘ ^ .» 


etc. 


Le  premier  de  ces  résultats  devient  encore quand  on  fait 

x — a,  et  la  même  supposition  rend  infinis  les  numérateurs  et 
les  dénominateurs  de  chacun  des  suivants.  Si  l’on  fait  disparaî- 
tre les  exposants  négatifs,  en  passant  au  dénominateur  ceux 
qui  se  trouvent  dans  le  numérateur,  et  vice  versâ,  les  expres- 
sions nouvelles  qui  naîtront  de  ce  changement  se  réduiront 

’ ' v 

x O , 

toutes  a -•  Mais  si  l’on  a recours  au  développement  immédiat 

( — ■—  Q?  ) * ' ** 

suivant  la  forme  du  n°94-,  la  fraction  — » devient 

■ {*-—  «F 

• h ah  4-  h')1  , ' 

5 — ^=(204-/1)', 


i 
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en  changeant  x en  a -)-/«;  et  faisant  h =o,  on  obtient  la  vraie 
valeur  (2a)\  . • 

Le  même  procédé  paraîtra  quelquefois  plus  commode  que 
la  différentiation,  dans  le  cas  où  elle  peut  s’employer.  Ce  n’est', 
par  exemple,  qu’après  avoir  différente  quatre  fois  de  suite  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction 

x2 — 4 ax2-h  7 a?x  — là?  — ia'\jï.gx  — a 3 

x*—2 ax  — a3- f- 2 as/zax—x*  ’ ' i 

qu’on  parvient  à en  trouver  la  vraie  valeur,  dans  le  cas  où  a:  = a. 

En  écrivant  a-+-fi  au  lieu  dex,  comme  le  prescrit  la  règle, 
il  vient  ■_  • ,. 

îa’+aa’A  — a/i’-j-h 2 — 2 a3  \/a3  3 ah 

• — 2 a3  4-  h3-+-  2 a ÿa3 — A3  • 

• réduisant  en  série  les  deux  quantités  radicales,  on  aura  ..  ' 


\/a2-h  2 ah  — a-h  k — — ~f-  — — -f-  etc., 

2 a 2 a2  8 a2  ’ 


h 3 


\Ja2 — h3  — a — — — etc. 

2a  8 a1 

I , { -t  ' ' 

La  substitution  de  ces  deux  suites,  dans  la  fraction  précé- 
dente, donnera  — 5 a pour  la  vraie  valeur  cherchée.  * 

98.  Une  fonction  peut  encore  se  présenter  sous  plusieurs 

formes  indéterminées,  différentes  en  apparence  de  - , mais  nui 

o * 

dans  le  fond,  reviennent  au  même,  et  qu’il  est  bon  de  con- 
naître. 

• .'  * * a /fciA  T» ' 

\ 

i°.  Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  — peu- 
vent  devenir  infinis  en  même  temps;  mais  cette  fraction  étant 


écrite  ainsi  : — » se  réduit  à -»  lorsque  X et  X'  sont  infinis, 
r o 2 

X 

2°.  Il  peut  arriver  qu’on  rencontre  un  produit  composé  de 
deux  facteurs,  fun  intini  et  l’autre  nul.  Soit  PQ  ce  produit;  si 

'•  . •/  ' . - 8. 
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la  supposition  de  x = a donne  P = o,  Q = ->  on  observera 

Pi  o 

que  PQ  = — » que  ^ = o ; et  sous  cette  forme,  PQ  deviendra  -• 

Q 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  fonction 


(i  — x)  tang-«.r, 

«désignant  la  demi-circonférence.  Quand  on  y fait  x = i,  le 
premier  facteur  devient  nul  et  le  second  infini;  mais  comme 


1 i 

; = COt  - KX, 

tang7«a?  2 


on  obtient 


* (1  — x)  Ung~nx  = ^—-^-  , 

V ' 0 2 cot|  nx  . 


fonction  dont  la  vraie  valeur  - se  trouve  par  le  procédé  du 

7T 


99.  Si  l’on  demandait  la  valeur  que  reçoit  la  fonction  — 

1 x* 

quand  x est  infini,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  limite  de 
cette  fonction,  on  ne  pourrait  y parvenir  par  aucun  des  procédés 
•dont  nous  avons  fait  usage  jusqu’à  présent,  à cause  de  l’impos- 
sibilité de  réduire  1#  en  série  (29),  et  il  faudrait  recourir  aux 
considérations  particulières  à la  nature  de  la  fonction  propo- 
sée \x.  , 

En  .changeant  x en  n et-«  en  x,  dans  le  développement  de 

o^gjjprij^.çurait 

nl  r n.J  fl  .rl5  n3fl.r^  • 


=ï3__r+_ 

iclurait 

I .2 

H 1 4-  etc., 

1.2.3 

1 

X 

1 n\x  1 

n2  (1  x 

)’  n3(\xy  . 

I 

w t 

1.2 

1 Civ* 

1.2.3 

V , 

I 

r • ' 

-r  - , n2\x  n’flar)1 

- — f n-( 1 — - - 

IX  1.2  1.2.3 


r.w 
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quantité  qui  tend  à devenir  nulle  à mesure  que  x augmente,  au 
moins  tant  que  n n’est  pas  d’une  petitesse  comparable  à celle 

de  t98)- 

II  suit  de  là  que  l’expression  inverse  ^ est  infinie,  sous  les 
mêmes  conditions. 

Ceci  conduit  à la  valeur  que  prend  le  produit  x"]x,  quand 

I 1 y 

x=o;  car  en  faisant  x = -,  on  trouve  x" \x  = ^ilesecond 

7 7" 

membre  devenant  nul  lorsque  y est  infini , il  s’ensuit  que 
■r“l.r  = 0,  lorsque  x—  o. 

100.  La  vraie  valeur  des  coefficients  différentiels  donnés  par 
une  équation  où  les  variables  sont  mêlées,  s’obtient  d’une  ma- 
nière analogue,  en  passant  aux  équations  différentielles  des 

du  du  , , . 

ordres  supérieurs.  En  effet , si  ^ et  ^ s anéantissaient  dans 
le  développement  de 

i[x->rh,  7 + A ) — f(x,  7)  = o,  (48), 
il  se  réduirait  à 

d’u 


d’u  .a 

dp"  +ad^d/ 


hk  -4-  k’  4-  etc.  = o; 
,d7 


en  y faisant  k — uk,  on  aurait  pour  déterminer  la  limite  de  », 
ou  ^ ; l’équation 


d’u  d / d’ « /d  rV Q 

d-rd/dx  d/’\dx/  ’ 


dx 

d ’u 

dP^^d: 

du  second  degré,  par  rapport  au  coefficient  différentiel  cher- 
ché,' et  donnant  par  conséquent  deux  valeurs  au  lieu  d’une 
seule  qu’eût  fournie  l’équation 

du  dudj 

dx^d/dx  °’ 

si  elle  n’était  pas  devenue  illusoire  (48). 

Il  est  facile  de  voir  que  si  les  trois  fonctions 
d’u  d’ u d’u 

dx1’  dxdy’  dj’  •••/' 
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devenaient  nulies,  on  tomberait  sur  une  équation  du  troisième 
degré,  et  ainsi  de  suite. 

Ces  équations  élevées  résultent  des  différentiations  succes- 
sives de  la  première,  en  y regardant  d#  et  dy  comme  con- 
stants : mais  il  n’est  pas  nécessaire  de  s’arrêter  à cette  considé- 
ration, parce  qu’on  retrouve  ces  mêmes  équations  dans  la  suite 
des  différentielles  fournies  par  la  proposée  h = o;  car  la  pre- 
mière 

du  . du . 

didx  + d^  = 0’ 
étant  représentée , pour  abréger,  par 

r ■ ; . * 

Md#  4-  Nd/  = o, 

sa  différentielle  prise  en  y regardant  y comme  fonction  de  x, 
suivant  la  règle  du  n°  50,  est  de  la  forme 

P d#5  4-  Q d x d/  + R d y1  -4-  N dJ  y = o, 
et  se  réduisant  à 

Pd#5-!-  Qd#d/4-  R dy,=  o, 

quand  N = o,  devient  du  premier  ordre;  elle  donne  alors  deux 
valeurs  de  d/,  et  par  conséquent  de  au  lieu  d’une  seule. 

Si  les  coefficients  P,  Q,  R s’anéantissaient  aussi , il  faudrait 
passer  alors  à l’équation  différentielle  du  troisième  ordre,  qui 
deviendrait  du  premier.  On  verra  bientôt  des  applications  de 
cette  remarque  (108),  c’est  pourquoi  je  n’en  donne  point  ici. 

101.  La  détermination  des  maximums  et  des  minimums  étant 
l’une  des  plus  importantes  de  l’analyse,  je  crois  devoir  la. re- 
prendre d’une  manière  générale  et  indépendante  de  la  consi- 
dération des  courbes. 

On  a déjà  vu  (83)  que  le  caractère  essentiel  du  maximum 
consiste  en  ce  qu'il  surpasse  en  même  temps  les  valeurs  qui  le 
précèdent  et  celles  qui  le 'suivent  immédiatement  ; le  contraire 
a lieu  pour  le  minimum  : il  est  moindre  que  les  valeurs  qui  te 
précèdent  et  qui  le  suivent  immédiatement. 

“Considérons  sous  la  forme  la  plus  générale  le  développe» 
ment  du  second  étal  de  « = f(.r),  lorsqu’on  don  de  à r une 
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valeur  particulière  a,  et  qu’on  change  ensuite  a en  a -+-  A ; et 
faisons  en  conséquence 

«'=«(+  P A*-+-  Q A^-+-  R K< -+-  etc., 

lès  exposants  a,  p,  7,  etc.,  étant  entiers  ou  fractionnaires,  mais 
rangés  suivant  l’ordre  de  leur  grandeur,  en  commençant  par  le 
plus  petit.  Cela  posé,  l’état  de  «,  correspondant  à a — A se  dé- 
duira de  en  écrivant  — A au  lieu  de  A;  et  en  le  désignant 
par  on  aura 

A 

«,=  « + P ( — A)a-i-  Q ( — A)^-|-  R (—  A)''-f-  etc., 

d’où  il  suit  que  les  différences  entre  l'étal  primitif  u et  les  états 
precedents  et  suivants,  seront 

u, — u = P ( — A)*-+-Q  ( — A)^-+-  R ( — A y 4-  etc., 

u, — «=PA*  -+-  Q A'9  -4-  RA'"'  -4-etc.; 

mais  elles  doivent  être  toutes  deux  négatives  quand  u est  un 
maximum,  positives  dans  le  cas  contraire,  et  cela  quelque  petit 
que  soit  l’accroissement  A : il  faut  donc,  dans  l’un  et  l’autre 
cas,  que  les  premiers  termes  P ( — A)“  et  PA*  soient  de  même 
signe.  Or,  le  coefficient  P étant  une  fonction  de  a,  qui  ne 
change  point  de  signe,  il  faut  pour  que  la  puissance  a de  A n’en 
change  pas  non  plus,  que  son  exposant  soit  un  nombre  ppir, 
ou  une  fraction  qui,  réduite  à sa  plus  simple  expression,  ait  un 
numérateur  pair.  On  aura  alors 

u , — m = PA*-i-  etc., 
u' — u = P A*-t-  etc.; 

si  P a par  lui-même  le  signe  ces  deux  différences  seront  po- 
sitives, et  « sera  qn  minimum;  si  P a le  signe  — , ces  mêmes 
différences  seront  négatives,  et  u sera  un  maximum. 

102.  Pour  appliquer  la  remarque  précédente  à la  détermina- 
tion qui  nous  occupe,  il  faut  distinguer  le  cas  où  l’exposant  a 
est  entier,  de  celui  où  il  est  fractionnaire. 

Dans  le  premier  cas,  la  série  de  Taylor  s’accorde  avec  le  dé- 
veloppement de  u',  au  moins  jusqu’au  terme  PA*  inclusive- 
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ment  (89),  en  sorte  que 

P = 


d*  u 


et  puisque  l’exposant  a doit  être  un  nombre  pair,  quand  u 
est  un  maximum  ou  un  minimum,  il  faut  d’abord  que  la  sup- 
position de  a:  = a fasse  évanouir  le  coefficient  différentiel 

qui  est  d’ordre  impair:  a est  donc  une  des  racines  de  l’é- 
quation ^ = o.  11  faut  en  outre  que  cette  même  valeur  ne 
d*  ii 

rende  pas  nul  j— p ou  que,  si  cela  arrive,  elle  rende  nul  aussi 

mais  non  pas  et  en  général,  que  le  premier  des  coef- 
ficients différentiels  qu’elle  ne  fait  pas  évanouir  soit  d’ordre 
pair;  elle  rendra  alors  u maximum,  si  ce  dernier  coefficient  est 
négatif,  et  minimum  dans  le  cas  contraire.  Voilà  pour  le  cas 
où  l’exposant  a est  entier. 

S’il  est  fractionnaire  et  > i,  la  valeur  x — a,  qui  donne  au 
développement  de  «'  la  forme  particulière  qu’il  prend  alors, 
doit  anéantir  tous  les  coefficients  différentiels  des  ordres  dont 

l’exposant  est  •<  a (89):  l’équation  = ° indiquera  donc  en- 

corfe  cette  valeur  x — a\  mais  pour  s’assurer  si  elle  donne  un 
maximum  ou  un  minimum,  il  pourra  être  nécessaire  de  calculer 
à priori  les  différences  u, — « et  m'—  u,  dans  la  supposition 
de  h très-petite,  afin  de  savoir  si  leurs  premiers  termes  sont 
de  même  signe  et  quel  il  est 

Enfin,  quand  a < i , ^ devenant  infini,  c’est  alors  l’équation 


-r-  =°, 
d u 

<ix 

qui  indique  la  valeur  x = a,  dont  la  propriété  se  discute, 
comme  il  vient  d’être  dit  pour  le  cas  où  « > i . On  voit  encore 
par  là,  comme  dans  le  n°83,  que  pour  embrasser  les  différents 
ras  de  la  détermination  des  valeurs  de  x,  qui  peuvent  rendre 
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la  fonction  u maximum  ou  minimum,  il  faut  examiner  toutes 
celles  qui  rendent  nul  ou  infini;  mais  je  pense  que  la  ma- 
nière ia  plus  simple  de  faire  cet  examen,  sera  le  plus  souvent 
de  chercher  si  change  de  signe  ou  non  (83),  aux  environs 

de  la  valeur  trouvée  pour  x. 

L'application  des  règles  précédentes  à la  fonction 

u = b-\-c[x — a)m, 

qui  m’a  servi  d’exemple  dans  le  n°  83,  est  trop  simple  pour  s’y 
arrêter;  c’est  pourquoi  je  passerai  aux  questions  suivantes. 

103.  Partager  une  quantité  a en  deux  parties , de  manière 
que  le  produit  de  la  puissance  m de  la  première  par  la  puis- 
sance n de  la  seconde,  soit  le  plus  grand  de  tous  les  produits 
semblables  qu’on  pourrait  former. 

Soit  x une  des  parties,  de  a;  l’autre  sera  a — x;  et  le  pro- 
duit dont  on  cherche  le  maximum  étant  représenté  par  u,  on 
aura  « = xm  [a  — x)n,  d’où  l’on  tirera 

d u 


d x 


mx"~'  ( a — x)" — nx"[a  — x) 


= [ma — mx  — na:]a^_'(rt  — -r)"-1;  • 

et  en  égalant  à zéro  chacun  des  facteurs  de  ce  résultat,  on  trou- 


vera 


x—  o,  x — a. 


. La  première  de  ces  valeurs  répond  à un  maximum;  car  lors- 

•*  ’ (J*  Il 

qu’on  la  substitue  dans  l’expression  générale  de  elle 

donne  la  quantité  négative' 


m' 


/fl  1 


(m  -+-  « )«■+»-» 

Les  deux  autres  répondront  à des  minimums,  lorsque  m et  « 
seront  pairs,  comme  on  peut  s’en  assurer  par  l’examen  des  coef- 
ficients différentiels,  ou  plus  simplement  encore,  en  faisant 
x=±h  clx  = a±h.  On  trouvera  toujours  un  résultat  posi- 


S- 
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tif  dans  l’un  et  l’autre  cas,  quel  que  soit  le  signe  qu’on  donne 
à A,  ce  qui  prouve  que  la  fonction  proposée,  après  avoir  décru 
jusqu’à  devenir  nulle,  ne  passe  point  au  négatif,  mais  qu’elle 
recommence  à croître. 


104.  Je  considérerai  encore  la  fonction  que  y désigne  dans 
l’équation 

y' — ÎIM/+*1 — a’=o, 


dont  la  différentielle  est 

(y — mx)dy — [my — ar)dx  = o (49); 

il  viendra 

dy  nty  — x '•  , 


dx  y — mx' 


d’où  l’on  tirera 


my — x = o. 


Pour  obtenir  la  valeur  de  x,  il  faudra  combiner  cette  dernière 
équation  avec  la  proposée;  on  aura  par  ce  moyen 


X X1 

y = — > — : — X1 — a1  — o, 

J m m' 


d’où  il  résulte 


ma 


ll — 1 


>17= 


m 1 . 


d’r 


Il  reste  à examiner  ce  que  devient  le  coefficient  -=-•  La  dif— 
^ d#1 

férentielle  seconde  de  l’équation  proposée  donne  la  suivante, 

d’ r d r1  d y 
(y—  mx )■=■  ■+■  — 2 m =-  -t-i  = o, 

' n r>  n n r 


dy 


«pic  la  supposition  de  — = o réduit  à 

(1 X 


(r  — mx)^£  -M=o, 


et  d’où  l’on  lire 


d’j 


do.-’ 


y — mx 
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puis  mettant  la  valeur  de  x et  celle  de  /,  on  trouve 

d3  y i 

d#3  a^i — 

ce  résultat  étant  négatif,  montre  que  la  valeur  de  y,  déterminée 
ci-dessus,  est  un  maximum. 

. -V  ' " v . * - 

• « 

Exemple  de  l’analyse  d’une  courbe. 

105.  On  divise  les  lignes  en  différents  ordres  d’après  le  de- 
gré de  leur  équation.  La  ligne  droite  forme  le  premier  ordre, 
parce  qu’elle  représente  l’équation  générale  du  premier  degré 
à deux  indéterminées.  Les  lignes  du  second  et  du  troisième 
ordre  sont  celles  dont  les  équations  montent  au  second  ou  au 
troisième  degré,  et  ainsi  des  autres.  Newton,  considérant  que 
le  premier  ordre  ne  renfermait  que  la  ligne  droite,  et  que  les 
courbes  ne  commençaient  à se  montrer  que  dans  le  second, 
divisa  ces  dernières  en  genres,  et  nomma  courbes  du  premier 
genre  les  lignes  du  second  ordre,  courbes  du  deuxième  genre 
les  lignes  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

Les  lignes  d’un  même  ordre  se  subdivisent  en  espèces,  par 
la  considération  des  principales  circonstance?  de  leur  cours. 

S’il  était  possible  de  résoudre  les  équations  de  tous  les  dé- 
grés,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  suivre  le  cours  de  la 
courbe  que  représente  une  équation  algébrique  quelconque. 
En  effet,  supposons  que  cette  équation  étant  résolue  par  rap- 
port à l’une  des  indéterminées  qu’elle  renferme,  y par  exem- 
ple, fournisse  les  différentes  racines  X',  X",  X",  etc.,  qui  se- 
ront nécessairement  des  fonctions  de  x et  de  constantes  ; la 
question  se  réduira  à examiner  en  particulier  le  cours  de  cha- 
cune des  lignes  produites  par  les  équations 

r=X',  y = X",  y = X'",  etc., 

lorsqu’on  donne  à x toutes  les  valeurs  tant  positives  que  néga- 
tives, que  peuvent  admettre  les  fonctions  X',  X",  X*,  etc.,  sans 
cesser  d’être  réelles.  Ces  lignes  seront  autant  de  branches  de  la 
courbe  que  représente  l’équation  proposée. 

L’étendue  de  chaque  branche  sera  déterminée  par  celle  que 
comprennent  les  diverses  solutions  dont  est  susceptible  l’é- 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


ia4 

quation  qu’elle  représente  en  particulier.  Si  parmi  les  quantités 
X',  X",  X"',  etc.,  il  s’en  trouve  qui  deviennent  infinies,  ou  dans 
lesquelles  on  puisse  supposer  x infini,  il  en  naîtra  des  bran- 
ches dont  le  cours  sera  infini,  puisqu’elles  pourront  s’éloigner 
indéfiniment  de  l’un  des  axes  ou  de  tous  les  deux  à la  fois.  . 

Dans  les  courbes  algébriques,  une  branche  ne  s’arrête  que 
parce  que  l’expression  de  son  Ordonnée  devient  imaginaire; 
mais  le  cours  de  la  courbe  proposée  n’est  pas  interrompu  pour 
cela  : il  arrive  seulement  alors  que  deux  branches  se  réunissent 
et  se  continuent  réciproquement. On  s’en  convaincra  en  obser- 
vant que  les  valeurs  imaginaires  de  y sont  nécessairement  en 
nombre  pair,  et  que  celles  d’un  même  couple  ont  été  réelles  et 
égales  avant  de  devenir  imaginaires.  En  effet,  l’équation  propo- 
sée pouvant  toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  pre- 
mier et  du  second  degré,  si  l’on  représente  par  y 1 — 2 P y-y  Q = o 
un  de  ces  derniers,  on  verra  que  ses  racines,  P±v’PJ — Q» 
ne  deviennent  imaginaires  qu’à  cause  que  Q devient  plus  grand 
que  P5,  de  moindre  qu’il  était  d’abord,  et  qu’il  y a par  consé- 
quent un  point  où  les  fonctions  de  a:  que  désignent  les  lettres 
P et  Q,  sont  telles  que  P3  = Q,  ce  qui  anéantit  la  quantité  ra- 
dicale, et  donne  pour  / deux  valeurs  égales. 

Si  plusieurs  branches  se  coupent  dans  un  point,  il  arrivera 
aussi  qu’un  pareil  nombre  de  valeurs  de  y deviendront  égales. 

106.  Soit,  pour  exemple,  l’équation 

y* — 96a’J'3^-^ooa3a^, — x'—  o. 

Cette  équation,  résoluble  à la  manière  de  celles  du  second  de- 
gré, soit  par  rapport  à y,  soit  par  rapport  à x,  donne 

y — ± v^4  8 fl’  ± a3o4  a1  ■ — 1 00  a5  x'-y  x*  ; 


et  si,  pour  abréger,  on  fait 

23o4  a{ — 100  a ' jr!-i-  x 4 = N, 
on  en  tirera  les  quatre  valeurs 

(1)  y—  (2)  J=  s!$cP—  s/N, 

(3)  (4)’  y — t V48«’ — Vn, 
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dont  il  faut,  d’après  ce  qui  précède,  examiner  la  marche,  pour 
déterminer  le  cours  des  lignes  qui  les  représentent. 

On  voit  d’abord  que  les  valeurs  (3)  et  (4),  ne  différant  de  (i) 
et  (2)  que  par  le  signe,  doivent  donner  des  branches  pareilles 
à celles  qui  résultent  de  ces  dernières,  mais  seulement  pla- 
cées au-dessous*  de  l’axe  des  x.  De  plus,  comme  la  fonction  N 
ne  renferme  que  des  puissànces  paires  de  x,  elle  reste  la  même 
lorsqu’on  y change  4-  x en  — x‘,  ainsi  le  côté  négatif  de  l’axe 
des  x doit  offrir  des  parties  de  la  courbe  pareilles  à celles  qui 
sont  du  côté  des  x positifs,  en  sorte  que  cette  courbe  est  par- 
tagée par  les  axes  des  coordonnées,  en  quatre  parties  égales  et 
semblables  : c’est  aussi  ce  que  l’on  voit  par  l’équation  même, 
qui  ne  change  point,  quelque  signe  que  l’on  donne  à chacune 
des  variables  xel  y. 

Examinons  donc  en  particulier  les  valeurs  (1)  et  (2).  Elles 
ne  peuvent  être  réelles  qu’autant  que  la  valeur  de  N est  positive; 
mais  cette  fonction,  étant  rationnelle  et  entière,  ne  saurait 
changer  de  signe  qu’en  passant  par  zéro  : les  racines  de  l’équa- 
tion 

x1 — 1 00  «’  x'  -4-  a3o4  «'  = o, 

seront  donc  les  limites  des  valeurs  que  l’on  peut  donner  à x. 
On  trouvera  que  le  premier  membre  de  cette  équation  se  dé- 
compose dans  les  facteurs 

x — 6 a,  x -6a,  x — 8a,  x-t-8 a: 

il  sera  donc  négatif  quand  x^>6a  et  <C8a,  parce  qu’alors  un 
seul  de  ses  facteurs  changera  de  signe;  ainsi  la  courbe  ne  s’é- 
tend point  au-dessus  de  la  partie  de  l’axe  des  abscisses  com- 
prise entre  ar  = 6aetx=8n;  mais  depuis  x — 8a,  N devien- 
dra positive  pour  toujours. 

On  observera  ensuite  qu’à 

x = o,  x —6a,  x — 8 a, 
répondent,  dans  l’équation  (1),  les  valeurs 

jr—s/efia1,  y=\J^8à1,  jr=  y/48«!. 

Cette  équation  fournit  donc,  i°  une  partie  DF  [fig.  27)  qui  s’é- 
tend du  point  D,  pris  dans  l’axe  AC,  au  point  F dont  l’abscisse 
ÀE  = 6rt;  20  une  autre  partie  HX,  qui,  partant  du  point  II 
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dont  l’abscisse  AG  = 8 a,  s’étend  à l’infini  dans  l'angle  BAC, 
où  les  x et  les  y sont  positifs. 

L’équation  (2)  ne  donnera,  comme  l’équation  (1),  que  des 
valeurs  imaginaires  entre  x=6a  e\  x — 8a;  mais  aux  valeurs 
x — o,  x = 6a,  x = 8 a,  . 

répondent 

y—o,  y=^8  a\  y = v^48  a’, 
qui  font  voir,  i°  que  l’équation  (2)  donne  une  partie  AF  qui  va 
se  joindre  à la  partie  DF,  au  point  F où  les  deux  racines  (1) 
et  (2)  deviennent  égales;  20  que  du  point  H,  sur  la  partie  HX 
fournie  par  l’équation  (1),  part  une  portion  Hit,  résultant  de 
l’équation  (2)  dans  laquelle  y décroît  jusqu’à  zéro,  lorsque 
^—480*,  ce  qui  indique  le  point  I situé  sur  l’axe  des  x:  passé 
ce  point,  v^N  devenant  ^>4 8a’,  la  valeur  (2)  est  imaginaire 
pour  toujours,  et  la  portion  HI  finit  à sa  jonction  avec  la  por- 
tion correspondante,  située  au-dessous  de  l’axe  des  x.  L’ab- 
scisse Al  est  évidemment  déterminée  par  l’équation 

(48  as)’=  23o4  a* — 100  a}x'-\-x*, 


qui  revient  à 


X ' I00ffl!x’  = 0, 


d’où  l’on  tire 

x — o et  r=±io«.  _ 

L’abscisse  x — o étant  celle  du  point  A déjà  indiqué,  c’est 
x=ioa  qui  donne  le  point  I,  où  se  termine  la  partie  HI. 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  les  points  A,  D et  I se  dé- 
termineraient immédiatement  par  l’équation  proposée,  en  cher- 
chant ceux  où  la  courbe  rencontre  les  axes  des  coordonnées, 
et  que  la  discussion  précédente,  analogue  à celle  de  l’équation 
générale  du  second  degré  ( Trig .,  ni),  suffit  pour  faire  con- 
naître l’étendue  des  diverses  parties  de  la  courbe,  mais  n’en 
donne  pas  la  forme  précise.  C’est  au  contraire  ce  que  fait» l’ap- 
plication du  Calcul  différentiel,  qui,  de  plus,  abrège  beaucoup 
la  recherche  des  limites  des  branches,  et  a l'avantage  de  mon- 
trer comment  celte  recherche  pourrait  s’effectuer  lors  même 
que  l’équation  de  la  courbe  proposée  serait  d’un  degré  trop 
élevé,  pour  qu’on  put  obtenir  l’expression  générale  de  l’une 
des  variables,  par  le  moyen  de  l’autre. 
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107.  Je  commencerai  cette  nouvelle  discussion  par  l’exa- 
men des  branches  infinies  de  la  courbe  proposée.  L’inspection 
des  valeurs  de  y (106)  nous  a déjà  fait  connaître  que  cette 
courbe  a,  dans  Chaque  angle  des  axes  des  coordonnées,  une 
branche  pour  laquelle  les  variables  x et  y sont  infinies  en 
même  temps;  mais  sans  recourir  aux  formules  citées,  si  l’on 
fait  y = tx,  l’équation  de  cette  courbe  se  divise  par  x7,  et  de- 
vient V • 

t*  x1 — ç)6a’  P-i-ioon* — x7=o, 

d’où  l’on  tire 

i oo  a q6  a 7 t7 

x 7 — — 2 — . — . , 

• i—t* 

résultat  qui  donne  x—± infini,  lorsque  <=±i,  et  alors 
y=±x. 

On  aura  ensuite  (73) 

d-r  x * — 5o  a7  x7 — r*-+-d8a1r7 

X — y — = — » 

J dy  x7 — 5o  a7 x 

d y y À — 4 8a’y* — x*+  5o  a7x7 

y 3 — 4 ’ 

expressions  qui,  lorsqu’on  y met  pour  y*  sa  valeur,  se  ré- 
duisent à 

5o  a7x 7 — 48  a7  y7  4$  a,y* — 5o  a' x' 

x 5 — 5o  a7  x ’ y 3 — 4 &a2y 

diminuent  sans  cesse  à mesure  que  x et  y augmentent,  et  dont 
la  limite,  quand  x ety  = ± infini,  est  zéro.  On  voit  par  là  (73) 
que  la  courbe  proposée  a deux  asymptotes,  passant  par  l’ori- 
gine des  coordonnées.  Pour  achever  de  les  déterminer,  il  faut 
prendre  dans  la  même  hypothèse  là  limite  de  l’expression  de 

^ ; et  formant  toutes  les  combinaisons  des  signes  -+-  et  — , on 
ax 

trouvera  ±i,  ce  qui  montre  que  les  asymptotes  cherchées 
font,  avec  l’axe  des  abscisses,  des  angles  ±o»,5:  on  ne  les  a 
point  tirées,  afin  de  ne  pas  trop  compliquer  la  figure. 

108.  Venons  maintenant  aux  points  singuliers  de  la  courbe 
que  nous  discutons.  Son  équation  différentielle  première, 

(y*— 48«,t0  dy-H  ( 5o-a7x — 'r').dx=« 


y — x~  - 
J dx 
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dj 


5o  a5 


dx  y3 — 4 tia'y 

En  égalant  à zéro  le  numérateur  de  ce  coefficient  différentiel, 
on  trouve  x=o  et  x' — 5ocP  = o.  La  première  valeur  de  .r,  sub- 
stituée dans  l’équation  proposée,  donne  y = o et  y=±\Jg6 a’; 

mais  comme , en  faisant  x = o et  r=o,  il  vient  ^ = -,  il 

dx  o 

faut,  suivant  le  procédé  du  n°100,  passera  l’équation  diffé- 
rentielle seconde , que  la  supposition  ci-dessus  réduit  à 

— 4 8a’  djJ-)-5o«’dar,  = o, 


d’où 


ir fc.  /5o 

dx  y 48* 


Il  suit,  de  ces  valeurs,  qu’au  point  A la  courbe  est  touchée  par 
deux  droites  faisant  avec  l’axe  des  abscisses  deux  angles  dont 
les  tangentes  trigonométriques  sont 

vlHv/I'  -\/|=— 4V/I-  ' 

et  que  e’est  par  conséquent  un  point  multiple  (85). 

Pour  achever  de  connaître  la  forme  de  la  courbe  à ce  point, 
il  faut  savoir  de  quel  côté  les  branches  tournent  leur  concavité, 

et  déterminée  en  conséquence  le  signe  de  ^ avant  et  après, 

ce  qui  pourrait  entraîner  des  longueurs,  à cause  que  les  deux 
variables  entrent  à la  fois  dans  son  expression.  On  arrive  plus 
promptement  au  but,  en  cherchant  la  valeur  de  ce  coefficient 
donnée,  pour  le  point  même,  par  l’équation  différentielle 
troisième,  que  la  supposition  de  x = o,  y—o,  réduit  à 
i44  dj d1/ = o,  et  d’où  il,  faut  nécessairement  conclure 
d1  y . d y , 

— o,  puisque  n est  pas  nul.  Le  second  coefficient  dif- 
férentiel étant  égal  à zéro,  passons  au  troisième  qui  se  tire  de 
la  différentielle  quatrième.  Cette  dernière,  en  y faisant  x,  y et 
dJj  nuis,  se  réduit  à 

— 4-48«’dj'd'j4-Gdy  — Gdx‘  = o;  : 
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l’on  en  déduit  alors 

i 

£z-4_  Iz!--.— -,  d3-r—  (H)’— » 

dx  dx*  dx4  9 dj3  -h  Son*  JH’ 


±32  «*Vjï 

d y*  j 

en  mettant  pour  ^ sa  valeur  — y Par  ce  moyen  l’ex- 


pression de  la  distance  entre  la  courbe  et  sa  tangente,  pour 
l’abscisse  x-h  h (76),  devient 

3"  = ± ' “ ; _ 5±etc;  . . 

32a’  VH  , 2-3 


ce  qui  montre  que  la  branche  touchée  par  la  droite  AL,  qui 

répond  à la  valeur  positive  de  est  au-dessus  de  cette  droite 

du  côté  des  abscisses  positives,  et  au-dessous  du  côté  des 
abscisses  négatives,  et  que  le  contraire  a lieu  pour  la  branche 
touchée  par  la  droite  AL';  que,  par  conséquent,  chacune  des 
branches  de  la  courbe  subit  au  point  A une  inflexion. 

109.  Je  reviens  aux  valeurs  y = ± y^g ë a*  = ± 4 a ^6.  Elles 

d y 

rendent  véritablement  nulle  l’expression  de  , puisqu’elles 

ne  font  pas  évanouir  son  dénominateur  : ainsi,  aux  points  D 
et  D'  que  ces  valeurs  indiquent,  la  tangente  est  parallèle  à 
l’axe  des  abscisses. 

On  reconnaîtra  qu’au  point  D l’ordonnée  est  un  maximum 

d1  v 

positif,  soit  en  cherchant  ce  que  devient  ^-^(102),  soit  en 

s’assurant  que  l’ordonnée  qui  la  précède  et  celle  qui  la  suit 
immédiatement  sont  toutes  deux  plus  petites.  Ces  deux  moyens 
sont  également  faciles  ici;  d’abord  le  deuxième,  puisqu’on  a 
les  valeurs  de  y (106),  et  qu’il  s’agit  de  celles  où  le  second 
radical  a le  signe  -+-.  Quant  au  premier  moyen,  l’équation  diffé- 


rentielle seconde,  en  y faisant  x = o,  y=±  yg6 a’  et  — = o, 

d x 

d3  y 

donne  tout  de  suite  la  valeur  de  avec  le  signe  — pour  le 


point  D,  ce  qui  indique  bien  un  maximum,  et  avec  le  signe  -+- 
pour  le  point  D',  qu’il  faut  considérer  comme  un  minimum, 
6®  éd.  I.  q 
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puisque  toute  augmentation  dans  le  sens  négatif  revient  à un 
décroissement  par  rapport  aux  quantités  positives.  ( 

II  reste  encore  à examiner  les  racines  de  l’équation 

* 1 Lit  fft  of  ' 

x- — 5o à‘  = o,  savoir  x = ±5  a \JZ. 

En  les  substituant  dans  l’équation  proposée,  elles  rendent  ima- 
ginaires les  expressions  de  y,  et  par  conséquent  n’appartien- 
nent point  à la  courbe. 

410.  Cherchons  maintenant  les  valeurs  de  x et  de  y,  qui 
peuvent  rendre  infinie  celle  de  Égalons  pour  cela  son  dé- 
nominateur à zéro,  ce  qui  fournira  l’équation  j3 — 48«,y=o, 
d’où  il  résulte  j = o et  y=±  La  première  valeur,  mise 

dans  l’équation  de  la  courbe,  donne  looa’jr1  — #4=o;  et  l’on 
en  conclut  x=o,  x=±  10a.  La  racine  x — o indique  encore 
le  point  multiple  placé  à l’origine  A ; les  deux  autres  répondent 
aux  points  I et  I',  où  la  courbe  rencontre  de  nouveau  l’axe  des 
abscisses,  mais  de  manière  que  sa  tangente  est  perpendiculaire 
à cet  axe,  puisque  les  valeurs  :r±=±io«  ne  font  point  éva- 
ci  y* 

nouir  le  numérateur  de 

o x 

On  voit  que  ce  sont  les  points  à partir  desquels  les  valeurs 
de  y,  où  le  second  radical  a le  signe  — , deviennent  imaginaires 
pour  toujours.  On  pourrait  les  considérer  comme  des  maxi- 
mums par  rapport  à la  variable  x et  à l’axe  AC;  et  on  les  con- 

stalerait  par  l’examen  des  valeurs  correspondantes  de 

obtenues  en  considérant,  dans  les  différentiations,  x comme 
fonction  de  y,  au  lieu  de  prendre  y pour  une  fonction  de  x. 

Les  deux  dernières  valeurs  / = ± sj/fà  a'  ==  ± 4 a con- 
duisent à x = +6 a,  x = ±8 a;  l’un  de  ces  résultats  fait  con- 
naître le  point  F et  ses  analogues,  l’autre  le  point  H et  ses 
analogues.  Dans  tous  ces  points  la  tangente  est  perpendiculaire 
à l’axe  des  abscisses;  et  la  courbe  n’ayant  point  d’ordonnées 
réelles,  depuis  x = 6 a jusqu’à  ar=8a,  c’est-à-dire  sur  l’es- 
pace EG,  cette  circonstance  suffit  pour  faire  voir  comment  elle 
doit  être  tournée  à l’égard  de  sa  tangente,  aux  points  F et  H. 
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111.  Après  avoir  déterminé  la  nature  de  tous  les  points  sin- 
guliers indiqués  par  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre, 
il  faut  encore  chercher  si  les  coefficients  des  ordres  supérieurs 
n’en  manifesteraient  pas  d’autres.  Pour  cela  il  faut  considérer 
d’abord  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  : son  expres- 
sion générale  est 

. 3 a:1 — 5oa’ — (3r° — 48a1) 

d’j  ' . 1 a x2  • 

dx1  y’—  fàa’y 


elle  devient  ->  lorsque  x et  y sont  nuis;  mais  nous  n’avons 

point  à nous  arrêter  sur  ces  valeurs,  puisque  le  point  A auquel 
elles  appartiennent  est  suffisamment  discuté  (108). 

La  supposition  de  y3 — ■48o,=  o,  qui  fait  évanouir  le  déno- 
minateur, ne  doit  pas  nous  arrêter  non  plus,  parce  que  nous 
savons  qu’elle  répond  aux  points  F et'H  (110);  mais  le  numé- 
rateur étant  égalé  à zéro,  donnera  une  équation  qui  peut  indi- 
quer d’autres  valeurs  que  les  précédentes.  Cette  équation  est 

Sx2 — 5oa 2 — (3 — tfôa2)  = o; 

il  faut  en  chasser  au  moyen  de  son  expression  générale, 

et  faire  disparaître  les  dénominateurs;  on  obtiendra 

(3x2 — 5oa’)  (y3 — — (3/’ — 48°J)  (•** — 5oa2x)2=o, 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

yly2 — 4 8a’)1  (3a:1 — 5 oa2)  — x2  [x2 — 5oa1)1(3y^' — tfia2)z=o.  - 

Si  maintenant  on  observe  que  l’équation  proposée  revient  elle- 


meme  a 


(y2 — 4 8 a1)1 — [x2 — 5o  a2  )J-l-i  960^  = 0, 


et  qu’on  prenne  dans  cette  équation  la  valeur  de  (y2 — 4^<<;)% 
pour  la  substituer  dans  la  précédente , on  trouvera , après  les 
réductions, 

[x2 — 5oa2)3  (25 y1 — 2^x2)  -t- 98  a1  y3  (3  a:1 — 5o«2)  = 0. 

En  tirant  de  cette  dernière  la  valeur  de  y3  pour  la  substituer 
dans  la  proposée,  on  aura  uqe  équation  finale  qui  ne  contien- 

V’  .•  . 9- 
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dra  plus  que  x,  et  dont  il  faudrait  discuter  les  racines,  ainsi 
que  je  l’ai  fait  dans  les  articles  précédents;  mais  comme  la 
marche  des  branches  de  la  courbe  indique  suffisamment  l’exis- 
tence des  points  d’indexion  K,  placés  entre  les  points  H et  I, 
on  pourrait  se  borner  à chercher  les  racines  comprises  dans 
cet  intervalle,  pour  obtenir  la  valeur  précise  de  l’abscisse  des 
points  K;  ce  qui  serait  encore  fort  difficile,  à cause  du  degré 
auquel  s’élève  cette  équation  ; ainsi  il  sera  souvent  nécessaire 
de  recourir  à des  moyens  particuliers,  pour  déterminer  les 
points  singuliers  des  courbes.  Le  développement  de  l’ordon- 
née en  série  est  un  de  ces  moyens;  mais  il  ne  saurait  entrer 
dans  un  traité  élémentaire  (* *). 

Des  courbes  transcendantes. 

112.  Je  n’ai  considéré  jusqu’ici  que  dés  courbes  algébriques; 
je  vais  maintenant  faire  connaître  quelques-unes  des  courbes 
transcendantes  les  plus  remarquables  : on  nomme  ainsi  celles 
dont  l’équation  ne  peut  s’obtenir  en  termes  algébriques.  Je 
m’occuperai  d’abord  de  la  logarithmique,  courbe  dans  laquelle 
* les  ordonnées  sont  les  logarithmes  des  abscisses.  La  manière 
la  plus  simple  de  la  construire  par  points,  afin  de  s’en  former  * 
une  idée,  est  de  diviser  l’axe  des  abscisses  en  parties  égales, 
pour  représenter  les  nombres,  et  de  prendre  dans  lés  tables  les 
logarithmes  correspondants,  pour  les  porter  sur  les  ordon- 
nées. -5  ' . 

Suivant  ce  procédé,  son  équation  est  y=\x;  et  quand  on 
pose x = i,  il  vient  j=o,  ce  qui  fait  voir  qu’elle  rencontre 
l’axe  AB  au  point  E [Jig.  ?.8),  où  l’abscisse  AE  est  égale  à l’u- 
nité. La  branche  EX,  qui  répond  aux  abscisses  positives  plus 
grandes  que  l'unité,  est  infinie,  puisque  les  logarithmes  de  ces 
abscisses  croissent  toujours.  Dans  la  partie  AE,  où  les  abscisses 
sont  des  fractions,  les  ordonnées  sont  négatives  et  augmentent' 
à mesure  que  ces  fractions  diminuent,  en  sorte  que  la  branche 
Ex  a pour  asymptote  la  partie  négative  A c de  l’axe  des  ordon- 
nées; enfin  la  logarithmique  ne  s’étend  point  du  côté  des 


(*)  On  en  trouvera  les  principes  dans  le  premier  volume  do  Traité  in-/|°. 

. . t 

• • / . ( # 

* ' • 't  * 
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abscisses  négatives,  parce  que  leurs  logarithmes  sont  imagi- 
naires (*). 

En  faisant  faire  un  quart  de  révolution  à la  figure,  les  ab- 
scisses deviennent  les  ordonnées;  on  ax  = l y.  Et  si  a désigne 
la  base  du  système,  il  en  résulte  l’équation  y = a?,  dans  la- 
quelle les  logarithmes  sont  les  abscisses. 

On  peut  alors,  par  des  moyennes  proportionnelles  tirées  du 
cercle,  trouver  autant  de  points  qu’on  voudra  de  la  logarith- 
mique, puisqu’aux  abscisses 

x = |,  x = \,  etc.,  a:  = -J,  etc., 


répondent  les  ordonnées 


} a>Ja.i 

y=a  = , etc., 


y=al  = ^i.^ôT7,  etc. 


Joignant  à ces  valeurs  de  y celles  qui  se  présentent  d’elles- 
mêmes,  lorsque  x eSt  un  nombre  entier,  on  aura  un  procédé 
graphique  très-simple  pour  tracer  par  points  une  logarithmique 
sans  le  secours  des  tables. 

Il  est  visible  que  les  logarithmiques  ne  diffèrent  qu’à  raison 
de  la  base  ou  du  module  du  système  qu’elles  représentent. 


113.  En  différentiant  l’équation  y = \x,  il  vient 


d y M 

dx  x 


(28). 


On  voit  par  là  que  la  tangente  de  celte  courbe  est  perpendi- 
culaire à la  ligne  des  abscisse’s  lorsque  x = o,  et  qu’elle  ne 
lui  est  parallèle  qu’en  supposant  x infinie  (83).  L’expression 

générale  de  la  sous-tangente  (66)  donne  PT=^;  mais  en 


chassant  y,  on  introduit  le  logarithme  de  x : ainsi  cette  ex- 
pression est  transcendante.  Cependant,  en  prenant  la  sous-tan- 
gente OD  sur  l’arc  AC,  on  aura  OD  = = M , résultat  bien 

QX  ~ • 

remarquable,  puisqu’il  montre  que  la  sous-tangente  ODest  con- 
stan^eet  égale  au  module  pour  tous  les  points  de  la  courbe. 

LTin  de  cet  ouvrage,  la  Note  B et  le  premier  volume  du  Trait© 
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On  trouverait  de  même  que  la  tangente,  la  sous^-normale  et  la 
normale,  prises  par  rapport  à l’axe.  AB,  sont  transcendantes 
à cause  que  l’ordonnée- y entre  dans  leur  expression,  mais 
qu’elles  deviennent  algébriques  lorsqu’on  les  considère  à 
l’égard  de  l’axe  AC. 

Pour  ce  qui  regarde  le  cercle  osculateur,  on  a . 

d’j M •'  \ ’ 


d’où  (81) 


d j1 x*  -+-  M1  __  

1 dx*  x 1 ’ dx 1 x *’ 


7 = 


M«  ’ r * M 
Je  ne  m’arrêterai  point  à considérer  la  développée,  qui  serait 
nécessairement  transcendante;  j’observerai  seulement  qu’on 
pourrait  obtenir  immédiatement  l’équation  différentielle  de 
cette  courbe,  en  éliminant  par  le  moyen  des  valeurs  de  j — p, 
dex  — a et  de  leurs  différentielles,  x,  dx  et  d/,  de  l’équation 

, ■ *> 

114.  La  cyclotde  ou  la  courbe  décrite  par  un  point  pris  sur 
la  circonférence  d’un  cercle,  pendant  que  ce  cercle  roule  sur 
une  ligne  droite  donnée  de  position,  est  encore  une  courbe 
transcendante  ; la  relation  entre  ses  ordonnées  et  ses  abscisses 
dépend  des  arcs  du  cercle  générateur.  Voici  comment  on  pleut 
l’exprimer.  • V 

L’origine  du  mouvement  du- cercle  étant  arbitraire,  je.  la 
prends  au  point  A (Jig.  29),  où  le  point  décrivant  M se  trou- 
vait sur  la  droite  AB  parcourue  par  le  cercle  générateur  QMG. 
Puisque  ce  cercle,  en  roulant,  applique  successivement  tous 
les  points  de  sa  circonférence  sur  la  droite  AB,  il  est  évident 
que  lorsqu’il  est  parvenu  dans  une  situation  quelconque  QMG, 
la  distance  AQ  est  égale  à l’arc  MQ,  compris  entre  le  point  M, 
qui  touchait  la  droite  AB  en  A,  et  le  point  Q,  qui  la  touche 
dans  la  position  actuelle. 

Si  l’on  élève  sur  AB,  par  le  point  Q,  la  perpendiculaire  QO, 
qui  passera  par  le  centre  du  oercle  générateur,  et  qu’on  mène 
MN  parallèle  à AB,  MN  sera  le  sinus  de  l’arc  MQ,  et  NQ  en  sera 
le  sinus  verse  ( Trig.,  5).  <£j| 


a:’ H-  MJ 


x - 


. a:5-i-MJ 
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Posant  donc 

Q0  = «,*  XV  = x,  PM  = QN=/, 

. ’ r , * ■ • 

on  aura  - > 

x = AQ  — PQ  = arcMQ  — sin  MQ , / = sin . verseMQ , 

t 1 

MN  = sinMQ  = \jiay — /*; 

et,  en  faisant  usage  de  la  notation  employée  sur  la  page  47» 


on  écrira 


x = arc  (sin.  verse  =/) — y hay — /*: 

c’est  là  l’équation  primitive  de  la  cycloïde  (*). 

L’arc  MQ  peutàussi  s’indiquer  par  son  cosinus  ON,  ou  a — y: 
on  le  fait  disparaître  par  la  différentiation,  en  se  servant  de  |a 
formule  du  n°36,  dans  laquelle  on  chahge  R en  a,  u en  a— y, 
x en  MQ  ; on  trouve  * 


d.arcMQ  = — 


et  l’on  a ensuite 

d:r 

puis 


ad/ 


V2  ay—f  . 
ad/ — /d/ 


y/^a/ — z2  yjiay—f 


d jc  = 


_ Jd/ 


\J9.ay — /* 

telle  est  l’équation  différentielle  de  la  cycloïde. 

Lorsque  le  point  de  contact  est  parvenu  à une  distance  AI 
égale  à la  demi-circonférence  du  cercle  générateur,  le  point 
décrivant  se  trouve  en  K , et  son  élévation  au-dessus  de  AB 

(*)  Si  l’on  voulait  construire  la  cycloïde  par  points,  il  serait  commode  d em- 
ployer les  tables  trigonomctriques;  et  comme  elles  sont  calculées  dans  un  cercle 
dont  le  rayon  est  l’unité , il  faudrait  prendre  dans  ce  cercle  un  arc  t du  même 
nombre  de  degrés  que  l’arc  MQ  ; on  aurait 

arcMQ  = m,  sinMQ  = asin«,  sin  .verseMQ  = a sin.  verse  t -, 
et,  par  conséquent, 

jr  = a (t  — sine),  T — a sin. verset, 
ou  , co  qui  est  la  même  chose, 


r = u arc  ^sin . verse  = — /*• 
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est  égale  au  diamètre  de  ce  cercle  ; il  descend  ensüite  jusqu'au 
point  L,  où  le  point  de  contact  a parcouru  une  distance  AL 
égale  à la  circonférence  entière.  ». 

La  cycloïde  n’est  pas  terminée  à ce  point,  car  rien  ne  limite 
la  durée  du  mouvement  du  cercle  générateur.  On  doit  bien 
observer,  dans  la  description  des  courbes,  que  les  diverses 
* parties  résultante^  fl’.une  même  construction  ou  d’un  même 

mouvement  appartiennent  toutes  à la  même  courbe.  Ainsi  le 
cercle  QMG-,  en  continuant  de  rouler  sur  la  droite  AB,  au  delà 
du  point  L,  décrit  une  suite  de  portions  semblables  à AKL,  et 
il  faut  en  concevoir  autant  sur  la  gauche  du  point  A,  soit  en 
, supposant  que  le  cercle  roule  en  arrière  de  ce  point,  soit  en 

considérant  qu’il  a pu  n’y  arriver  qu’à  la  suite  d’un  mouvement 
commencé  depuis  un  temps  infini.  L’équation  de  la  courbe 
conduit  à ces  remarques,  car  rien  n’empêche  d’y  supposer 
l’arc  MQ,  augmenté  ou  diminué  d’autant  de  circonférences 
qu’on  voudra.  On  voit  d’ailleurs  que  y ne  pourra  jamais  sur- 
passer 2 a.  Il  suit  de  là  que  la  cycloïde,  conçue  dans  toute 
l’étendue  qu’elle  doit  avoir,  peut  être  coupée  en  une  infinité 

de  points  par  une  même  ligne  droite. 

• ' • * 

( ‘S 

115.  Rien  n’est  plus  facile  que  d’obtenir  les  expressions  de 
la  sous-tangente  et  de  la  tangente,  de  la  sous-normale  et  de  la 
normale  dans  cette  courbe.  On  trouve,  par  les  formules  géné- 
rales du  n°  66, 

PT  = -■  yi  ■ , r MT*= 

V2  ay — y3  y2  ay — y3  ^ 

PR  = y^2  ay — ÿ3,  MR  = s/iay. 

t 

On  peut  construire  ces  valeurs  d’une  manière  très-simple,  car 
il  est  aisé  de  remarquer  que  PM  ou  y étant  considéré  comme" 
l’abscisse  QN  dans  le  cercle  générateur  QMG,  la  valeur1  donnée 
ci-dessus  pour  PR  est  précisément  celle  de  l’ordonnée  MN  de 
"ce  cercle,  et  que;  par  conséquent,  la  normale  se  confond  avec 
la  corde  de  l’arc  MQ,  comme  on  peut  le  voir  aussi  par  l’ex- 
pression de  MR.  Il  suit  de  là  que  la  tangente  MT  est  le  pro- 
longement de  la  corde  MG.  Maintenant  si  Ton  décrit  surIK, 
comme  diamètre,  un  cercle  qui  sera  égal  au  cercle  générateur, 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  x'b'J 

et  que  l’on  prolongera  droite  MN  jusqu’en  m,  il  est  visible  que 
les  cordes  ml  et  mK  seront  égales  et  parallèles  aux  cordes MQ 
et  MG.  11  suffira  donc,  pour  construire  la  tangente  et  la  normale 
dans  un  point  donné  M,  de  rapporter  ce  point  sur  le  cercle 
fixe  ImK,  en  tirant  la  droite  Mm  parallèle  à AB,  et  de  mener 
ensuite  MT  parallèlement  à mK,  et  MQ  parallèlement  à ml  (*). 


116.  Je  passe  à la  recherche  du  rayon  de  courbure.  En  dif- 
férentiant  l'équation 

\J2ay— y* 

■ • 

j’obtiens,  puisque  d#  est  constant, 

o=  (.yd’j-f-d/2)  yiay — y3 — /) . 

v2«j— y1 

réduisant  et-divisant  par  y,  il  vient 

o = (2  ay — y3)  d3y-{-  ady3, 

d’où  je  tire 

ady3 

d3y  = - — 

2 ay—y3 


substituant  cette  valeur  et  celle  de  de  dans  l’expression  du 
rayon  de  courbur<r(8t),  je  trouve,  après  les  réductions  néces- 
saires, 


Ce  résultat  fait  voir  que  le  rayon  de  courbure  MM'  est  double 
de  la  normale  MQ , et  qu’il  ne  peut  par  conséquent  devenir 
plus  grand  que  le  double  du  diamètre  du  cercle  générateur, 
diamètre  qui  est  à la  fois  l’ordonnée  et  la  normale  au  point  K 
de  la  cycloïde,  correspondant  à l’abscisse  AI  (111). 

Les  expressions  de  x — a et  de  y — p donnent  ensuite 

7— x — a—^-2  \Jiay — y3', 


( * ) Si  l'on  plaçait  au  point  I l'origine  des  abscisses , on  aurait 
PI  = M.n  = Mm  + mn  ; 

mais , dans  le  parallélogramme  MQI  m , Mm  = IQ  , et  de  plus 

IQ  = AI  — AQ  = QMG  — arcQM  =.  arcGM  =.arcKm  : 
donc  Mn  = arc  Km  -t-sinKm,  ce  qui  rend  bien  facile  la  construction  de  la 
courbe , par  points , en  donnant  diverses  valeurs  a K m. 


t « 
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on  conclut  de  là 

• * ( 

X = — P,  X — a.  — 2 sj — ia  P — P’. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  primitive  de  la  cy- 
cloïde, et  réduisant,  on  obtient 

« = arc  ( sin.  verse  = — p)  + \J — aap — p1, 
résultat  qui  a beaucoup  d’analogie  avec  cette  équatipn.  Le  ra- 
dical ^ — 2ap  — p*  devient  semblable  à sjiay — y * lorsqu’on 
fait  p = — 2 0.+  p',  ce  qui  revient  à prendre,  au  lieu  de  l’or- 
donnée EM',  toujours  négative,  l’ordonnée  P'M'  rapportée  à 
un  axe  A' B',  placé  au-dessous  de  AB,  à une  distance  A' 1 = 2 a. 
Par  cette  transformation , il  vient 

a = arc  (sin. verse  = 2 a — p')  4-  ^2ap' — p"; 

puis,  si  l’on  observe  que  deux  arcs  dont  les  sinus  verses 
réunis  composent  le  diamètre  sont  suppléments  l’un  de  l’autre, 
et  qu’on  désigne  la  demi-circonférence"  par  ir,  on  pourra  écrire 

a =w  — arc  (sin.  verse  = p')  4-  y^ap' — p'*. 

Prenant  enfin  a=T — c’est-à-dire,  substituant  à l’abscisse  AE 

l’abscisse  A'P'  = AI  — AE,  il  viendra 

7 « 

a'=  arc  (sin. verse  = p')  — p1*, 

équation  d’une  cycloïde  dont  l’origine  est  au  point  A',  et  dé- 
crite sur  l’axe  A' B'  par  le  même  cercle  générateur  que  la  pro- 
posée, mais  dans  le  sens  A' B'  contraire  à AB. 

La  même  conséquence  peut  se  tirer  immédiatement  de  la 
détermination  du  rayon  de  courbure.  En  prolongeant  la  droite GQ 
jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  A'B'  en  Q',  et  menant  Q'M',  on 
formera  les  triangles  GMQ  et  QM'Q'  égaux  entre  eux  : l’angle 
QM'Q'  sera  donc  droit;  et  si  l’on  décrit  sur  QQ',  comme  dia- 
mètre, un  cercle,  il  passera  par  le  point  M' et  sera  égal  au  cercle 
générateur.  Cela  posé,  puisque  l’arc  M'Q'  est  le  supplément 
de  M'Q,  qui  lui-même  est  égal  à MQ,  on  aura 

arc  M' Q'=  QMG  — arc  MQ  = AI  — AQ  = QI  = A'  Q', 

* 

ce  qui  montre  bien  clairement  que  la  développée  A'M'A  est 
une  cycloïde  décrite  par  le  cercle  QM'Q',  roulant  sur  A'B', 
de  A' vers  B'.  ... 


j . . 
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Il  suit  encore  de  ce  qui  précède  que  la  cycloïde  est  recti- 
fiable, puisqu’elle  est  elle-même  sa  développée  et  que  l’ex- 
pression de  son  rayon  de  courbure  est  algébrique;  et  on  en 
déduira  ce  résultat  curieux,  que  la  longueur  de  l’arc  A' M'A, 
ou  de  son  égal  AMK,  qui  compose  la  moitié  de  branche  dé- 
crite par  une  révolution  entière  du  cercle  générateur,  est  pré- 
cisément la  même  que  celle  de  A' K,  ou  le  double  du  diamètre 
i • ' • de  ce  cercle. 

Il  faut  remarquer  aussi  que  le  coefficient  différentiel  du 

| • V J çjï  y ci 

second  ordre  étant  égal  à -»  est  toujours  négatif,  et 

i dr 

' ' d y . . 

qu’il  devient  infini,  ainsi  que  quand  y-=o,  ce  qui  arrive 

lorsque  l’arc  MQ  est  nul  ou  égal  à un  multiple  quelconque  de 
la  circonférence  ; la  cycloïde  est  donc  concave  vers  son  axe, 
et  les  points  À , L,  etc.,  où  se  touchent  ses  différentes  bran- 
ches, sont  des  points  de  rebroussement  de  la  première  • * 

espèce,  dans  lesquels  la  tangente  est  perpendiculaire  à l’axe 
, des  abscisses  (83).. 

I f ’ > . 

117.  Les  spirales  composent  encore  un  ordre  de  courbes  • 
transcendantes,  remarquables  par  leur -forme  et  leurs  pro- 
; priétés.  Voici  comment  s'engendre  celle  qu’imagina  Conon  de 
, Syracuse,  et  dont  Archimède  découvrit  les  principales  pro- 
priétés. 

Pendant  que  le  rayon  AO  ( fig . 3o)  se  meut  uniformément,  • 
autour  du  centre  A du  cercle  OGO,  un  point  mobile,  parti  de 
ce  centre,  parcourt  de  même  la  ligné  AO,  et  avec  une  vitesse 
telle,  qu’il  arrive  au  point  O lorsque  celte  droite  achève  sa  ré- 
volution. Il  suit  de  là  que,  pour  un  point  quelconque  M de  la 
spirale  AMOM'X,  le  rapport  de  AM  à AN  est  le  même  que 
celui  de  l’arc  OGN  à la  circonférence  OGO;  mais  comme  rien 
ne  s’oppose  à ce  que  le  point  décrivant  continue  son  mouve- 
ment au  delà  du  point  0 sur  le  rayon  prolongé,  et  que  ce  rayon 
peut  lui-même  faire  un  nombre  infini  de  révolutions,  la 
courbe  AMO  se  prolongera  en  tournant  toujours  autour  du 
point  A,  de  manière  que  le  rapport  entre  la  distance  de  chacun 
de  ses  points  au  point  A elle  rayon  du  cercle  soit  égal  au  rap- 


. À ■ 
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port  qui  se  trouve  entre  l’arc  parcouru  par  le  point  O,  depuis 
le  commencement  du  mouvement,  et  la  circonférence  entière. 
En  M',  par  exemple,  où  le  rayon  AN  a fait  une  révolution  plus 
l’arc  OGN,  on  aura 

AM'  _ OGO  + OGN 

AN  ~ OGO 

Si  donc  on  fait 

OGN  ==  t,  AM  = «, 

-et  que,  prenant  pour  unité  le  rajon  AN,  on  représente  par  arr 
la  circonférence  OGO,  il  viendra  u = — • 

2n 

Les  variables  de  cette  équation  sont  ce  que  les  géomètres 
appellent  des  coordonnées  polaires.  Le  centre  A du  cercle  OGO 
se  nomme  le  pôle, r la  ligne  AM,  assujettie  à passer  toujours  par 
ce  point,  est  le  rayon  vecteur,  et  tient  lieu  de  l’ordonnée  de  la 
courbe,  tandis  que  l’angle  parcouru  par  AM  et  mesuré  par 
l’arc  OGN  remplace  l’abscisse. 

Pour  avoir  égard  aux  signes  de  ces  coordonnées,  il  faut 
d’abord  prendre  les  arcs  négatifs  dans 4e  sens  contraire  à celui 
qu’on  a choisi  pour  les  arcs  positifs.  Ce  dernier  étant,  par 
exemple,  OGO,  l’autre  doit  être  OG'O.  Les  valeurs  négatives 
du  rayon  vecteur  doivent  aussi  se  trouver,  par  rapport  au 
pôle,  du  côté  opposé  aux  valeurs  positives.  Dans  la  fig.  3|, 
j’ai  porté  les  rayons  vecteurs  négatifs,  non  pas  sur  la  partie 
qui  passe  par  l’extrémité  de  l’arc  OG'N',  mais  sur  son  prolon- 
gement An;  c’est  ainsi  que  tombe  la  sécante  trigonométrique 
quand  elle  est  négative  ( Trig .,  note  du  n°  77). 

En  opérant  de  cette  manière  sur  la  courbe  précédente,  on 
trouve  une  seconde  branche  A mx,  et  elle  prend  la  forme 
tracée  sur  la  figure. 

La  spirale  que  je  viens  de  considérer,  et  qui  porte  lç  nom 
de  spirale  d’Archimède,  n’est  qu’un  cas  particulier  des  courbes 
que  représente  l’équation  u = al1',  n désignant  un  exposant 
quelconque.  ' 

Tant  que  n est  un  nombre  positif;  les  spirales  données  par 
l’équation  u = atn  prennent  leur  origine  au  point  A;  mais 
quand  n est  négatif,  «,  d’abord  infini  lorsque  t =0,  diminué  à 
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mesure  que  cet  arc  augmente,  et  à chaque  nouvelle  révolution 
le  point  décrivant  s’approche  du  point  A sans  pouvoir  jamais  y 
atteindre. 

Lorsque  n= — i,  la  courbe,  dont  l’équation  est  alors  «=«<-' 
ou  ut  — a,  et  qui  se  nomme  spirale  hyperbolique,  a en  outre 
une  asymptote  droite.  En  effet,  si  l’on  pose  successivement 

t — !■,  — 1 , — y , — 7 , .etc . , 

- les  valeurs  correspondantes 

u — a,  ,=  2 a,  — 3a,  =4 a,  etc., 

montrent  que  la  spirale,  s’éloignant  de  plus  en  plus  du  point  A, 
s’approche  en  même  temps  d’üne  droite  DE  Jig . 3î)  menée, 
parallèlement  à l’axe  AO,  à une  distance  AD  = a ; car  PM,  per- 
pendiculaire sur  AB,  et  ayant  pour  expression 

. „ sinï 

u smMAP  u sin  t = a -j-  > 

quand  on  y met  pour  u sa  valeur  'al-',  a pour  limite  a lorsque 
t — o : la  spirale  hyperbolique  a donc  aussi  pour  limite  la 
droite  DE. 

Les  valeurs  négatives  de  t produisent  une  seconde  branche, 
placée  sur  le  prolongement  AB'  du  rayon  AO,  et  ayant  pour 
asymptote  DE',  prolongement  de  DE.  Enfin,  si  l’on  donnait  à la 
constante  a le  signe  — , on  répéterait  au-dessous  de  BB'  la 
courbe  que  je  viens  d’indiquer  au-dessus. 

Si,  dans  l’équation  u2—at,  au  lieu  de  la  distance  AM  (Jig.3o), 
on  prenait  pour  u la  partie  MN  du  rayon  vecteur,  comprise 
entre  le  point  M et  la  circonférence  du  cercle  OGO,  il  viendrait 
lâ  spirale  parabolique,  courbe  que  l’on  formerait  en  roulant 
Taxe  d’une  parabole  autour  du  cercle  OGO;  les  ordonnées  se 
trouveraient  alors  perpendiculaires  à la  circonférence  de  ce 
cercle  et  tomberaient  sur  ses  rayons. 

118.  Lorsqu’on  rapporte  les  courbes  à des  coordonnées  po- 
laires, Je  changement  dti  rayon  vecteur  AM  [Jig.  33)  est  la 
partie  QM'  retranchée  du  rayon  vecteur  suivant  AM'  par  l’arc 
de  cercle  MQ,  décrit  du  point  A comme  centre,  avec  le  rayon 
AM,  et  l’accroissement  de  l’angle  MAO  se  mesure  par  un  arc 
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de  cercle  NN',  décrit  d’un  rayon  AN  égal  à l’unité.  On  voit, 
comme  dans  le  n°  60,  que  la  différentielle  première  de  AM  est 
le  premier  terme  du  développement  de  M'-Q , suivant  les  puis- 
sances de  NN',  et  les  secteurs  QAM,  N'AN  étant  toujours  sem- 
blables, il  s’ensuit  que 

QM  = AM  X NN'=  « d f. 

V • 

Cela  posé,  si  l’on  mène  AS  parallèle  à la  corde  du  petit  arc 
de  cercle  QM,  et  qu’on  prolonge  jusqu’à  la  rencontre  de  celte 
droite  la  corde  de  l’arc  MM'  de  la  courbe  DM,  on  aura,  par  la 
similitude  des-lriangles  M'QM  et  M'AS, 

QM'  AM' 


QM 


AS 


Lorsqu’on  passe  aux  limites,  la  corde  QM  peut  être  prise 
pour  l’arc,  l’angle  M'QM  pouvant  approcher  aussi  près  qu’on 
'voudra  d’un  droit;  le  triangle  M'ÀS  approche  de  même  du 
triangle  MAT  rectangle  en  A,  dans  lequel  AT  est  la  limite 
de  AS,  et  qui  donne 

d it  u 

.7757 '“ÂT’ 

d’où  l’on  conclut  ■ . 


AT= 


it*d  t 
dit 


On  construira  la  tangente  en  menant  par  le  point  A une  per- 
pendiculaire au  rayon  vecteur  AM,  et  en  portant  sur  cette 
droite  la  valeur  de  AT,  donnée  par  la  formule  ci-dessus. 

119.  Si  l’on  applique  cette  formule  à l'équation  u = at",  on 
trouvera 

u1 


AT: 


nat 


a 

V*-'. 

n 


Dans  la  spirale  d’Archiniède,  on  a n = i et  a — — il  en 

27T 

* /*  ')  v 

résulte  AT  = — (Jig . 3o).  On  voit  par  cette  expression  que 

lorsque  t = sstt,  ou  après  une  révolution  du  point  décrivant, 
la  sous-tangente  est  égale  à la  circonférence  OGO  rectifiée. 
Après  m révolutions,  t = 2 m»,  AT  = 2 m’it  ou  m fois  la  circon- 
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férence  dont  le  rayon  est  m.  AO,  et  qui  embrasse  ces  m,  révo- 
lutions: c’est  ce  qu’a  trouvé  Archimède.  ' . 

Quand  n — — i,  ce  qui  est  le  cas  de  la  spirale  hyperbolique, 
on  a AT  = — a,  c’est-è-dire  que  la  sous-tangente  de  cette 
courbe  est  constante. 

Je  ne  m’arrête  point  à la  recherche  de  la  sous-normale  et  de 
la  normale,  parce  qu’on  les  obtient  facilement  lorsque  la  sous- 
tangente  est  connue. 

J’observerai  seulement  que  exprime  la  tangente 

de  l’angle  que  fait,  avec  le  rayon  vecteur  AM,  la  droite  MT,  qui 
touche  la  courbe  au  point  M,  et  qu’on  a . 

MT  = VamV  ÀT=  ui/i-h 

y d«J 

120.  Considérops  toujours  le  triangle  rectiligne  MQM'  (Jtg.  33) 
■comme  tendant  sans  cesse  à devenir»  rectangle,  état  dont  il 
peut  approcher  aussi  près  qu’on  voudra.  On  en  déduit 

MM'  = Vqm‘-+-QM'\ 

d’où 


en  substituant  les  arcs  à leurs  cordes  ; puis  observant  que 
NN'=  d<,  QM  = «df,  QM'=d«, 
et  désignant  l’arc  DM  par  z,  on-  obtient 

’ ^7  = y/ “I_t"  et  di^^u’df'H-du1; 

telle  est  la  différentielle  de  l’arc  DM. 

L’accroissement  de  l’aire  ADM,  prise  relativement  aux  coor- 
données polaires,  n’est  pas  un  trapèze,  comme  dans  le  cas  des 
ordonnées  parallèles,  mais  un  secteur  AMM'.  La  limite  du  rap- 
port de  ce  secteur  avec  l’arc  NN'  sera  la  même  que  celle  des 
Rapports  que  les  secteurs  AMQ,  AM' R,  entré  lesquels  il  se 
trouve  compris  et  qui  tendent  vers  l’égalité,  ont  avec  le  même 
arc  NN'.  On  conclura  donc  de  là  que  l’aire  ADM  étant  repré- 
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sentée  par  s,  son  coefficient  différentiel  doit  être 


d«  AMxQM. 


d t 


aNN' 


— j ou  ds  = 


u’df 


121.  La  différentielle  seconde  d’«  sera  le  premier  terme  du 
développement  M"  Q' — M' Q suivant  les  puissances  de  NN'  (60)  ; 
et  il  faut  observer  que  lorsqu’on  suppose  l’arc  NN'  constant, 
ou  qu’on  fait  toujours  varier  l’angle  t de  la  même  quantité,  les 
arcs  QM,  Q'M'  ne  sont  pas  pour  cela  égaux  entre  eux,  car  ils 
sont  de  rayons  différents. 

On  pourrait  déduire  de  là  les  formules  du  cercle  osculateur 
et  de  la  développée  ; mais  j’ai  préféré  d’appliquer  aux  courbes 
qui  sont  rapportées  à des  coordonnées  polaires  les  expressions 
trouvées  relativement  aux  coordonnées  rectangles,  parce  que 
cette  marche  fournit  l’occasion  de  transformer  los  coordonnées 
du  premier  système  dans  celles  du  second,  op  bien  de  passer 
de  celui-ci  à l’autre.  Cela  sera  d’autant  plus  utile,  qu’on  rap- 
porte quelquefois  les  courbes  algébriques  à des  coordonnées 
polaires;  on  le  fait  surtout  à l’égard. des  courbes  du  second 
degré,  en  prenant  leur  foyer  pour  pôle. 

122.  Je  placerai  au  point  A (Jig.  34),  pour  plus  de  simplicité, 
l’origine  des  coordonnées  rectangles 

AP  = x;  PM  — y ; 

et,  pour  fixer  la  position  de  l’axe  AB  des  abscisses,  je  dési- 
gnerai par  m l’arc  QO  compris  entre  cet  axe  et  le  point  O,  ori- 
gine de  l’arc  t.  En  menant  PM  perpendiculaire  sur  AB,  et  en 
observant  que  l’angle  MAP  est  mesuré  par  l’arc  NQ,  égal 
à J — m,  on  trouvera 

(i)  x=  ucos(t — m), 

(a)  / = «sin(<  — m). 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  on  changera  toute  équation  algé- 
brique entre  x et  y dans  une  autre  qui  ne  contiendra  plus  que 
le  sinus  de  l’arc  t,  son  cosinus  et  le  rayon  vecteur  u. 

Si  l’on  divise  j par  £,  on  aura 

. - • . £=tang(f  — m)}' 
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et  si  l’on  ajoute  leurs  carrés,  il  viendra 

x*+jr'=  u ’, 

comme  le  donne  immédiatement  le  triangle  APM. 

En  renversant  les  expressions  ci-dessus,  on  en  déduit 

OC  v • 

i-  cos(f  — m)=  — r sin(t  — m)  — -i 

' ' . U ' ' U 

et 

t — m — ai*c  ^tang  = 

. Avec  les  deux  premières  de  celles-ci,  on  obtiendra  des  valeurs  • 
de  cosr  et  sinf  en  x,  jet  a,  qui,  substituées  dans  une  équa-. 
tion  entre  «,  cosf  et  sinf,  conduiront  à un  résultat  ne  ren-  . 
fermant  plus  que  x et  j,  puisqu’on  pourra  remplacer  u par  , 

. 

Si*  pour  abréger,  on  suppose  que  la  ligne  AB  se  confonde 
avec  la  ligne  AO,  on  aura  seulement 

cosf  = ->  sin<=£>  d’où  tangf  = — • 

u u ° x ■ 

Lorsque  l’équation  en  « et  t,  qu’on  se  propose  de  trans- 
former, contient  l’arc  t lui-même,  on  ne  peut  plus  obtenir  une 
relation  algébrique  entre  x et  y,  puisqu’on  n’en  a pas  de  sem- 
blable entre  l’arc  éj  son  sinus  et  son  cosinus  ; mais  on  par-  * 
vient,  ainsi  qu’il  suit,  à une  équation  différentielle  qui  ne 
contient  plus  que  x,  y,  dx  et  dj. 

Les  équations  (i)  ét  (a),  étant  jointes  à celles  de  la  courbe, 

' établissent  entre  les  quatre  variables  x,  y,  u et  t des  relations 
telles,  que  trois  de  ces  variables  sont  des  fonctions  de  la  qua- 


trièrne.  En  regardant  ainsi  t,  u et  y comme 

des  fonctions 

de  x (46),  les  équations  (i)  et  (2)  donneront 

' - > 

dx  = 

d«cos(f  — m)  — uàt  sin  (<  — 

m). 

d j — 

dw  sin  ( t — m ) -+-  «df cos [l  — 

m)i  . V • 

de  l — m — arc 

^tang  = ^,  on  tirera,  par  le 

n°  36, 

• N 

\ > > 

dZ 

• • ■ 1 , V 

. • S 

. x xdr — jdx 

d<= = : 

y*  xJ,-t-Ja 

.x’ 

» r • tf  . 

, w 

r 

■ » * * , • 

G®  èà.  I. 

«O 

. ^ 1 

« * * 

* • S ' ». 

\ . . - . 

. • ‘ , ‘ 

„ ' - :*  0 » 

• ■ V.  • ' ’ 

. • * j • . • . ’ 

• *,  t » 

1 * , . 

* ; , * ' . ; 

y.  * *•  . 

, ' . *. 

• * k % , , 
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du  = d.^r’-h j2  (*)• 


On  pourra  donc  chasser  de  l’équalion  en  « et  / et  de  sa  dif- 
férentielle les  quantités  u,  cos t,  sinf,  dit  et  df  ; les  deux  ré- 
sultats qu’on  obtiendra  ne  contenant  plus  que  t,  on  le  fera 
disparaître  par  l’élimination.  ' . 

Soit  pour  exemple  l’équation  u = at ",  qui  donne 

ûr  — cft,  -it*  1d«  = if'dl; 

Tl 

.les  expressions  de  u,  de  dit  et  de  dt  étant  indépendantes  de 
l’angle  m,  il  viendra,  en  les  substituant  et  en  réduisant  au 
même  dénominateur, 


i(a?,-|-J,)”,(xda:  -H/dj)  = a ? (xA y — jdx). 


Avec  cette  équation  on  déterminerait  les  sous-tangentes,  les 
tangentes,  etc.,  des  spirales,  en  faisant  usage  des  formules  du 
n°  66  ; mais  puisque  c’est  en  u et  t que  sont  exprimées  d’abord 
les  équations  de  ces  courbes,  il  sera  plus  simple  et  en  même 
temps  plus  général  de  transformer  relativement  aux  mêmes 

valeurs  les  formules  citées,  et  c’est  ce  que  je  vais  faire. 

■P  y jfKk. 

123.  Pour  obtenir  ces  formules»  on  a regardé  y comme  lié 
immédiatement  à la  variable  x par  l’équation  proposée  en  x 
et  j-;  mais  maintenant  que  la  courbe  est  donnée  par  une  équa- 
tion entre  les  coordonnées  polaires  u et  t,  c’est  l’une  de  ces 
variables  qui  est  indépendante  et  dont  l'accroissement  doit 
être  supposé  constant.  Soit  donc  w = f(f)  •,  sous  ce  point  de 
vue,  x et  y sont  des  fonctions  de  t déterminées  parles  équa- 
tions r V'  r 

x^u  cos(f  — m) , j = Bsin(i  — m)  (122); 

et,  au  moyen  de  la  dernière  remarque  du  n"  9,  on  peut  expri- 


(*)  On  rencontre  souvent  la  différentielle  dj(ISO)  exprimée  en  coordonnées 
rectangles,  et  il  est  par  conséquent  utile  de  le  remarquer.  Elle  s'obtient,  en 
mettant  pour  d i et  pour  «*  leurs  valeurs  trouvées  ci-dessus;  il  vient  alors 

xdr — r dx 


dx= 


\ * 

t V 
/‘  * 
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mer  aisément  les  coefficients  différentiels  de  y relatifs  à x par 
ceux  de  u relatifs  à t. 

V 

•Pour  cela,  commençons  par  mettre  les  premiers  en  évi- 
dence, en  posant  . ‘ 

dy=pd’x,  d*y=qdx*;  ' •[ 


alors  x,  y,  p et  q étant  considérés  d’abord  comme  des  fonc- 
tions de  t,  on  aura,  par  le  numéro  cité. 


pourvu  qu’on  entende  à présent  par  dx,  dyet  dp  des  diffé- 
tielles  rapportées  à la  variable  t considérée  comme  indépen- 
dante (*). 


En  effectuant,  dans  çette  hypothèse,  la  différentiation  de  p, 
on  obtient 

_dp dxd'y — d^-d’x  . 

^ dx  v dxs 

Avec  ces  formules,  on  peut  maintenant  transformer  les  ex- 
pressions de  la  sous-tangente , de  la  tangente,  etc.,  et  celles 
qui  se  Tapportent  au  centre  de  courbure,  pourvu  qu’on  y ait 
introduit,  au  lieu  de  d y et  de  d’j,  les  coefficients  différen- 
tiels p et  </,  pour  lesquels  on  substituera  ensuite  les  valeurs 
ci-dessus. 


124.  On  voit  d’abord  par  la  valeur  de  p que  l’expression  de 
la  sous-tangente,  comme  toutes  celles  où  il  n’entre  que  des 
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différentielles  du  premier  ordre,  ne  doit  pas  changer,  et  que 


PT  = - (66),  demeure 


rdx 


d.r  * 


ou 


ydx 
dy  ’ 


si  l’on  a égard  au  signe  (68).  En  mettant  "pour  y,  dx  et  da- 
teurs valeurs  (122),  il  vient  ' , 


. . ,dwcos(/  — m)  — Mdfsin(f — m) 

PT  = — u sin  t — m)  . — . — — — (- , ; — : • 

' 'd«sin(< — m)  -H  udt  cos(i  — m ) 


On  simplifiera  beaucoup  ce  résultat  en  observant  que  la  situa- 
tion de  la  ligne  des  abscisses,  sur  laquelle  tombe  la  distance  PT, 
est  arbitraire,  et  qu'on  peut,  par  conséquent,  prendre  toujours  m 
tel,  que  l’arc  QN  soit  i»,  auquel  cas  l’ordonnée  PM  se  confond 
avec  le  rayon  vecteur  AM,  cos(<  — m)  = o,  sin(<  — m)  = i, 

et  PT  se  change  en  AT'  = J > résultat  conforme  à ce  qu’on 
a vu  n°  118. 


12S.  Si,  dans  la  différentielle 


dz=  ydx7-+-  dy’  (64) 

de  l’arc  d’une  courbe  quelconque  rapportée  à des  coordonnées 
rectangles,  on  substitue  pour  d.ret  dy  leurs  valeurs  en  coor-  . 
données  polaires,  on  aura 

d z — 

expression  trouvée  pour  MM'  dans  le  n°  120. 


126.  Passons  à la  recherche  du  rayon  de  courbure. 
La  formule 


7 = - 


(d^-t- 


devient  y ■■ 


(i+p'Y 


d#d’y  r.  • ■ q 

lorsqu’on  y remplace  par  pdx  et  q dx?  les  différentielles  dy 
et  d’y,  encore  relatives  à la  variable  x;  mettant  ensuite  pour/? 
et  q leurs  valeurs  en  différentielles  relatives  à t,  on  obtient 


(d#3  -+-  dy’)’ 


dxd:y — dyd'x 

Maintenant  si  l’on  fait  varier  d x,  d y et  d m comme  des  fonc- 
tions de  t dans  Les  valeurs  de  dx  et  dy  (122),  elles  con- 
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duisent  à 

d3x  = d3«cos(f — rn)—zdudt  sin  ( t — m)  — «d<3cos(< — m) , 
d*]f=.&*u  sin  (t  — m)  + 2d«d/cos(i  — m)  — udt2  sin  (/—  m); 

posant  ensuite  t — m = ii,  comme  dans  le  n°  124,  et  par  la 
même  raison,  il  viendra 

, * * V ' ' t - >• 

d#  = — udt,  dy  = du, 
d’x  = — 2d«df,  d3j=d*r* — udt2, 
valeurs  avec  lesquelles  on  trouvera 

(d«*  -i*  u2  d t2) 2 


7 = 


«d/d’i*  — u*dt3 — 2d«!d# 


127.  On  a coutume,  lorsqu’on  fait  usage  des  coordonnées 
polaires,  de  déterminer  la  position  du  centre  du  cercle  oscu- 
' latèur  par  celle  de  la  normale  et  par  la  distance  ME,  comprise 
entre  le  point  M et  le  pied  de  la  perpendiculaire  EF,  abaissée 
du  centre  F du  cercle  osculateur  sur  la  droite  AAI,  ce  qui  donne 
quelquefois  de  l’élégance  à la  construction  du  rayon  de  cour- 
bure. 

La  ligne  AM  étant  prise  pour  l’axe  des  ordonnées  y,  la 
partie  AE  représente  l’ordonnée  [5  de  la  développée  (81);  et, 

. par  conséquent, 

ME  = AM  — AE p = — É£l±iZl, 


d3/ 


expression  qui  devient 


ME: 


\ + p2 


lorsqu’on  y substitue  pdx  et  q dx2  aux  différentielles  d/  et  d3/, 
relatives  à la  variable  x.  Si  l’on  y met  ensuite  pour  p et  q leurs 
valeurs  en  différentielles  relatives  à t,  on  a 

dx  (dar 


■ dj1 


«(dM’  + M’dP) 


uû1  u — h3  d t 1 — 2 d K3 


d#d3r — djd3jr 

iplace  dr,  d/,  d3#,  d3/,  par  les  valeurs  obtenues 
:o  précédent. 

fâire  uné  application  de  ces  formules,  je  prends 
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la  spirale  logarithmique,  dont  l’équation  est  / = 1m  (*).  En  di<- 
férentiant,  il  vient 

Mdt 


(28). 


ou 


dM 


— M, 


ce  qui  montre  (119)  que  dans  tous  les  points  de  cetté  courbe, 
la  tangente  fait  le  même  angle  avec  le  rayon  vecteur. 

Une  seconde  différentiation,  effectuée  sur  l’équation 


en  y supposant  <lt  constant,  donne 


du' 


ud'u~-du,=  o,  -d’où  d’M  = 

U 

et  si  l’on  substitue  dans  les  expressions  de  7 ou  MF  et  de  ME, 
cette  valeur  de  d}u,  puis  celle  de  dr  en  du,  on  aura 

«v/l'-i-M’ 


MF  = - 


T 


ME  = h AM. 


Il  suit  de  là  que  la  droite  AF  [Jig.  36)  menée  perpendiculai- 
rement au  rayon  vecteur  AM,  rencontrera  la  normale  MF  au 
centre  du  cercle  osculateur,  ou  sur  le  point  correspondant  de 
la  développée  FZ.  _ . ^ • 

Gette  développée  sera  une  spirale  égale  en  tout  à la  propo- 
sée; car  l’angle  AFM  étant  égal  à TMA,  sera  le  même  pour  tous 
les  points  de  la  courbe  FZ,  comme  pour  ceux  de  la  courbe  AX. 
On  obtient  l’équation  de  la  développée,  en  observant  que 


AF=VmF*— AM^^; 


M’ 

car  si  l’on  fait  ^ = u',  d’où  m=Mm',  on  aura  1m=1M-É1m',  et 

par  conséquent  <=lM-)-ln',  ce  qui  revient  à l'=  lu',  lorsqu’on 
pose  t — 1M  = t'\  mais  il  faut  observer  que  / = ON  =ONP — 1». 


(*)  Quand,  dans  cette  équation,  on  fait  t = o,  il  vient  u = i ; ainsi  la  courbe 
passe  par  le  pointO  (Jig.  35);  ensuite  les  valeurs  dc«,  croissant  avec  celles  de  ft 
montrent  que  la  courbe  fait  une  infinité  de  révolutions  en  dehors  du  cercle  ONG. 
Les  révolutions  intérieures  sont  produites  par  les  valeurs  négatives  de  r,  qui 
donnent  pour  u des  valeurs  de  plus  en  plus  petites  : la  courbe  s’approche  donc 


de  plus  en  plus  du  pôle  A,  sans  jamais  y arriver. 


■w 
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Du  changement  de  la  variable  indépendante , ou  comment  on 
change  la  différentielle  qu'on  a prise  pour  constante,  en  une 
autre  qui  ne  le  soit  plus. 

129.  La  transformation  employée  dans  les  n°*  123  et  126, 
pour  la  détermination  du  cercle  osculateur  des  courbes  à coor- 
données polaires,  et  qui  consiste  à changer  une  expression 
différentielle  prise  en  regardant  y comme  une  fonction  de  x, 
en  une  autre  où  x et  y soient  toutes  deux  envisagées  comme 
des  fonctions  d’une  troisième  variable  t,  que  l’on  suppose  in- 
dépendante, cette  transformation,  dis-je,  étant  souvent  utile,  il 
est  à propos  de  la  reprendre  pour  l’étendre  à des  expressions 
différentielles  quelconques. 

d y*  * 

Le  coefficient  p = -r-  revient  alors  à 
' dx 

. / 

» =11=1*  (123), 


p~dx 
d / 


dx 


où  l’on  doit  regarder  maintenant  dj  et  d#  comme  des  fonc- 
tions de  t,  et  les  différentier  en  conséquence,  ce  qui  donnera 

dP=d(ii'UdardV,drd^i 

r \d  x]  dx7 

faisant  ensuite  dp  — qdx,  on  trouvera 

i ,/dr\  dard’v  — dyd'x 

9 = Â** 

En  poursuivant  de  la  même  manière,,  on  aura 

dx7  d3/  — 3 dxd3x  d’y-j-  3 djd3  x7 — dxdytyx 

~ dx1 

et  posant  dq'=  rdx , on  obtiendra 

' . - . 


dx’  d3j — 3dxd,xd1y-|-3df  d3^* — dxdrd’x 


dx1 


C’est  ainsi  que  les  quantités  p,  q,  r,  etc.,  qui  sont  implicite- 
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ment  des  fonctions  de  x,  s’expriment  au  moyen  de  dx,  d/, 
(Vx,  etc.,  regardées  comme  des  fonctions  de  /;  et  en  substi- 
tuant ces  valeurs  dans  quelque  formule  que  ce  soit,  ramenée  à 
ne  contenir  que  les  coefficients  différentiels  p,  q,  r,  etc;,  on  la 
transformera  sous  le  point  de  vue  général  proposé. 

130.  Les  expressions  de  q,  r,  etc.,  sont  indéterminées,  tant 
qu’on  n’assigne  aucune  relatioq  entre  les  variables  x,  y et  /; 
mais  l’effet  de  cette  relation  établit  une  dépendance  entre  d?x 
et  d’j'-,  puisque  t pouvant  aussi  être  envisagé  comme  une  fonc- 
tion de  x et  de  y,  d<  en  est  pareillement  une  de  ces  variables 
et  de  leurs  différentielles,  et  la  supposition  de  d/  constant  env 
porte  l’équation  d1 t = o. 

Il  n’est  pas  même  nécessaire,  pour  obtenir  cette  dernière, 
de  connaître  la  relation  primitive  entre  x,  y et  la  variable  t, 
qu’on  veut  regarder  comme  indépendante  ; il  suffit  d’avoir  l’ex- 
pression de  dr. 

Si  l’on  prenait,  par  exemple,  pour  cétte  variable  l’arc  de  la 
courbe  proposée,  on  aurait  alors  (64) 


dt  — \Zdx!-t-  dy3; 

et  en  différentiant  dx  et  dj  comme  des  fonctions  de  t,  l’équa- 
tion d’<  = o conduirait  à 

d#  d2.r-t-d-7,d,/  = o,  d’où  d’#; 


d/d1/  ■ 


dx  • • 

I ’ _ . . _ 

Chassant,  à l’aide  de  cette  valeur  et  de  ses  différentielles,  les 
différentielles  d’ar,  d*#,  etc.,  dès  expressions  de  q,  r,  etc.,  on 
aurait  les  formes  que  prennent  ces  coefficients  différentiels  * 
lorsqu’on  fait  varier  x et  y en  conséquence  du  changement  de 
l’arc  t,  ou  lorsqu’on  regarde  cet  arc  comme  la  variable  indé- 
pendante, ou  enfin  lorsqu’on  prend  sa  différentielle  pour  con- 
stante. 

Soit  pour  exemple  l’expression  . . . ’ • 

" ' 1 
(d,rH-  d.r1)1 


(126); 


dxd’j'- — d^d'-r 
en  mettant  pour  d’x  sa  valeur,  on  obtiendra 


dx  (da-M-  d )'’;’  _ 


d'j 


da;  dt 

d’r 
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résultat  qui  ne  contiendra  plus  que  les  variables  y et  l,  quand 
on  y mettra  pour  dx  sa  valeur  q'dt2 — Ay2. 

On  peut  aussi  faire  à volonté 

d < = d #,  ou  d / = dj, 

d’où  il  résulte 

* A'x  — O,  ou  d’j  = o; 

et  par  le  moyen  de  ces  hypothèses,  on  prend  alternativement  x 
et  j pour  variable  indépendante,  c’est-à-dire  que  l’on  regarde 
y comme  fonction  de  x,  ou  x comme  fonction  de  y.  Dans  le 
premier  cas, 

d’r  . , , drd'x 

î==d^’  et,  dans  le  second,  q = • 

■ Si  l’on  met  cette  dernière  valeur  dans  l’expression 


l'+p'Ÿ. 


(126), 


on  la  transformera  immédiatement  en  celle  qui  convient  au  cas 
où  l’on  regarde  x comme  fonction  de^et  qui  est 

.1  £ C 

, _ (d.r’-f-  d r’)’ 


djd5.r 

131.  On  peut  aussi  ramener  à dépendre  immédiatement  de  x 
les  différentielles  d’une  fonction  y formées  en  prenant  pour  va- 
riable indépendante  une  fonction  /,  donnée  en  x et  y.  Pour 
cela,  il  suffit  d’observer  qu’en  regardant  celles-ci  comme  des 
fonctions  de  /,  ainsi  que  lés  coefficients  différentiels  p,  q,  etc., 
on-a  encore,  pair  le  n°  123,  les  équations 

Ay  — pAx,  Ap  = qAx,  Aq  = rAx,  etc.; 
niais  dx  étant  variable, 

dj  ==  pAx 

conduit,  par  la  différentiation,  aux  valeurs 

» • i 

da / = Ap  d x -f-  p d’ x 
= qAx2  -\-pA2x, 

A3y  = Aq  dar3-f-  iq  AxA2 x Ap  A2 x ■+■  pA2 x 

r = rdx1  -+-3qAxA2x  -hpA^x, 

• etc., 
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auxquelles  joignant 


d*/  = o,  dJf  = o,  etc., 

qui  donneront  les  relations  des  différentielles  dJ.r  et  d1 */, 
d3x  et  dsj,  etc.,  on  aura  tout  ce  qu’il  faut  pour  chasser  les  unes 
et  les  autres  de  l’expression  différentielle  proposée,  en  sorte 
qu’il  ne  restera  plus  que  les  coefficients  différentiels  p,  q, 
r,  etc.,  où  / est  supposé  fonction  immédiate  de  x. 

Si  l’on  prend,  comme  ci-dessus, 

dt  = ^dx,-\-dy3,  d’où  Axd*x-\-  d/d’y  = o, 
il  viendra 

d’ar  = — — = — pd’y,  d?y=qdx* — p'd'y, 
et,  par  conséquent. 


*y=S%,  d*,=-£2^. 

La  première  de  ces  valeurs,  mise  dans 

dxdl dx  \/d jc*  — f-  d/’ dx'^i-+-p' 


i d‘y  d’/ 

redonne  l’expression 

(n -P'f 


d’/ 


de  laquelle  on  est  parti  dans  le  n°  126. 


132.  Le  changement  de  variable  indépendante  a aussi  une 
interprétation  géométrique.  En  effet,  il  est  visible  que  pour 
particulariser  le  polygone  MM'M"  etc.  [fig.  2),  qu’on  se  pro- 
pose d’inscrire  dans  une  courbe  quelconque  CM,  il  faut  établir 
une  loi  dans  la  succession  des  angles  de  ce  polygone.  J’ai  d’a- 
bord pris  les  différences  d’abscisses  PP',  P' P",  etc.,  égales 
entre  elles;  mais  on  peut  remplacer  cette  loi  par  toute  autre, 1 
supposer,  par  exemple,  que  les  côtés  MM',  M'M",  etc.,  soient 
égaux. 

Ces  divers  modes  cependant  ne  portent  que  sur  les  signes,  et 
ne  sont  qu’une  manière  parlicujière  d’écrire  les  coefficients 
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différentiels;  car  soit  que  y varie  à cause  du  changement  que  • 
subit  spontanément  x,  ou  à cause  de  celui  que  subit  une  autre 
variable  t,  avec  laquelle  x est  lié,  cela  revient  au  même  pour 
les  limites  qui  sont  indépendantes  des  valeurs  des  accroisse-  ' 
ments.  Aussi  lorsqu’on  différentie  une  équation  entre  x et  y, 
en  faisant  varier  à la  fois  dx  et  dy,  on  peut  transformer  ensuite 
les  résultats  en  coefficients  différentiels,  au  moyen  des  formules 
du  h”  129,  parce  qu’en  mettant  les  valeurs  des  différentielles 
de  l’une  des  variables,  toutes  celles  de  l’autre  disparaissent 
d’elles-mêmes  ; on  parvient  au  même  résultat  final  que  si  l’on 
avait  supposé  constante  une  des  différentielles  premières,  et 
l’on  est  conduit  à des  formules  plus  élégantes,  parce  que  les  ' 
deux  variables  y sont  traitées  symétriquement  (*). 

133.-  D’après  ce  qu’on  vient  de  voir,  on  pourra  toujours  dif- 
férentier  le  système  de  deux  équations  contenant  trois  varia- 
bles, système  duquel  il  résulte  que  deux  quelconques  de  ces 
variables  sont  des  fonctions  déterminées  de  la  troisième.  Si 
U = o et  V = o désignent  deux  équations  entre  x,  y et  2,  on 
les  différentiera,  en  faisant  varier  en  même  temps  les  différen- 
tielles des  deux  indéterminées  que  l’on  regarde  comme  des 
fonctions  de  la  troisième. 

Si  l’on  avait  trois  équations  U = o,  V = o et  W = o,  entre 
quatre  variables  t,  x,  y,  z,. trois,  de  ces  variables,  nécessaire- 
ment déterminées  par  la  quatrième,  seraient  des  fonctions  de 
celle-ci,  et  leurs  différentielles  devraient  varier. 

En  général,  un  nombre  m d’équations  entre  m -f- 1 variables, 
déterminant  m de  ces  variables  au  moyen  de  celle  qui  reste,  ne 
doit  être  regardé  que  comme  contenant  des  fonctions  de  cette 
variable  : il  faut  donc,  dans  les  différentiations  successives  de 
ces  équations,  faire  varier  les  différentielles  des  indéterminées 
qui  représentent  des  fonctions  de  la  variable  que  l’on  consi- 
dère comme  indépendante,  et  dont  on  prend  la  différentielle 
pour  constante. 


(*)  On  trouvera , sur  ce  sujet,  dans  le  premier  chapitre  du  Traité  du  Calcul- 
différentiel  et  du  Calcul  intégral , des  détails  assez  importants  et  qui  n'avaient 
encore  été  donnés  par  personne^que  je  sache,  avant  la  publication  de  cet  Ou- 
vrage. - • ’ 


C* 
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134.  Lorsqu’on  a des  équations  de  cette  nature,  on  peut  tou- 
jours en  tirer  une  résultante  unique,  entre  deux  quelconques 
des  variables,  par  un  procédé  que  je  vais  exposer  sur  deux 
équations  à trois  variables,  et  qu’il  sera  facile  d’étendre  ensuite 
autant  qu’on  le  voudra. 

Soient  U = o,  V=o  ces  équations,  l’une  de  l’ordre  m et 
l’autre  de  l’ordre  n,  entre  les  variables  t,  x,  y et  leurs  différen- 
tielles, et  dont  on  veuille  éliminer  t;  la  première  pourra  con- 
tenir, outre  la  variable  t,  les  différentielles  d/,  d’f,. . . , dmf,  et 
la  seconde  dt,  d’/,. . d“<.  Comme  on  n’a  point  les  équations 
primitives,  ni  toutes  les  différentielles  des  ordres  inférieurs  à 
ceux  des  proposées,  il  faut  nécessairement  se  procurer  de 
nouvelles  équations  pour  chasser  les  quantités  inconnues  d t, 
dU,  etc.;  et  c’est  ce  qu’on  fera  en  différentiant  n fois  l’équa- 
tion U=o  et  m fois  l’équation  V=o.  On  obtiendra  par  ce 
moyen  n-\-m  équations  nouvelles,  et  on  en  aura  en  tout  un 
nombre  wi-+-  n -4-  a,  en  comptant  les  deux  proposées  : les  in- 
connues à éliminer,  savoir  t,  df,  d’f, . . d"/,. . .,  d""H,f,  étant 
au  nombre  de  m + n -t- 1 , il  restera  donc  une  équation  finale 
en  x,  y et  leurs  différentielles. 

Si  df  était  constant,  il  semblerait  qu’en  différentiant  une 
seule  fois  l’une  des  équations  proposées,  on  pourrait  éliminer  t 
et  df,  puisqu’on  aurait  alors  trois  équations;  mais  on  doit  ob- 
server que  les  différentielles  dJx,  d5y,  etc.,  contiennent  impli- 
citement t,  puisque  alors  on  a regardé  x et  y comme  des  , 
fonctions  de  cette  variable  (133);  il  faut  donc  prendre  pour 
constante  la  différentielle  de  l’une  des  variables  que  l’on  veut 
conserver.  - . 

De  la  différentiation  des  équations  contenant  plus  d’une  variable 
indépendante.  . • »' 

135.  Lorsque  l’on  n'a  qu’une  seule  équation  entre  trois  va- 
riables, il  faut  d’abord  fixer  arbitrairement  les  valeurs  de  deux 
quelconques  de  ces  variables  pour  déterminer  la  troisième,  qui 
par  conséquent  est  une  fonction  des  deux  premières.  Si  l’on  a, 
par  exemple,  l’équation 
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on  ne  pourra  obtenir  z sans  avoir  préalablement  assigné 
des  valeurs  à a?  et  à y;  mais  il  convient  d'observer  que  les 
quantités^  et  / n’étant  liées  entre  elles  par  aucune  relation, 
la  seconde  peut  demeurer  la  môme,  quoique  la  première  ait 
changé,  et  réciproquëment. 

11  résulte  de  là  que  la  valeur  de  z peut  varier  de  plusieurs 
manières  : i°  en  conséquence  d’un  changement  arrivé  à x ou 
à y seul,  20  par  le  concours  de  ces  deux  circonstances.  Dans 
le  premier  cas,  la  quantité  y ou  la  quantité  x étant  regardée 
comme  constante,  l’équation  proposée  revient  au  fond  à une 
équation  à deux  variables  ; ainsi,  lorsque  x change  seul,  on  a 


xdx  -+-  zdz  — o. 


d z 

0U  ^d^0* 


et  lorsque  c’est  y,  il  vient 

ydy  ■+-  zdz  — o. 
On  a donc  successivement 


■ . d z 
ou  r+Zlh-:=:ü' 


. xdx 

dz  = 5 


d z = 


_ . 

Z~’ 


mais  il  faut  observer  que  la  -première  de  ces  différentielles  est 
relative  à la  variabilité  particulière  de  x et  la  seconde  à celle 
de  y ; c’est  ce  qu’on  exprime  en  disant  que  l’une  est  la  diffé- 
rentielle partielle  relative  à x,  et  l’autre  la  différentielle  par- 
tielle relative  à/- (43).  . 

Le  sens  de  la  question  suffit  pour  empêcher  qu’on  ne  les 
confonde  ; et  on  les  distingue  d’ailleurs  suffisamment  en  fai- 
sant attention  à la  différentielle  de  la  variable  indépendante  qui 
les  affecte. 

Les  coefficients  différentiels  sont 


dz x dz y 

dx  z dy  z 


136.  En  général,  soit  m=o  une  équation  renfermant  x,  y 
et  z;  si  l’on  regarder  et  / comme  les  deux  variables  indé- 
pendantes, z sera  une  fonction  de  l’une  et  de  l’autre,  et  lorsque 
x recevra  un  accroissement  quelconque,  y étant  supposé  con- 
stant, z éprouvera  un  changement  subordonné  à celui  de  x. 
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Dans  cette  hypothèse,  l’équation  u — o devra  être  envisagée 
comme  une  équation  entre  deux  variables  x et  z : on  aura 
donc (48)  ‘ 

du  du  dz 

dx  d z d.r 


■ o, 


et  de  là  on  tirera  le  coefficient  différentiel  de  z relatif  à la  va- 
riable x.  Il  faut  se  rappeler  ici,  d’après  la  distinction  qui  a été 

d 2 • 

faite  au  n°  135,  que  dans  dz  n’est  que  fa  différentielle 

partielle  de  z prise  par  rapport  au  changement  de  x seul. 

Il  est  évident  que  si  l’on  eût  fait  varier  y on  aurait  eu,  en 
différentiant  l’équation  proposée  comme  ne  contenant  que  les' 
variables  jet  z,  ’ ‘ 

. du  du  dz  _ 

d j "*"■  d z dy  -10' 

Si  l’on  multiplie  par  dx  la  première  des  équations  trouvées 
ci-dessus,  et  la  seconde  par  dy,  et  qu’on  les  ajoute  ensuite,  il 
viendra  * 

du  du.  du/dz,  , dz.  \ 

dïdx+dïdr+rz{  d- rr  **) = ° ; 

mais  ^dx-f-^y  dy  n’est  autre  chose  que  la  différentielle 

totale  de  z (41  ) : on  aura  done 

du,  du.  du. 

•j—  dx  -+-  -j—  dy  4-  — dz  = o, 
dx  dy  J dz 

c’est-à-dire  qu’on  pourra  égaler  à zéro  la  différentielle  première 
de  l’équation  u = o prise  par  rapport  aux  trois  variables  x,  y 
et  z.  Il  ne  faut  cependant  pas  perdre  de  vue  que  cette  diffé- 
rentielle doit  être  regardée  comme  équivalente  à deux  équa- 
tions; car,  lorsqu’on  y aura  substitué  pour  dz  sa  valeur 

^ drr  -+-  ^dy,  l’indépendance  des  accroissements  d.r  et  dy 

exigera  que  les  deux  quantités  qui  les  multiplient  soient  sépa- 
rément égales  à zéro. 

137.  On  parviendra  aux  équations  qui  donnent  les  coéffi- 
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cienls  des  ordres  supérieurs  en  différentiant  les  équations 

d « d u d z 

dx  dz  Ax  °’ 

Au  Au  Az ' 

d/  dz  dj 

En  n’ayant  d'abord  égard  qu’au  changement  de  x,  non-seule- 

meBt  z variera,  mais  en  même  temps  le  coefficient  du  premier 

ci  2 d ^ 5 

ordre  -r-  donnera  naissance  au  coefficient  du  second  ordre  -r-^- 
Ax  - 1 dx’ 

En  différentiant  donc  l’équation  (X)  par  rapport  à a:,  on  aura, 

comme  pour  les  équations  à deux  variables, 

•*  , 1 

. • d’«  d’«  dz  d’a  dz’  d«  d’z 

Ax2^~2  AxAz  dx-*”  dz’  dx’  dz  dx’ 

Si  l’on  difîérentie  (X)  par  rapport  à y et  à z,  ou  (Y)  par  rap- 
port à x et  à z,  en  observant  que,  dans  le  premier  cas,  ^ 

"donne  v— r-’  et  dans  le  second  ^ donne 
. ajd*  Ax 

d’z  d’z 

dxdj  djdx’ 

on  aura  un  résultat  unique  qui  sera 


,:(X)  . 

(Yj 


(XY) 


d’n  dz 
dz  d_y  dx 


d’«  dz 
dz  dx  Ax 


d*«  dz  dz  d«  d’z 
dz’  dx  dy  dz  dxd/ 


Enfin  l’équation  (Y),  difïëreritiée,  en  regardant  y et  z comme 
seules  variables,  produira 


1 . d’w  d’w  dz  d’«  dz’  dr«  d’z 

d/’  2 drdz  d y dz’  dy’^dzdy5  °* 

Les  coefficients  -différentiels  de  la  fonction  z n’étant  qu’au 
nombre  de  trois  pour  le  second  ordre,  seront  donc  déterminés 
par  les  trois  équations  que  nous  venons  d’obtenir. 

Il  faut  observer  que  si  l’on  multiplie  l’équation  (XX)  par  dx’, 
l’équation  (XY)  par  adxdy,  l'équation  (YY)  par  d/’,  et  qu’on 
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ajoute  les  produits,  en  remplaçant  les  termes 

d ar -t—  jjy.d/  par  d z (41), 


dj 


d ’z 


dxJ 


•3-r-^  dxdj-t-^-^ dj^  par  d’z  (44), 


dx1  1 “dxd.r  J d^-’ 
on  formera  la  même  équation  finale  que  celle  qu’on  aurait  ob- 
tenue si  l’on  avait  différentié  l’équation 
d a , d « , d u , 

-r-dx-f--T- dr-t--7-dz  = o, 

dx  dif  dz 

en  y faisant  varier  à la  fois  les  quantités  x,  y,  z et  dz,  et  en  y 
regardant  dx  et  d/  comme  constants,  ce  qui  donnerait  ladiffé- 
rentielle  seconde  totale  de  u,  dans  l’hypothèse  de  z fonction  .' 
de  x et  de  y. 


138.  On  étendra  sans  peine  ces  considérations  à tel  ordre  de 
différentiation  et  à tel  nombre  de  variables  qu’on  voudra  ; car 
tout  se  réduit  à déterminer  celles  qui  sont  indépendantes,  ce 
qu’on  ne  peut  faire  que  par  la  nature  de  la  question  qui  a con-* 
duit  à l’équation  ou  aux  équations  proposées;  et  ensuite  on 
différentiera  par  rapport  à chacune  de  ces  variables  en  particut 
lier,  en  traitant  les  autres  comme  des  fonctions  de  celles-ci. . 

Si,  par  exemple,  on  a les  deux  équations 
u = o,  v = o, 

entre  les  cinq  variables  s,  t,  x,  y .et  z,  on  verra  que  trois  de 
ces  variables  sont  indépendantes.  Supposant  donc  que  y et  z 
soient  les  deux  variables  subordonnées,  ou  des  fonctions  des, 
t,  x,  données  par  les  équations  proposées,  on  différentiera 
successivement  u et  v par  rapport  à s,  par  rapport  à t,  par  rap- 
port à x,  et  l’on  obtiendra 

d«  d«  dj  du  dz 

ds  d.^  ds  dz  ds  °’ 

dw  dw  d/  dw  dz 

dr  +dr  dl  ^ d z d < °’ 

dw  dw  d^*-  dw  dz 

dx  d y dx  dz  dx 

Si  l’on  multiplie  respectivement  ces  équations  par  ds,  df, 
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Ax,  qu’on  les  ajoute  et  qu’on  mette  dj  au  lieu  de 


d z au  lieu  de 
il  viendra 


d z . dî  ,,  d z 
_di4._d<  + _ 
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' d«  , du.  du  . du,  du, 

~i — d s -t-  -r—  d f H — dr+  -t—  dr-t-— dz  = du=o. 
d$  d/  Ax  d/  J Az 


On  tirera  un  résultat  semblable  de  l’équation  v = o;  et  il  s’en- 
suit qu’en  différentiant  les  équations  « = o et  v = o par  rap- 
port à toutes  les  variables  s,  t,  x,  y et  z,  et  en  y substituant  au 
lieu  de  et  dé  Az  les  expressions  de  ces  différentielles  con- 
sidérées comme  appartenant  à des  fonctions  de  trois  varia- 
bles (45),  il  faudra  égaler  séparément  à zéro  le  coefficient  de 
la  différentielle  de  chaque  variable  Indépendante, 
t En  regardant  les  coefficients  différentiels  eux-mêmes  comme 
de  nouvelles  fonctions  des  variables  indépendantes,  on  ne 
saurait  être  arrêté  dans  la  recherche  des  différentielles  ulté- 
rieures. Ainsi,  après  quelques  remarques  sur  l’élimination  des 
constantes  et  des  fonctions,  je  terminerai  ce  qui  regarde  la 
formation  des  équations  différentielles. 

139.  L’équation  u = o,  entre  x,  y et  z,  ayant  deux  différen- 
tielles premières,  il  est  évident  qu’on  peut  éliminer  deux 
quantités  entre  ces  trois  équations,  et  le  résultat  exprimera  la 
relation  des  variables  x,  y,  z,  et  des  coefficients  différen- 
(\  z d 2 / 

tiels  indépendamment  des  quantités  éliminées. 

Si  l’on  joint  aux  équations  précédentes  les  trois  du  second 
ordre,  on  aura  six  équations,  entre  lesquelles  on  pourra  éli- 
miner cinq  quantités,  et  ainsi  de  suite. 


140.  Ceci  conduit  à une  remarque  importante  : c’est  qu’on 
peut  éliminer  d’une  équation  à trois  ou  à un  plus  grand  nombre 
de  variables  des  fonctions  dont  la  forme  est  absolument  in- 
connue. Soit  pour  exemple  l’équation  z = f [ax  -hby),  dans 
laquelle  la  caractéristique  f désigne  une  fonction  dont  la  forme 
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n’est  déterminée  en  aucune  manière  ; on  en  déduit  une  équa- 
tion entre  ^ et  ^ indépendante  de  cette  fonction,  et  qui 

convient  également  à z — ax  -Y-  by,  à z — \jax  by,  à 
* = sin(ax-4-ôj),  et  en  général  à toutes  les  fonctions  de  la 
quantité  ax-Y-by,  quelque  forme  qu’elles  aient.  Pour  cela, 
soit  ax-Y-by  = t ; l’équation  proposée  devient  z ==f  (f),  et  si 
l’on  prend  ses  différentielles  premières  par  rapport  à x et  par 
rapporta j, on  obtient  • 

d Z.  df(/)  d/  d z df(<)  d/  o* 

dx—_dT  dx’  dj  dz  d/  1 ’ h 

entre  lesquelles  éliminant  i il  en  résulte 

d z d t d z d t 


dy  ây  d/  dx 


= o. 


■ 


équation  qui  se  réduit  à 

, d z d z 

, b a -j-  = o, 

dx  dy 

quand  on  met  pour  et  leurs  valeurs  a et  b 

C’est  là  un  caractère  au  moyen  duquel  on  pourra  reconnaître 
si  une  quantité  proposée  est  une  fonction  de  ax  ■+■  by  ou  non  ; 
car,  d’après  sa  formation,  l’équation  précédente  doit  être  satis- 
faite ou  devenir  identique  toutes  les  fois  qu’on  y substituera, 

au  lieu  de  et  ^ » les  valeurs  qui  résultent  de  la  différen- 
dx  dy 

tiation  d’une  fonction  de  ax-Y-by. 

Je  suppose  qu’on  ignore  l’origine  du  polynôme 

a}x'  -|-  2 abxy  -I-  b* y1; 

en  l’égalant  à z,  et  en  différentiant  on  trouvera 

-^  = 2 a’x-Y-zaby,  = zabx  -I-  T.b'y. 

Ces  valeurs  mises  dans  l’équation  b ^ — a ^ = o,  la  rendent 
identique  : on  en  conclura  donc  que  le  polynôme  représenté 
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par  z est  une  fonction  de  ax  4-  by,  ce  qui  est  d’ailleurs  évi- 
dent, puisque 

a'x * -t-  2 abxy  -4-  b’ y =(«t  + ô/)’. 

On  voit  en  général  que  u = o étant  une  équation  entre  x, 
y,  z et  une  fonction  quelconque  représentée  par  f(<),  et  dans 
laquelle  on  ne  connaît  que  la  composition  de  t en  x,  y cl  z,  on 

•pourra  toujours  éliminer  f ( t ) et  - > à l’aide  de  cette  équa- 

tion et  de  ses  différentielles  relatives  à x et  à y ( * ). 

En  passant  au  second  ordre,  le  nombre  d’équations  deve- 
nant plus  grand,  il  est  possible,  dans  beaucoup  de  cas,  d’élimi- 
ner deux  fonctions  indéterminées;  mais  je  n’entrerai  point 
dans  ces  détails,  non  plus  que  dans  ce  qui  regarde  les  équa- 
tions qui  renferment  plus  de  trois  variables. 

Application  du  Calcul  différentiel  à la  théorie  des  surfaces  coûtes. 

141.  Toute  équation  à trois  variables  représentant  une  sur- 
face, on  prendra  pour  ordonnée  de  cette  surface  la  variable 
qui  sera  regardée  comme  déterminée  par  les  deux  autres.  En 
désignant  par  x,  y,  z ces  trois  variables  que,  dans  tout  ce  qui 
va  suivre,  nous  supposerons  rapportées  à trois  axes  perpendi- 
culaires entre  eux,  nous  prendrons  z pour  l’ordonnée,  x et y 
pour  les  abscisses  d’un  point  quelconque,  en  sorte  que  z sera 
une  fonction  de  x et  de  y. 

De  même  que  les  lignes  sont  engendrées  par  le  mouvement 
du  point,  les  surfaces  le  sont  par  celui  des  lignes.'  Par  exemple, 
les  cylindres  et  les  cônes  dont  on  s’occupe  dans  les  Éléments 
de  Géométrie  ne  sont  que  des  cas  particuliers  des  deux  fa- 


(*)  Quand  b = a,  ((ax-t-bf),  devenant  f [a(x  -t-J")],  se  réduit  à une 

d a de 

fonction  du  binôme  x-t-jr,  et  l'equation  b g—  — a — = o se  change  en 

= 0,  qui  est  l’expression  de  la  propriété  caractéristique  employée  à 

développer  f(*-4-/),  dans  le  n°  19  On  trouve  dans  IcTraité  in-/)°,  tome  I, 
chap.  II , d’autres  exemples  de  l’application  des  équations  différentielles  par- 
tielles au  développement  deB  fonctions,  et  particulièrement  la  formule  appelée 
le  théorème  de  Lagrange.  y 


m 


& 
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milles  de  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite,  se  mouvant 
parallèlement  à elle-même,  ou  assujettie  à passer  constam- 
ment par  un  point  donné.  Pour  diriger  le  mouvement  de  cette 
droite,  rien  n’empêehe  de  substituer  au  cercle  d’où  résultent 
les  cônes  et  les  cylindres,  une  courbe  quelconque,  située 
comme  on  voudra  dans  l’espace;  mais,  et  ceci  est  bien  remar- 
quable, on  peut,  par  l’emploi  des  différentielles  partielles, 
écarter  ce  qui  tient  à la  forme  de  celte  courbe,  et  exprimer  en 
général  le  caractère  commun  de  toutes  les  surfaces  d’une  même 
famille.  , , 

En  effet,  si  nous  supposons  d’abord  que  toutes  les  droites 
génératrices  doivent  être  parallèles  entre  elles,  il  faudra  que, 
dans  leurs  équations, 

y = ax-\-a,  z = bx  ■+■  p ( Trig.,  181), 

les  coefficients  a et  b soient  constants,  et  que  les  quantités  a 
et  p varient  ensemble,  de  manière  que  l’une  soit  fonction  de 
l’autre;  car  la  première  étant  donnée,  le  plan  projetant  de  la 
droite  génératrice,  sur  le  plan  des  xy,  est  donné,  et  son  inter- 
section avec  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  celte  droite 
achève  de  la  déterminer  ( * ) : on  aura  donc 

y — ax  a,  z = bx -y  y (a), 

if  étant  une  fonction  dont  la  forme  dépend  de  la  courbe  direc- 
trice; mais  la  première  de  ces  équatiqns  donnant 

« =y  — ax, 

il  en  résulte 

>’*  •*  z — bx  = f( y — ax). 

Si  l’on  fait  ici  b = o,  on  aura  . ’ 

2 = ? (/  — «■*•)> 

équation  qui  rentre  dans  celle  du  n°  140. 

En  éliminant  la  fonction  y dans  le  cas  général,  après  avoir 

Ou  bien  encore  : soient  /=ÿ(x,)t  *'  = o(x'),  les  équations  de  la 
oourbe  directrice;  il  faut  qu’en  posant  x = x',  on  ait  y=.y\  s = z't  et,  par 
conséquent,  ax'  -+-  a = p (x') , bx'  h-  fi  = cr  (x'),  d'où,  en  éliminant  x',  il 
militera  une  équation  entre  x et  fi. 
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fait  da.=  pdx  4-  qAy,  011  obtient 

p-yaq  — b. 

142.  Quand  les  droites  génératrices  doivent  toutes  passer 
par  un  même  point  dont  les  coordonnées  sont  a,  p,  7,  leurs 
équations  deviennent 

T—  P = « (x  — «),  z — y = b(x—a), 
et  ce  sont  les  coefficients  a et  b qui  varient  ensemble  à chaque 
nouvelle  position  que  prend  la  droite  génératrice;  il  faut,  en 
conséquence,  poser  b —f  (a),  ce  qui  donne 


L’éliminàlioji  de  la  fonction  7 conduit  à 

* — ? = />(*— *)+q{y—  P). 

148.  On  voit  encore  sans  peine  que  si  une  courbe  plane 
quelconque  tourne  autour  de  l’axe  des  z,  chacun  de  ses  points 
décrira  un  cercle,  ayant  son  centre  sur  cet  axe,  et  pour  rayon 
l'ordonnée  de.  la  courbe  génératrice  rapportée  à ce  même  axe, 
et,  de  plus,  que  le  rayon  de  ce  cercle  varie  avec  sa  distance  au 
plan  des  xy,  c’est-à-dire  avec  z.  Si  donc  on  pose  pour  son 
équation,  x'  -+■  y1  = a’,  a devra  être  regardé  comme  une  fonc- 
tion de  z,  et  vice  bersâ,  d’où  il  suit 

*’+/*=?(*),  ou  z = ÿ (x'-yy’), 

i|<  désignant  une  fonction  inverse  de  7. 

L’élimination  de  | conduit  à l’équation 

.■  - py—qx  = o, 

qui  exprime  le  caractère  des  surfaces  engendrées  comme  on 
vient  de  le  voir,  dont  la  sphère  n’est  qu’un  cas  particulier,  et 
qu’on  nomme  surfaces  de  révolution.  Pour  les  considérer  sous 
le  point  de  vue  le  plus  général,  il  faudrait  supposer  dans  une 
situation  quelconque  l’axe  autour  duquel  tourne  la  courbe 
génératrice. 

Il  n’est  encore  entré  qu’une  fonction  arbitraire  dans  l’expres- 
sion des  familles  de  surfaces  que  nous  venons  d’examiner;  il 
y eh  aurait  eu  un  plus  grand  nombre,  si  l’on  avait  laissé  plus 


l66  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

de  conditions  à remplir  dans  le  mouvement  ou  la  nature  des 
lignes  génératrices;  ne  peut  qu’indiquer  ici  ce  sujet. 

Cependant  nous  aurons  Üîentôt  l’occasion  de  faire  connaître 
encore  une  classe  de  surfaces  remarquables  s ce  sont  toutes 
celles  qui,  comme  les  cylindres  et  les  cônes,  peuvent,  sans 
déchirure  ni  duplicature,  s’étendre  sur  un  plan,  et  que  pour 
cette  raison  on  nomme  surfaces  développables  (161). 

Enfin,  il  faudrait  aussi  montrer  le  procédé  à suivre  pour  par- 
ticulariser, d’après  des  conditions  données,  les  formes  des 
fonctions  arbitraires  contenues  dans  les  équations  primitives 
des  familles  de  surfaces  ; mais  comme  son  principal  usage  se 
rapporte  au  Calcul  intégral,  je  l’exposerai  à la  suite  de  l’inté- 
gration des  équations  différentielles  partielles. 

144.  Considérons  maintenant  les  diverses  manières  de  pas-, 
ser  d’un  point  à un  autre,  sur  une  surface  quelconque. 

Lorsque  x vàrie  seul  et  devient  x 4-  h,  on  passe  du  point  M 
[fig.  37)  au  point  m,  situé  sur  la  section  QMm,  faite  par  un 
plan  parallèle  à celui  des  xz,  et  mené  par  le  point  M;  l’ordon- 
née m'm  de  cette  section  a pour  développement  la  série 

ds  h d’z  A3  d >z  A» 

Z d.r  1 d.*1  1 > 2 dx3  1 . 2.3  elC\ 

Si  c’est  y qui  se  change  en  /4 -k,  et  que  x demeure  con- 
stant, on  passera  au  point  n situé  sur  la  section  PMn  faite  par 
un  plan  parallèle  à celui  des  yz,  mené  encore  pair  le  point  M, 
et  le  développement  de  l’ordonnée  n'n  de  cette  section  sera 

d z k d ’z  k*  . d*z  A3 


etc. 


à y 1 dy4  1 . 2 d j3  1.2.3 

En  faisant  varier  x et  y en  même  temps,  on  passera  du . 
point  M à un  point  quelconque  N,  et  cela  de  deux  manières 
différentes,  savoir,  en  substituant  / •+-  k au  lieu  de  /dans  le 
premier  développement  ci-dessus,  ou  bien  x A au  lieu  de  x 
dans  le  second.  Par  l’une  de  ces  opérations,  on  passe  de  l’or- 
donnée m'm  à l’ordonnée  N'N,  dans  la  section 
l’autre,  on  passe  de  n'n  à N'N,  dans  la  section 
dent  que  ces  deux  sections  doivent  se  renco 
sans  quoi  la  surface  proposée  ne  serait  pas  c 
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donc  que  les  résultats  rapportés  dans  les  n"  39  et  40  soient 

identiques;  et  l’équation  = g-g—  * à laquelle  tient  cette 

circonstance,  n’est  que  l’expression  de  la  loi  de  contin&ité. 
Ayant  à considérer  particulièrement  la  série 


. dz  , , dz  , 
* + dïh  + dïk 


yte 


etc., 


-4-  a 


d’z 

dxdy 


hk 


d’z 

dy* 


H) 


qui  exprime  le  développement  de  la  valeur  de  z correspon- 
dante à x -(-  A et  à y -+-  k,  pour  abréger,  je  la  représenterai  par 

ishk  -l-  tk')  -f-  etc., 


d’z 

dP  ~ r' 


et  je  ferai  observer  que  le  rapport 


d’z 


d’z 


dxdy  *’  dy’ 


k N ' m'  , 

Â=MÔP=tangNMm’ 


déterminant  la  direction  de  M'N'  par  rapport  aux  axes  des  x 
et  des  y,  fait  connaître  celle  du  plan  M'MNN',  mené  perpen- 
diculairement au  plan  ABC,  et  coupant  suivant  MN  la  surface 
proposée.  .y* 

. 145.  Il  suit  des  considérations  précédentes  et  de  ce  qui  a 
été  dit  n°  136,  que  si  «=o  représente  l’équation  d’une  surface 
courbe,  les  équations  différentielles 

du  du  dt  d«  du  dz 

dx  dz  dx  dy  dz  dy 

appartiendront  respectivement  aux  deux  sections  QMm  et 
■?M»;  la  coordonnée  y n’entrera  dans  la  première  que  comme 
une  constante  arbitraire,  qui  détermine  la  position  du  plan 
coupant  : il  en  sera  de  même  de  la  coordonnée  x dans  la  se- 
conde. On  ne  doit  pas  confondre  le  dz  de  l’une  de  ces  équa- 
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lions  avec  celui  de  l’autre,  puisque  ces  deux  différentielles  ne 
sont  que  partielles  (135).  « * 

La  différentielle  totale,  ou  l’ensemble  des  termes  du  premier 
ordre,  ayant  pour  expression 


Az  = ^ Ax  + Jp  dr =pA?-+-  qdy. 


dz  =pdx  est  la  différentielle  de  l’ordonnée  de  la  section  pa- 
rallèle au  plan  des  x z;  semblablement  d z = qdy  est  celle  de 
l’ordonnée  de  la  section  parallèle  au  plan  des^z. 

Si  l’on  demandait  la  différentielle  de  l’ordonnée  de  la  section 
faite  par  un  plan  quelconque  M'MNN'  perpendiculaire  à celui 
des  xy,  l’équation  de  ce  plan,  de  même  que  celle  de  sa  t'c^^ 
mune  section  M'N',  étant  de  la  forme  y=ax-y  p {Trigi}  17  6), 
établirait  une  dépendance  entre  les  coordonnées  x eiyj  il  îiië 
serait  plus  permis  de  faire  varier  l’une  sans  l’autre,  et  ; ne 
pourrait  changer  que  d’une  seule  manière  ; il  faudrait  alors  em- 
ployer la  différentielle  totale  dz=pdx-\-qdy,  en  observant 
que  l’équ^ion  du  plan  coupant  donne  d/=adar,  d’où  il  suit 

dz  = ( p -\-<*q)  dx. 

Cet  exemple  offre  l’explication  géométrique  de  ce  qu’on  lit 
dans  le  n5  46,  relativement  à l’emploi  des  différentielles  to- 
tales. En  supposant  toujours  une  dépendance  entre  les  deux 
variables,  on  fixe  la  direction  dans  laquelle  on  passe  d’un 
point  à un  autre  sur  la  surface  proposée;  car  si  la  section  MN 
n’était  pas  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à celui  des  xy,  et 
qu’elle  eût  en  conséquence  sur  ce  dernier  une  courbe  pour 
projection,  la  droite  M'N'  serait  la  tangente  de  celte  courbe  au 
point  M',  et  la  projection  de  la  droite  qui  toucherait,  au  point  M, 
la  section  MN  faite  dans  la  surface  proposée. 

146.  La  première  remarque  qui  se  présente,  c’est  que  la 
limite  du  rapport 

NN'  — MM' 

* M'N'  ’ 

donnant  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  fait,  avec 
sa  projection  M-'N',  la  droite  qui  touche  au  point  M la  section 
formée  dans  la  surface  par  le  plan  M'MNN'  (58),  mesure  l in- 
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clinaison  de  cette  section  par  rapport  au  plan  des  xy,  et  in- 
dique par' conséquent  la  pente  de  la  surface,  dans  la  direc- 
tion MN.  Or,  pour  passer  à la  limite,  il  faut  substituer  aux 
accroissements 

NN'—  MM'  et  M'N'=  \JWm'+Win'\ 
les  différentielles  correspondantes 

Az{p-\-*q)Ax,  \jAx,-1rAÿ>=AxiJi-1ra.'1,  (14-5) 
d’où  il  résultera  pour  la  limite  cherchée, 

p -\-  «q 
v/l-ba’ 

Cela  posé,  on  peut  demander  quelle  doit  être  la  situation  du 
plan  coupant  M'MNN'  pour  que  l’expression  ci-dessus,  qui  va- 
rie avec  l’angle  N'M'm'  dont  la  tangente  = a soit  un  maximum. 
Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  différentier  cette  même 
expression  par -rapport  à a,  et  égaler  le  résultat  à zéro  (101)  ; on 
trouvera 


g—  P*  _ 

1 1 _i_  • 


o,  d’où  q ■ 


-r.  1 , 


- p*  = O 


P 


dy 


et  si  Ton  met  pour  a sa  valeur  -y-  > on  formera  l’équation  diffé- 
rentielle 

qAx — pAy^=  o, 

qui,  conjointement  avec  celle  de  la  surface, 

Az  ^=. pAx  + qAy, 

fera  connaître  la  direction  dans  laquelle  doivent  se  succéder 
les  points  consécutifs  pour  descendre  du  point  M au  plan  des 
xy  par  les  arcs  les  plus  inclinés,  ou  la  ligne  de  plus  grande 
pente  qui  conduit  de  ce  point  au  plan  des  xy.  Cette  ligne,  qui 
généralement  sera  courbe,  se  présente  souvent  dans  les  arts 
de  construction.  ■-  • • 

147.  Venons  maintenant  aux  osculations  des  surfaces;  con- 
cevons-en  deux  passant  par  un  même  point  ayant  pour  coor- 
données x,  y,  z-,  et  qu’en  changeant  x en  x -f-  h,  y en/-+-  /r. 
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l’équation  de  la  première  surface  donne 

. 

z+ph  + qk  +-[ rfi’4- 2 shk ■+■  tk l)  •+■  etc., 


et  celle  de  la  seconde 

• • • ? 

2-t-PA  + Q/r  + i (Rès+  2SAfr-t-T/r*)  + etc.; 

leur  distance  pour  le  second  point  que  l’on  considère  sera, 
dans  le  sens  de  l’ordonnée  z, 

(p-P)h+(q-Q)k 

4--[(r — R)  A’  4-  a (4 — S)  AA  4-  ( / — T)  A’] 

4-  etc., 

série  qu’on  peut  rendre  convergente,  en  prenant  A et  A très- 
petits,  et  qui  diminuera  de  plus  en  plus  de  valeur,  lorsqu’elle 
perdra  les  termes  de  sa  première  ligne,  puis  de  sa  seconde,  et 
ainsi  de  suite.  , 

En  raisonnant  ici  comme  on  l’a  fait  par  rapport  aux  courbes 
dans  le  n°75,  on  se  convaincra  qu’une  troisième  surface  pour 
laquelle  ces  termes  ne  disparaîtraient  pas,  passerait  nécessai- 
rement en  dehors  des  deux  autres,  dans  tous  les  points  qui  en- 
vironnent leur  point  commun. 

Lorsqu’on  aura 

p—  P==o,  q — Q = o, 

les  deux  premières  surface# proposées  se  toucheront,  et  leur 
contact  sera  du  premier  ordre;  il  sera  du  second,  si  l’on  a en 
même  temps  ' . 


r — R = o,  4 — S = o,  t — T = o, 
et  ainsi  de  suite. 

1A8.  Si  l’on  suppose  maintenant  que  l’équation  de  la  seconde 
surface  renferme  un  certain  nombre  de  constantes  indétermi- 
nées,  on  pourra  disposer  de  ces  constantes  pour  anéantir  les 
premiers  termes  de  la  distance  des  deux  surfaces,  et  établir 
ainsi  entre  elles  le  contact  de  l’ordre  le  plus  élevé  possible, 
c’est-à-dire  une  osculation. 

En  représentant  par  x',/,  z'  les  coordonnées  de  la  seconde 
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surface,  la  première  condition  à établir,  c’est  qu’en  changeant 
dans  son  équation,  que  je  représenterai  par  V'=o,  x?  et/'  en  x 
et  y , on  en  tire 

• z'=  z, 

afin  que  les  deux  surfaces  aient  un  point  commun.  Remplaçant 
ensuite  les  lettres 

Pt  q,  r,  s,  t,  etc.,  P,  Q,  R,  S,  T,  etc., 

par  les  coefficients  différentiels  qu’elles  désignent,  les  condi- 
tions posées  dans  le  numéro  précédent  deviendront,  pour  un 
contact  du  premier  ordre, 

d z' d z d z' d z . 

dx'  d#’  dy  dj'1"’  ■* 

de  plus,  pour  un  contact  du  second, 

d ‘z'  _d  ’z  d5z'  d’z  d’z' d ’z 

dx1*  dx*’  dx'  dy  dxdj’  d y*  d/1’ 

et  ainsi  de  suite,  ce  qui  établit  que  les  différentielles  partielles 
du  premier  ordre,  puis  celles  du  second  ordre,  etc.,  de  l’équa- 
tion V'=o,  sont  satisfaites  quand  on  y change  x',y,  z' et 
leurs  différentielles,  en  x,  y,  z et  leurs  différentielles. 


149.  Appliquons  d’abord  ce  qui  précède  au  plan,  en  prenant 
pour  V'=  o l’équation 

z'—  Ax'-h  B/'+D  [Trig.,  176)? 

comme  il  n’y  a ici  que  trois  constantes,  on  ne  peut  satisfaire 
qu’aux  trois  conditions  du  contact  du  premier  ordre.  La  pre- 
mière donne 

3}  . z'=  z — Ax  B/  -t-  D, 

et  les  deux  autres 


d z' . dz  d „ <Lz 

dx1  dx ’ d y~  dy- 


En  vertu  de  celles-ci,  il  vient  d’abord 


dz 

z = -r-  x - 
d. 


dz 


\ 


dr* 


r+D, 
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et  retranchant  celte  équation  de  celle  du  plan,  on  obtient 

. d z . ..  . il  z . . » 

ou  • 

z’—z=p[x'—x)  +<]{/— r): 

telle  est  l’équation  du  plan  tangent  à la  première  surface,  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z.t 
On  déterminerait  encore  ce  plan  par  la  condition  qu’il  doit 
contenir  les  tangentes  de  toutes  les  sections  qu’on  pourrait 
faire  dans  la  surface,  par  le  point  M ; car  pour  ces  tangentes,  on  a 

ûz  — [p  + aq)àx  (145), 

et,  lorsqu’on  fait  d>-  = ad.r,  l’équation  du  plan  donne 
Az'  = Ad.r-t-Bd/=(A-t-aB)d;r, 

» » t 

résultat  qui  sera  identique  avec  le  précédent,  quel  que  soit  a, 
si  A =p  et  B = q. 

150.  La  droite  perpendiculaire  au  plan  tangent,  menée  par 
le  point  où  il  touche  la  surface  proposée,  s’appelle  normale,  et 
ses  équations  sont,  d’après  celle  du  plan  tangent, 

x' — x -+■  p [z1 — z)  = o, 

/— r+q  (*'—■ *)  — ° [Trig-> i8a)  (*)• 

La  distance  du  point  considéré  sur  la  surface  courbe,  à un 
point  quelconque  pris  sur  la  normale,  sera 

j{x' — x)7- f-  (/ — 7)H-(a'—  z)'=  ( z ' — z)  \J  1 -y  p' ->r  q' , ■ 
d’après  les  équations  ci-dessus;  et  si  l’on  fait  z'  — o,  le  résultat 


— Jt/i  + q 1 

donnera  la  longueur  de  la  partie  de  la  normale  comprise  entre 
la  surface  proposée  et  le  plan  des  xy. 

t . . 

151.  Les  conditions  d’un  contact  du  second  ordre  étant  au 
nombre  de  six  (148),  ne  peuvent  pas  toujours  être  remplies  par 


. (*)  Nous  les  retrouverons  plus  loin  pnr  une  considération  de  nwri- 

ntuui  et  de  minimum,  ' # y- 
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la  sphère,  puisque  son  équation  générale  ne  renferme  que 
quatre  constantes,  savoir,  les  trois  coordonnées  du  centre  et  le 
rayon  ( Trig .,  i84)  : elle  ne  saurait  donc  avoir  dans  tous  les 
sens  la  même  courbure  que  la  surface  proposée.  Pour  mesu- 
rer celle  courbure,  il  faut  employer  deux  cercles  osculateurs  ' 
différents,  qu’Euler  a déterminés  le  premier,  mais  auxquels 
• - Monge  est  ensuite  parvenu  par  des  considérations  très-élégantes 
que  je  vais  exposer. 

On  a vu,  dans  le  n°  80,  que  les  points  de  la  développée,  ou 
les  centres  de  courbure  d’une  courbe,  sont  les  limites  des  in- 
tersections des  normales;  étendons  celte  définition  aux  sur-* 
faces,  en  cherchant  les  limites  des  intersections  de  leurs  nor- 
males consécutives,  et  pour  cela  reprenons  les  équations 

(a)  ' x' — x-\-p[zr — z)=o, 

{b)  y/  — y + q(z'  — z)=o, 

trouvées  dans  le  numéro  précédent.  Les  quantités  x,y,  z,p,  q, 
relatives  au  point  que  l’on  considère  sur  la  surface  proposée, 
sont  constantes  pour  la  même  normale,  mais  elles  changent 
de  valeur, lorsqu’on  passe  à une  seconde  normale;  or,  ce  pas- 
sage pouvant  s’effectuer  dans  une  infinité  de  directions,  savoir, 
du  point  donné  à chacun  des  points  environnants,  il  faut  faire 
varier  en  même  temps  a?,  y et  a;  et  puisque  l’on  ne  cherche 
que  le  point  d’intersection  de  la  première  normale  avec  la  se- 
conde, on  regardera  comme  constantes  les  coordonnées  x',  y' 

„ et  z',  affectées  à ce  point. 

En  différentiant  ainsi  les  équations  (a)  et  (b),  et  posant 

N ' ->*•  * ’ • ■ «-  . 

dp  = rdx-±-  sdy,  dq  = sda:-|-  tdy  (144  et  44), 
on  trouvera 

' V • 1 . 

(a')  — dx — p'dx  — pqdy-\-  (z' — z)  (rdx-l-idy)  =o, 

(&')  — dy—  q’dy — pqdx [z' — z)  (sd.r  -t-  tdy)  = o. 

Mais  les  équations  (a)  et  (b)  donnant  les  valeurs  de  x' — x et 
dey' — y,  lorsque  celle  de  z'  — a sera  connue,  il  faut,  pour  que 
la  question  proposée  ait  une  solution,  que  les  deux  équa- 
tions (a')  et  [b'\  s’accordent  dans  la  détermination  de  cette  der- 
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nière  quantité,  c’est-à-dire  qu’on  ait 

Ax-y  p'Ax-ypqAy Ay+q'Ay  + pqAx 

rdx-t-5dj  JAx+tAy 

ce  qui  établit  une  relation  entre  d#  et  dj,  et  montre  que  la 

seconde  normale  ne  rencontre  la  première  qu’autant  que  le 

point  d’où  elle  part  est  dans  la  direction  marquée  par  la  valeur 

(J  y * 

de  t'—  • Or,  en  faisant 
Ax 

Ay  — mAx 


dans  l’équation  précédente,  et  ordonnant  par  rapport  à m,  on 
obtient  le  résultat 


[(i  rH  q')  s — pqt]  m’-t-  [(i  ■+•  q ’)  r—  (i  -y  p3)  /]  m 
— [(H -p2)s—pqr]  = o, 


qui  donne  pour  m deux  valeurs  : il  n’y  a donc,  en  général,  à 
chaque  point  d’une  surface,  que  deux  directions  dans  lesquelles 
deux  normales  consécutives  se  coupent,  et  soient  par  consé- 
quent dans  le  même  plan. 

Un  simple  changement  de  coordonnées  suffît  pour  mettre 
en  évidence  la  relation  que  ces  directions  ont  entre  elles,  sur 
la  surface  proposée.  Il  est  visible  d’abord  qu’on  peut  faire  coïn- 
cider le  plan  des  xy  avec  le  plan  tangent  au  point  que  l’on  con- 
sidère, et  placer  l’origine  des  coordonnées  à ce  point,  sans, 
pour  cela,  déranger  la  position  respective  de  la  surface  propo- 
sée, et  de  ses  normales;  mais  alors  x ==  o,  y—  o,  z = o,  et, 


dans  l’équation  du  plan  tangent,  V doit  être  nul  quels  que 
soient  x1  et  y,  ce  qui  exige  que p = o,  q =o,  et  réduit  l’équa- 
tion (c)  à V ov 

"v’/r-L/) 

sm’+  (r — t)  m — * = o,  ou  m7+  - — - — ■ m — 1=0. 


En  nommant  m'  et  m"  les  racines  de  celle-ci,  on  a 


m'm"  + 1 = o; 

et  comme  à présent  toutes  les  droites  qui  touchent,  au  point 
M [fig.  38),  la  surface  proposée,  se  confondent  avec  leur  pro- 
jection sur  le  plan  des  xy,  m.'  et  m"  représenteront  les  tan- 
gentes des  angles  que  font,  avec  l’axe  des  x,  les  droites  indi- 

, • . I . . . • 
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quant  les  directions  sur  lesquelles  on  trouve  les  normales  qui 
se  coupent;  ainsi,  ces  directions  seront  perpendiculaires  entre 
elles  (*). 

152.  On  voit  aussi  qu’en  menant  par  l’axe  des  z,  qui  coïn-  , 

• eide  à présent  avec  la  normale  MG,  et  par  chacune  des  tan- 

gentes MN'  et  Mn',  correspondantes  aux  valeurs  m'  et  m",  des 
plans,  ils  couperont  la  surface  proposée  suivant  deux  courbes, 
dont  les  cercles  osculateurs  seront  aussi  ceux  de  la  surface, 
puisqu’elles  auront  deux  normales  communes  avec  cette  sur- 
face , tandis  que  les  autres  courbes  ne  sauraient  en  avoir 
'qu’une.  . 

C’est  par  les  rayons  de  ces  cercles  qu’on  mesure  les  cour- 
bures de  la  surface  proposée  ; or,  leur  expression  est  évidem- 
ment celle  de  la  distance 

^(x'—xy+  (/— rJ’-M*'— z)’» 

entre  l’intersection  des  normales  et  le  point  que  l’on  considère 
sur  cette  surface.  Par  la  substitution  des  valeurs  de  x' — x et 

• de ^ — y,  tirées  des  équations  (a)  et  [b),  on  trouve 

• • l‘  , 

: (z'  — z) 

où  il  n’y  a plus  qu’à  substituer  pour  z'  — z sa  valeur  tirée  de 
l’une  des  équations  (a')  et  ( b ');  mais  on  arrive  à une  valeur 

d y 

indépendante  de  m,  en  éliminant  d’abord  ^ de  ces  deux 
équations,  ce  qui  donne 

— (i  4- />*)  + (*'—  z)r_  pq — [z'  z)  s 
Pi — P — •z)'s  — (,  + î’)‘+-(z'  — *)*’ 

posant  ensuite 

, g 

(z'  — z)  yi+p’  + fl’^i,  d’où  z’  — z = - ■ - ■■  — T 

Vi+p’+î1 

puis  substituant  cette  valeur  de  z’  — z dans  l’équation  précé- 
dente, faisant  disparaître  les  dénominateurs,  et  ordonnant  par 


(*)  m resterait  indéterminée  si  l'on  avait  en  outre  s — o,  r — t = o,  ce  qui 
a lieu  pour  la  sphère  seulement,  parce  que  toutes  ses  normales  passent  par  so& 
centre , que  Von  suppose  ici  dans  l’axe  des  t. 


7.  ■ . * 
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rapport  à 3,  on  obtient 

l (rt—s,.)3'—[(i-ypi)t—?.pqs-y(i-+-q,)r}S'iJi-\-p'-yq' 

équation  dont  les  racines  exprimeront  les  rayons  des  deux 
cercles  osculateurs. 

Les  valeurs  de  ni,  données  en  fonction  de  x,  y,  z,  changeant 
avec  ces  variables,  pour  chaque  point  de  la  surface  proposée, 
il  en  résulte  les  équations  différentielles 

dy—m'dx,  dy=m"dx, 

qui  déterminent,  sur  le  plan  des  xy,  deux  courbes  passant  par 
le  point  M'  [fig.  37),  et  qui  sont  les  projections  de  celles  qu’il 
faut  suivre  sur  la  surface,  pour  rencontrer  des  normales  qui  se 
coupent. 

Chaque  point  M de  la  surface  proposée  se  trouve  sur  deux 
de- ces  courbes;  celle  qui  répond  à la  plus  petite  des  valeurs 
de  8 est  la  ligne  de  plus  grande  courbure,  l’autre  est  la  ligne, 
de  moindre  courbure. 

Quand  les  valeurs  de  S ont  le  même  signe,  les  deux  cour- 
bures de  la  surface  sont  tournées  dans  le  même  sens,  et  en 
sens  contraire  si  ces  valeurs  sont  de  signes  differents. 

Enfin,  si  l’on  élimine  x,  y et  z entre  l’équation  de  la  sur- 
face proposée  et  les  équations  (a),  [b],  (rf),  on  aura,  par  les 
coordonnées  x',  jJ,  z',  l’équation  de  la  surface  qui  est  le  lieu 
de  tous  les  centres  de  courbure  de  la  proposée,  et  qui,  en  gé- 
néral, sera  composée  de  deux  nappes,  dont  l’une  contiendra 
tous  les  centres  de  la  plus  grande  courbure,  et  l’autre  ceux  de 
la  plus  petite  (*). 

Des  points  singuliers  des  surfaces  courbes,  des  maximums  et 
minimums  des  fonctions  de  plusieurs  variables. 

153.  Les  surfaces  courbes  offrent,  dans  leur  cours,  non- 
seulement  des  points  singuliers  distincts;  en  nombre  limité, 


(*)  On  trouvera,  à la  page  58o  du  Ier  volume  du  Traité  in-4°,  la  formule  pour 
déterminer  par  ces  courbures  celle  d’une  section  faite  dans  la  surface  par  un 
plan  quelconque. 
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mais  ces  points  y forment  aussi  quelquefois  des  suites  conti- 
nues, qu’on  pourrait  nommer  lignes  singulières  ; les  uns  et  les 
autres  correspondent  à des  valeurs  particulières  des  coeffi- 
cients différentiels  de  l’ordonnée  de  la  surface,  analogues  à 
celles  qui  nous  ont  conduit  à la  détermination  des  points  sin- 
guliers dés  courbes.  Mais  pour  se  faire  une  idée  de  la  forme 
d'une  surface,  il  ne  suffit  pas  d’en  chercher  des  points  isolés; 
il  faut,  comme  pour  la  construire,  imaginer  un  ensemble  de 
sections  faites  par  des  plans  ou  des  surfaces  assujetties  à une 
loi  constante  et  déterminée. 

C’est  ainsi  qu’on  peut  reconnaître  en  quel  point  d’une  sur- 
face son  ordonnée  est  un  maximum  ou  un  minimum,  c’est- 
à-dire  plus  grande  ou  plus  petite  que  toutes  celles  qui  l’en- 
tourent immédiatement,  dans  quelque  direction  qu’on  les 
prenne;  car  il  doit  y avoir  alors  un  maximum  ou  un  mini- 
mum sur  toutes  les  sections  que  forment,  dans  la  surface  pro- 
posée, les  divers  plans  passant  par  cette  ordonnée.  Or,  en  po- 
sant pour  l’une  de  ces  sections 

1 ê ... v 

• **My*,v ^ '■  ûy=*dx, 

le  coefficient  illYférentiel  de  la  variable  z considérée  comme 
l’ordonnée  de  cette  section  sera  exprimé  par 

d z p-h<*q 

s/dx^-h  dj*  ~ v'T+T’  (146)’ 


et  devra  être  nul  ou  infini  (101),  indépendamment  d’aucune 
valeur  de  a,  pour  qu’il  y ait  maximum  ou  minimum,  quelle 
que  soit  la  situation  du  plan  coupant. 

Les  conditions  du  premier  cas  seront  donc 

• . p = o,  q=o. 


ou 


d z 
dx 


= 0, 


d z 
dr 


= » , 


et  par  leur  moyen  on  déterminera  les  abscisses  du  point 
cherché;  mais,  comme  dans  les  courbes,  on  ne  pourra  pas 
conclure  de  ces  seules  conditions  qu’il  y ait  maximum  ou 
minimum  : tout  ce  qu’il  s’ensuit  nécessairement,  c’est  que  le 
6'éd.  I.  »a 
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plan  tangent  est  parallèle  à celui  des  x y,  puisque  son  équa- 
tion se  réduit  alors  à a'  — 2 = 0 (149). 

Si  la  surface  proposée  est  la  sphère  donnée  par  l'équation 


on  aura 


d’où 


x2  -h  y1  -t-  z>  = «% 

x . r 
p = -y  9 = -r 


x = o,  • y=o; 
et  on  verra,  par  l’expression 


Z = ya1 — x 1 — y3, 

que  toutes  les  valeurs  de  s qui  répondent  à des  abscisses  dif- 
férentes de  zéro  sont  < a. 

154.  En  n’ayant  égard  qu’à  la  marche  des  valeurs  de  l’or- 
donnée 2,  on  rencontre  aussi  des  maximums  et  des  minimums 
qui  rendent  infinis  les  coefficients  différentiels  p et  q : en 
voici  un  exemple. 

Si  dans  l’équation 

* 1 . > / . 

2 = 6+  (**-+- r>)S  'V  ^ 

on  fait  x et  y nuis,  on  aura  z = b,  et  dès  qu’on  prendra  x et  y 
différents  de  zéro,  on  rendra  z^>b.  Cette  valeur  est  doiie  bien 
un  minimum;  mais  en  supposant  aussi  x et  y nuis,  dans  les 


expressions 


P = 


7.X 


3 ( x7 


3 (a:1-!-^)1 


on  trouve  -•  Pour  en  connaître  la  vraie  valeur,  il  faut  d’abord 
poser  y = mx,  ce  qui  les  change  en 

2 


3a:1  (i-f-TO* 


9 = 


et  montre  qu’elles  sont  réglement  infinies,  lorsque  ar  =s©  et 
que  m est  assignable,  d’où  il  résulte  y = o. 

A la  vérité,  si  l’on  cherche  la  forme  de  cette  partie  de  la 
surface,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  point  qui  répond 


I 
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à x = o,  y=o,  est  une  espèce  de  bec  ou  de  rebroussement,  i 

au  delà  duquel  la  surface  ne  s’étend  pas,  et  semblable  à celui 
que  produirait  la  courbe  EM  (Jig.  >4)  en  tournant  autour  de  la 
ligne  PM.  On  verra  aussi  que  />  et  q se  présentent  sous  la 

forme  parce  que  la  position  du  plan  tangent  à ce  point  est 

indéterminée,  puisque  tout  plan  qui  passe  par  l’axe  des  z 
touche  et  coupe  la  surface. 

Il  existe  aussi,  sur  les  surfaces  courbes,  des  suites  de  points, 
ou  des  lignes  dans  lesquelles  elles  retournent  sur  elles-mêmes, 
qui  sont  nommées  arêtes  de  rebroussement  (on  en  verra  bien- 
tôt un  exemple),  et  d’autres  lignes  où  les  courbures  changent 
de  côté.  Celles-ci  sont  des  lignes  d'inflexion,  qui  peuvent  se 
reconnaître  par  le  changement  de  signe  des  rayons  de  cour* 
bure;  mais  tous  ces  détails  sortant  des  limites  que  j’ai  dû  me 
prescrire,  je  vais  passer  à la  recherche  purement  analytique 
des  maximums  et  des  minimums  des  fonctions  de  deux  va* 
riables. 

• «/  , • 

155.  Il  est  évident  que  la  différence 

u’ — u = f (x-*-  h,  .y  4-  k) — f(x,  jj, 

entre  deux  valeurs  successives  d’une  fonction,  lorsque  les  ac- 
croissements demeurent  très-petits,  mais  sont  d’ailleurs  quel- 
conques, doit  rester  toujours  positive  si  la  première  valeur 
de  u est  un  minimum,  ou  négative  dans  le  cas  contraire. 

Pour  examiner  les  conséquences  de  cette  condition,  il  faut 
en  général  développer,  suivant  les  puissances  ascendantes  des 
quantités  h et  k,  la  différence  indiquée  ci-dessus;  mais  en  nous 
bornant  ici  au  cas  où  les  coefficients  différentiels  ne  deviennent 
pas  infinis,  nous  pourrons  faire  usage  de  la  série  du  n°  41,  et, 
pour  abréger,  nous  désignerons  par 

B,  C,  D,  E,  F,  etc.,  . s ... 

les  fonctions 

d«  d«  dJM  d’«  d*« 

-, — » -T— » —, — ;»  -J l j — -5  elC. 

ax  d y dar’  dxdr  a fl 

Posant  ensuite  A-  = «A,  il  viendra 

h'  — u=  *.(B4-C«)' '+  ^(P  + aEa-*-F«l)  + etc.,  > 
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,série  dans  laquelle  le  terme  affecté  de  la  première  puissance 
de  h pourra  devenir  supérieur  à la  somme  de  tous  les  autres; 
et  comme  il  changerait  de  signe  en  même  temps  que  h,  il  fau- 
dra qu’il  s’évanouisse  lors  du  maximum  ou  du  minimum,  ce 
qui  fournit  l’équation 

R 4*  C ot  = o, 

qui,  devant  subsister  dans  toutes  les  relations  de  k avec  h, 
doit  se  vérifier  indépendamment  de  a ; on  aura  donc 


B = 0, 


d« 

dy 


o, 


ainsi  qu’on  l’a  déduit  des  considérations  géométriques  (153). 

Ces  conditions  étant  remplies  par  les  valeurs  de  x et  de  y 
déterminées  en  conséquence,  il  faut  encore  que  les  coeffi- 
cients D,  E et  F ne  s’évanouissent  pas  en  même  temps,  et,  de 
plus,  que  le  signe  de  la  quantité  qui  forme  la  seconde  ligne  du 
développement  ci-dessus  soit  indépendant  des  valeurs  de  a. 
En  donnant  à cette  ligne  la  forme 


(«) 


/D  2E 
1 . \ F F' 


on  voit  que  son  signe  restera  le  même  si  le  polynôme 


aE 

T “ + a 


:i  change  pour  aucune  valeur  de  a;  et  c’est  ce  qui  arrivera, 
si,  étant  égalé  à zéro,  il  n’admet  pour  a que  des  valeurs 
imaginaires  ou  des  valeurs  égales  : or  ces  valeurs,  exprimées 
en  général  par  - 

— E ± s/Ë^^FD 
“ = F ’ 

seront  imaginaires  lorsque  E’<FD,  et  égales  si  E’  = FD. 

Sans  ces  conditions,  il  n’y  aura  ni  maximum  ni  minimum; 
et  comme  elles  exigent  d’abord  que  F et  D aient  le  même 
signe,  celui  de  la  quantité  (d)  ne  dépendra  plus  alors  que  du 
signe  du  .coefficient  F ; on  aura  donc  un  minimum  s’il  est  posi- 
tif, et  un  maximum  s’il  est  négatif. 

Euler,  dans  ses  Institutiones  C alruli  differentialis,  n'indique 

-4.  • '* 
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qu’une  seule  condition,  savoir,  que  D et  F soient  de  même 
signe;  Lagrange  montra  le  premier  qu’elle  n’était  pas  suffi- 
sante, et  donna  sur  ce  sujet  une  théorie  à laquelle  il  ne  man- 
quait plus  que  l’examen  du  cas  où  E’  = FD,  discuté  depuis  par 
M.  Français  (*). 

Si  les  coefficients  du  second  ordre  s’anéantissaient  en  même 
temps  que  ceux  du  premier,  il  n’y  aurait  maximum  ou  mini- 
mum qu’aulant  que  les  coefficients  du  troisième  ordre  dispa- 
raîtraient aussi,  et  que  les  termes  du  quatrième  formeraient 
une  quantité  dont  le  signe  ne  dépendrait  aucunement  de  a, 
c’est-à-dire  que  le  polynôme  en  a,  qui  monterait  alors  au 
4e  degré,  étant  considéré  comme  une  équation  de  ce  degré, 
n’aurait  que  des  racines  imaginaires  ou  des  racines  égales. 


156.  Pour  exemple  analytique,  j’ai  choisi  la  question  sui- 
vante , analogue  à celle  du  n°  103  : Partager  la  quantité 
a en  trois  parties,  x,  y,  a — x — y,  telles,  que  le  produit 
xmym  — x — *yy  soi(  un  maximum. 

On  a alors 

u = x*y*  (a—x—j-y, 

= xm~>  y*  ( a — x — y-y-'  { ma — mx — my — px  j =o, 

U X 

^ = xT  y'-'  ( a — x — y-y-'  | na  — nx  — ny  — py  j = o ; 

les  facteurs  ma — mx  — my — px  et  na — nx  — ny  — py,  étant 
égalés  à zéro,  fournissent  les  équations 

m(a  — x—y)—px  — o,  n(a—x—y)  — py  =o, 

qui,  par  l’élimination  de  a — x — y,  conduisent  à 


mpy — npx  = o,  d’où  / = — ; 
et  l’on  trouve  ensuite 


t.vma  na 

x — — — ■ , r = — » a — x — y 

4 -p  m+«4-  p 

. • V 

(’)  y o)  n le  Truite  i»-4",  volume,  puge  iïSs, 


pa 

m + n + v 
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Pour  savoir  si  ces  valeurs  appartiennent  en  effet  à un  maxi- 
mum, on  les  substituera  dans  les  expressions  générales  de 

d Ui 


(Vu 

dx3’ 


dxdr 


d3« 

dr1’ 


en  faisant , pour  abréger,  m-b  n-\-  p — q,  on  trouvera 

»— )—'(?)'  (fr 


E = — 


F = — 


mua 

1~ 


( ma\"~'  ( na\"  ‘ ( pa\r-' 

\T  / \7/  \7/ 

n*p)  (t)"  mtr 


Les  quantités  1)  et  F sont  toutes  deux  négatives,  et  l’on  s’assu- 
rera sans  peine  qu’elles  remplissent  la  condition  E’<DF 
lorsque  les  exposants  m,  n,  p sont  positifs;  ainsi  on  a obtenu 
le  maximum  demandé. 

157.  Comme  application  géométrique,  je  prendrai  la  déter- 
mination de  la  plus  courte  distance  entre  un  plan  et  un  point 
donnés. 

Soient  x,  y,  s les  coordonnées  du  plan,  qui  sont  les  incon- 
nues du  problème,  x',  y,  z'  celles  du  point,  qui  sont  les 
données  ; la  distance  entre  le  point  et  le  plan  sera  exprimée 
par 

u=v'(x— y)'-h{z— z')\ 

qui  devra  être  considérée  comme  une  fonction  des  deux  va- 
riables x et  y,  à cause  de  la  dépendance  qu’établit  entre  celles-ci 
et  l’ordonnée  z l’équation  du  plan  donné.  Si  on  la  représente 
par  z = Ax  -4-  Bj-t-  D,  que  l’on  différentie  u dans  cette  hypo- 
thèse (136),  on  aura  da  = Adx  + Bd/,  et,  supprimant  les 

dénominateurs  des  valeurs  de  — et  de  4^  > on  trouvera 

dx  dy* 

x — x'-b(z  — z')  A = o,  y—y-h(z  — z')B=  o, 

équations  qui  sont  précisément  celles  de  la  perpendiculaire  au 
plan  donné.  » ' 

S’il  touche,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z,  une 
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surface  courbe  pour  laquelle  dz=pdx  -\-qdy,  connue  alors 
A —p,  B = q,  les  équations  ci-dessus  deviendront  celles  de  la 
normale  à cette  surface  (150). 

De  l’application  dn  Calcul  différentiel  anx  courbes  à double 
courbure,  et  des  surfaces  développables. 

158.  On  sait  ( Trig .,  193)  que  deux  équations  primitives 
entre  trois  variables  se  représentent  par  une  ligne  considérée 
dans  l’espace,  tandis  qu’une  seule  équation  entre  trois  va- 
riables appartient  à une  surface.  Lorsqu’on  veut  appliquer  le 
Calcul  différentiel  aux  courbes  à double  courbure,  on  peut  les 
regarder  comme  les  limites  de  polygones  dont  trois  côtés  con- 
sécutifs ne  sauraient  être  dans  le  même  plan.  Le  prolonge- 
ment de  l’un  de  ces  côtés  donne  la  tangente,  de  même  que  dans 
les  courbes  planes. 

Ainsi  la  tangente  MT  de  la  courbe  MX  [Jîg'ty)  est  la  droite 
qui  passe  parles  points  dont  les  coordonnées  sont 

x,  y,  z,  x -y  dx,  j-+-dr,  z-l-dz; 

et  l’on  aura,  pour  les  équations  de  ses  projections  sur  les  plans 
des  xy  et  xz, 

j d y , , . 

z'—z=^(x'—x)  {Trig.,  179), 

qui  appartiennent  évidemment  aux  lignes  M'T’  et  M"T",  tan- 
gentes aux  projections  M'X'  et  M"Xff  de  la  courbe  proposée  (68). 
Il  ne  reste  plus  qu’à  mettre  dans  ces  équations,  au  lieu  des 
coordonnées^,  z,  et  de  leurs  différentielles,  les  valeurs  tirées 
des  équations  des  projections  de  la  courbe  proposée. 

159.  Deux  tangentes  consécutives  TM  et  tm  déterminent  le 
plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutifs,  et  qu’on  nomme 
plan  oscillateur  : on  peut  trouver  son  équation  en  le  regardant 
comme  passant  par  trois  points  consécutifs  de  la  courbe  pro- 
posée. Soit  donc 

z1—  A x'  -f-  -+-  D 
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son  équation  ; il  faudra  qu’on  ail  d’abord 
s = A x Br  H-  B, 

puisqu’il  doit  contenir  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x, 
y et  3 ; et  pour  que  les  deux  points  suivants  s’y  trouvent  aussi, 
il  faudra  de  plus  que  la  différentielle  première  et  la  différen- 
tielle seconde  de  son  équation  aient  lieu  en  même  temps  que 
celles  des  équations  de  la  courbe  proposée. 

On  pourrait  prendre  une  des  différentielles  dx,  d^ou  dz 
pour  constante  (133);  mais  il  sera  plus  symétrique  de  les 
traiter  toutes  comme  variables  en  même  temps,  et  il  viendra 

da  = A d x + B d j, 
d!  z = A d'x  -+-  B d'y, 

dxd'z  — dz  d'x 
d-rd1/  — d^d2#’ 

z = Ax  -+-  Br  -f-  D 

de 

z'=  Ax'-l-Bj'-f-  D, 

mettant  ensuite  pour  A et  B leurs  valeurs,  faisant  disparaître 
les  dénominateurs  et  passant  tous  les  termes  dans  un  seul 
membre,  on  trouvera 

( x ' — x)  (djd’z — dzd2^)  -4- (y — y)  (dzd2.r — d.rd2z) 
-f—  ( zr  — z)  (d^d*^ — dyd2a:)  = o, 

résultat  remarquable  par  sa  forme. 

En  y substituant  pour  deux  quelconques  des  trois  coordon- 
nées x,  y,  z leurs  valeurs  tirées  des  équations  de  la  courbe 
proposée,  on  aura  l’équation  du  plan  osculateur,  particularisée 
par  la  coordonnée  restante.  . - 

Ici  s’offre  l’occasion  de  vérifier  ce  qu’on  lit  à la  fin  du  n°  132; 
car  si,  en  regardant  d’abord  y et  z comme  des  fonctions  de  x, 
on  fait 


d ou  l’on  tirera 

^ dzd2j — drd'z 

dxd1^  — d^d’a: 

puis  retranchant  l’équation 
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et  qu'ensuite  on  suppose  les  trois  variables  fonctions  d’une 
quatrième  t,  on  aura,  par  le  n°  131, 

A2y=qAx2-{-  pA'x,  A2  z — q' Ax2-\- p' A2x, 

valeurs  dont  la  substitution  dans  l’équation  du  plan  osculateur, 
faisant  disparaître  dJ.r,  conduit  au  même  résultat  que  si  l’on 
eût  l'ait  dx  constant. 

160.  On  observera  en  passant  que  la  différentielle  de  l’arc 
de  la  courbe  a pour  expression 

^dxJ-f-  djJ+  d-z1, 

puisque  c’est  celle  de  la  distance  des  points  dont  les  coordon- 
nées respectives  sont 

x,  y,  z,  x + Ax,  y-i-dj,  z-\-Az. 

161.  La  série  des  tangentes  d’une  courbe  à double  cour- 
bure, ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  suite  de  ses  plans  oscu- 
lateurs,  lorsqu’on  les  mène  par  des  points  peu  éloignés,  forme 
un  polyèdre  composé  de  plans  angulaires  accolés  les  uns  aux 
autres  par  un  côté  commun,  et  qui  peuvent  se  ramener  au 
même  plan  ou  se  développer  en  les  faisant  tourner  autour  de 
ce  côté  : c’est  ce  que  représente  la  fig.  4».  Si,  pour  plus  de 
simplicité,  on  n’y  considère  en  premier  lieu  que  les  lignes 
tirées  en  plein , on  verra  bien  comment  les  côtés  du  poly- 
gone MM,M3M3.  . .,  prolongés  dans  le  même  sens,  forment 
les  angles 

TM, T,,  T,M,T,.  TjMjTj,  T3M, T, , etc., 

situés  d’abord  dans  des  plans  différents  et  qui  se  ramènent  sur 
un  seul  en  tournant  autour  des  lignes 

M,  T, , M,  T, , M 3 T j , etc. 

Considérant  ensuite  leurs  prolongements  dans  le  sens  op- 
posé, parties  qui  sont  ponctuées  et  qui  croisent  la  direction 
des  autres,  en  passant  soit  au-dessus,  soit  au-dessous,  on  en 
voit  naître  une  seconde  nappe  du  polyèdre,  laquelle  rencontre 
la  première  suivant  les  côtés  du  polygone,  qui  devient  ainsi 
une  ligne  de  rebroussement  sur  ce  polyèdre. 
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Il  esi  bon  d’observer  que  chaque  côté  de  ce  polygone  peut 
être  envisagé  comme  l’intersection  de  deux  faces  contiguës  du 
polyèdre,  et  chacun  de  ses  angles  comme  celle  de  trois  faces 
consécutives  du  même  polyèdre. 

Cela  posé,  si  l’on  conçoit  que  les  points  pris  sur  la  courbe 
proposée  pour  former  le  polygone  se  rapprochent  de  plus  en 
plus,  le  polyèdre  tendra  sans  cesse  vers  un  corps  continu  qui 
en  sera  la  limite,  comme  les  cylindres  et  les  cônes  sont  celles 
des  prismes  et  des  pyramides  ; et  sa  ligne  de  rebroussement,  se 
changera  dans  la  courbe  proposée,  qui  est  aussi  nommée  l 'arête 
de  rebroussement  de  la  surface  formée  par  ses  tangentes.  Telle 
est  l’origine  la  plus  simple  des  surfaces  développables  annon- 
cées dans  le  n°  113. 

Lorsqu’on  a les  équations  de  la  courbe  proposée,  celle  de  la 
surface  de  ses  tangentes  s’obtient  facilement  ; car  si,  dans  les 
équations  de  la  tangente. 


on  change  x,  y,  z,  en  a,  p,  7,  afin  de  pouvoir  supprimer  les 
accents  affectés  aux  coordonnées  courantes  de  celte  droite,  et 
qu’on  représente  par 


les  équations  des  projections  de  la  courbe  proposée,  et  leurs 
différentielles,  en  sorte  que  les  équations  de  sa  tangente  de- 
viennent 


cette  droite  n’est  plus  particularisée  que  par  la  valeur  de  a.  Si 
donc  on  élimine  a,  ce  qui  est  toujours  possible  quand  les  fonc- 
tions f et  ÿ sont  connues,  l’équation  résultante  en  x,  yelz  ap- 
partiendra à l’ensemble  des  tangentes  de  la  courbe  proposée  et 
sera  par  conséquent  l’équation  de  la  surface  qu’elles  forment. 


(«) 

(*) 


r-'-?  («)  = ?'  (a)  (*—<*)> 

■*—+(«)=+'  (<*)(*—«), 
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11  est  évident  qu’on  pourra  reconnaître  par  cette  équation  si 
la  courbe  donnée  est  plane  ou  à double  courbure,  puisque  dans 
le  premier  cas  la  surface  dont  on  vient  de  parler  sera  un  plan, 
et  dans  le  second  une  surface  courbe. 

Quand  les  formes  des  fonctions  ? et  ^ ne  sont  pas  données, 
l’élimination  ne  peut  s’effectuer  qu’en  différenliant,  et  l'on 
parvient  alors  au  caractère  général  des  surfaces  développables. 
11  faut  d’abord  observer  que  l’équation  (a),  établissant  une  re- 
lation entre  x,  r et  a,  fait  voir  que  la  dernière  de  ces  quantités 
est  une  fonction  des  deux  autres  : je  différentie  donc  sous  ce 
point  de  vue,  et  successivement  par  rapport  à .r  et  par  rapport 
à y,  les  équations  (a)  et  (6).  Pour  abréger,  je  pose 

. . . da  da 

dz=pux  + qdy,  ^ = *',  ^=a  ; 

après  les  réductions,  il  vient 

° = ?'(a)-Ma: — “)“'?"(<*)> 

1=  (x  — «)a*Y'(a), 

P—Ÿ(a)  -H* — “)  (“)» 

q=z  (x  — a)  «*+"(«); 


mettant  alors  dans  les  valeurs  de  p et  de  q celles  de  (x  — a)  a' 
et  de  (x  — a)  a",  tirées  des  deux  premières  équations,  p et  q 
prendront  la  forme 

p = *{a),  q = '¥(a), 

4>  et  v désignant  des  fonctions  dépendantes  de  ? et  de  >)/,  et  par 
conséquent  arbitraires.  Il  résulte  évidemment  de  là  que 


p = a(q), 

a étant  aussi  une  fonction  arbitraire  comme  les  précédentes. 
Maintenant  si  l’on  fait,  ainsi  que  dans  le  n°  151, 

dp  = rdx  -+-  sdy,  dq  = sdx  •+■  t d/, 

qu’on  différentie  successivement  par  rapport  à x et  par  rapport 
à y,  l’équation  p — zj(q),  on  obtiendra 

' i*=Er'(gj«,  . S = u'(q)t ; 

et  éliminant  la  fonction  a'{q),  on  aura  enfin  l’équation  diffé- 
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rentielle  partielle  du  second  ordre 


rt — s2=o, 


ou 


d'z  d’z  / d Jz 

d-r1  dj*  \dard//  : 


qui  exprime  le  caractère  général  des  surfaces  développables, 
découvert  par  Euler,  mais  sous  une  autre  forme. 

Il  faut  d’abord  remarquer  que  l’équation  ( e ) du  n®  152  se 
réduit  au  premier  degré  lorsqu’on  y fait  rt — i’=o,  ce  qui 
montre  que  les  surfaces  développables  n’ont  qu’une  seule 
courbure,  et  qu’à  proprement  parler  l’une  des  deux  valeurs 
de  S devient  infinie  dans  ce  cas.  La  ligne  de  courbure  qui  s'y 
rapporte  est  précisément  une  des  tangentes  génératrices,  celle 
qui  passe  par  le  point  que  l’on  considère. 

Le  plan  qui  touche  la  courbe  à ce  point  passe  par  la  même 
droite,  à tous  les  points  de  laquelle  s'étend  le  contact  entre  le 
plan  et  la  surface  proposée,  comme  il  est  aisé  de  le  voir,  puisque 
ce  plan  n’est  autre  que  la  limite  de  ceux  qu’on  mènerait  par 
deux  tangentes  consécutives.  . , 

Cette  propriété,  particulière  aux  surfaces  développables  et 
résultant  de  ce  qu’elles  sont  composées  de  lignes  droites  qui 
se  coupent  deux  à deux,  les  distingue  de  toutes  les  autres 
surfaces  sur  lesquelles  le  contact  avec  un  plan  n’a  lieu,  en  gé- 
néral, que  dans  un  seul  point. 


162.  Mener  une  normale  à une  courbe  considérée  dans  l’es- 
pace est  un  problème  indéterminé  ; car  il  existe  un  nombre 
infini  de  droites  qui,  passant  par  le  point  donné,  sont  en  même 
temps  perpendiculaires  à la  tangente  : l’ensemble  de  ces  droites 
forme  un  plan  perpendiculaire  à cette  tangente,  et  qui  se 
nomme  plan  normal . En  donnant  aux  équations  de  la  tan- 
gente (158)  la  forme 


dz 


on  voit  que  l’équation  du  plan  normal  est 

(x' — x)  — r)  jp-4-z' — z = o 

' ' dz  w ' dz 


[Trig.,  182), 
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OU 

(1)  (x' — x)  d2-  + [y — y)  dy-f-  [z‘ — z)  <lz  =0. 

Considérons  maintenant  le  plan  normal  pour  le  point  con- 
sécutif; il  est  évident  qu’il  coupera  celui  qu’on  vient  de  déter- 
miner, et  que,  sur  cette  intersection,  les  coordonnées  x1,  y,  z' 
n’auront  pas  varié,  quoique  x soit  devenu  x + àx  : on  aura 
donc  alors 

(a)  (x' — x)  d’x-f-  [y — y)  d’y -H  (a' — a)  4 ’a  — di,=  o, 

en  posant,  pour  abréger, 

dar’-H  dr^-f-  da’  = dî% 

et  le  système  des  équations  (i)  et  (2)  représentera  la  droite  dont 
il  s’agit.  Si  on  le  combine  avec  les  équations  de  la  courbe  pro- 
posée, pour  éliminer  x,  y et  a,  il  restera  une  seùle  équation, 
appartenant  à la  surface  qui  est  la  limite  des  intersections  suc- 
cessives des  plans  normaux,  comme  la  développée  des  courbes 
planes  est  celle  des  intersections  consécutives  de  leurs  nor- 
males (80). 

Cette  surface  est  évidemment  développable  ; car,  ainsi  que 
celle  des  tangentes,  elle  est  composée  de  lignes  droites  qui  se 
coupent  deux  à deux,  puisque,  si  l’on  substitue  un  polygone 
à la  courbe  proposée,  l’intersection  du  premier  plan  normal 
avec  le  second,  et  celle  du  second  avec  le  troisième,  seront 
toutes  deux  dans  le  second,  et  ainsi  de  proche  en  proche. 

C’est  ce  que  l’analyse  prouve  aussi;  car  si  l’on  change  x en  a 
comme  dans  le  numéro  précédent,  qu’on  fasse  da  constant,  et 
qu’on  supprime  les  accents,  les  équations  (1)  et  (2)  deviendront 

K)  x~ “+  [?—?  (“)]?'  (a) -4-  [z  — $ («)]  y (a)  =0, 

, « !'  tr— ?(“)]?"(“) +[*—+(“)]  +'(«) 

( — I — ?'(«)’  — +'(«)’ 

la  seconde  étant  la  différentielle  de  la  première  par  rapport  à a, 
montre  qu’on  peut  différentier  celle-ci  par  rapport  à x et  y, 
sans  faire  variera,  puisque  les  termes  qui  résulteraient  de  cette 
fonction  seraient  nuis  en  vertu  de  la  seconde  équation.  La  pre- 
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mière  donnera  donc  seulement 

i -+-/>•■{<'(«)  = o,  ï'(a)+?’l''(»)  = o) 
d’où  il  faut  conclure,  comme  dans  le  numéro  cité,  que 
p = a(q)  (*). 

163.  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  déterminer  les 
courbures,  ou  flexions  d’une  courbe  à double  courbure.  La 
première,  celle  qui  subsisterait  encore  quand  on  développerait 
la  surface  des  tangentes  ou  des  plans  osculateurs,  est  celle  du 
cercle  qui  est  la  limite  de  tous  les  cercles  passant  par  trois 
points  consécutifs  de  cette  courbe,  et  contenu  par  conséquent 
dans  le  plan  osculateur.  Son  centre,  qui  est  évidemment  l’in- 
tersection de  ce  plan  avec  les  deux  plans  normaux  consécutifs, 
sera  donné  en  joignant  l’équation  du  plan  osculateur  (159)  au 
système  des  équations  (i)  et  (a)  du  numéro  précédent. 

(*)  Si,  dans  l'équation  (i'),  on  fait 

a-*'ÿ(cOp'(a)-t-^(a)^'(a)  = m, 
ce  qui  rendra  a fonction  de  m,  on  pourra  poser 

*'(«)=-Y(m>, 

et  il  viendra 

(i*)  x-*-yY(ni)  -f-  a Y (m)  as  i», 

(»'>  J'*'(m)-i-*Y'(m)=  i. 

Ces  équations,  qui  dérivent  de  celles  du  plan,  x+Aj'-f  B«  = m,  dans  laquelle 
on  a rendu  deux  des  constantes  fonctions  de  la  troisième,  appartiennent  à la 
suite  des  intersections  d’un  plan  assujetti  à se  mouvoir  d’une  manièro  quel- 
conque dans  l’espace  : tel  est  l'énoncé  le  plus  concis  de  la  formation  des  sur- 
faces développables. 

En  joignant  aux  équations  (i*)  et  (a")  la  différentielle  de  la  deuxième,  prise 
seulement  par  rapport  à m,  aün  de  passer  au  point  commun  à deux  intersections 
successives  des  plans  générateurs,  on  aura  pour  ce  point 

(3")  + = 

et  si  l’on  élimine  m entre  les  équations  (i*),  (2*  ) et  (3*),  on  obtiendra  l’arète 
de  rebroussement  de  la  surface  développable  (AGI  ). 

La  famille  des  surfaces  développables  no  renferme  pas  toutes  celles  qui  9ont 
engendrées  par  le  mouvement  d’une  ligne  droite;  il  y a ert  outre  les  surfaces 
gauches  ou  réglées.  Voyez,  sur  ce  sujet,  le  Traité  in-40,  tome  1er,  page  6o6,  et 
tome  111 , page  666. 
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Au  moyen  de  ces  équations,  on  déterminera  lefe  valeurs  de 

x'—x,  y — y,  z'—z, 

pour  les  substituer  dans  l’expression 

<j[x'—  *)j+  (/—y)1- h (*'— s)1, 

qui  sera  celle  du  rayon  cherché,  que  je  représenterai  par  u. 

Si  l’on  pose  d’abord,  pour  abréger, 

d-rd'y — dyd’.r  = Z, 
dzd’.* — d.*d'z=Y, 

. ‘ dy<l'z — dzd'y  = X, 

en  indiquant  chacune  de  ces  expressions  par  la  lettre  qui  ne 
s’y  trouve  point,  l’équation  du  plan  osculaleur(159)  deviendra 

X (*'  — *) ■+  Y (/— y)  + Z (z'- z)  = o ; 

et  en  la  combinant  avec  celle  du  premier  plan  normal  (numéro 
précédent),  on  en  tirera  d’abord  les  valeurs  de  x" — x et  de 
y — yen  z' — z,  qu’on  mettra  dans  l’équation  du  second  plan 
normal,  qui  donnera 

. (Xdr-Yd*)d,’ 

Z— Z_ g 

où 

D = (Ydz — 7.àÿ)d,x-{-(Zdx — Xdz)  d'y -H  (Xdy — Ydj?)d'z, 

(Ydz  — Zdy)  d*' 

g , 

j (Zdx — Xdz)ds*  ..  - 

.» -r-  n ; , ; * •• 

et  substituant  ces  valeurs  dans  l’expression  de  on  trouvera 
f(Xdy — Ydx)*-t-(Zd.r — Xdz)*-)-(Ydz  — Zdy)']  ds* 

« — j>» 

Cela  fait,  on  s’assurera  aisément  que 

Xd#  -t-  Y dy-f-  Zdz  = o, 

et  en  ajoutant  le  carré  de  cette  expression  au  premier  facteur 


• ■ 1 Digitized  by  Google 


TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 


19a 

du  numérateur  de  u on  aura 

, (X‘+Y»-+-Z*)di* 

— — , — - — • 

D= 

On  verra  aussi,  en  développant  la  valeur  de  D,  qu’elle  se  réduit 
à X* 4- Y* 4- Z’;  on  obtiendra  donc  pour  dernier  résultat 

, _ di*  ... 

X’4-Y‘4-Z>  U” 

L’intersection  des  deux  plans  normaux  consécutifs  étant  per- 
pendiculaire au  plan  du  cercle  qui  passe  par  les  trois  points 
pris  sur  la  courbe  proposée,  en  est  l’axe,  et  chacun  de  ses 
points  peut  servir  à décrire  le  cercle,  en  prenant  pour  rayon  la 
distance  de  ce  point  à ceux  du  cercle;  mais  parmi  tous  ces 
rayons  on  distingue,  sous  le  nom  de  rayon  de  courbure  absolu, 
celui  qui  est  dans  le  plan  même  du  cercle,  et  que  nous  venons 
de  trouver. 

Les  valeurs  de  x',  y,  z'  feront  connaître  la  position  du  centre 
de  courbure  ; et  en  éliminante,  jet  z,  on  obtiendra  les  équa- 
tions de  la  courbe  formée  par  tous  ces  centres  ; mais  celte 
courbe  n’est  point  la  développée  de  la  proposée  lorsque  celle-ci 
n’est  pas  plane  (**). 

La  formule  précédente,  donnant  comme  cas  particulier  la 
courbure  de  l’intersection  d’une  surface  et  d’un  plan  quel- 
conque, se  rattache  à ce  qu’on  a vu  sur  la  courbure  des  sur- 


(*)  Si  Ton  faisait  constante  la  différentielle  dif  ce  qui  donnerait 

d *d*x  = dxd*x-f-  dj'd’/'H-  drd**  = o, 

et  qu'on  ajoutât  le  carré  de  la  dernière  expression  au  développement  d« 
on  trouverait,  après  des  réductions  faciles  à apercevoir, 

d*4 

“ — d*x,4-d*,,-+-d,s*' 


En  supprimant  tout  ce  qui  appartient  à la  troisième  coordonnée  z,  on  aurait 
dj4  . dr’  - - . 


d’x* -t-  d'.r’ 


d'où  u = • 


y'd’x’  d V 


formule  h joindre  aux  expressions  de  y,  dans  le  n°  ISO. 

(**)  Voyet  pages  fia 5 et  63o  du  Ier  volume  du  Traité  in-4°. 
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faces  (151).  Je  me  bornerai  ici  au  cas  où  le  plan  coupanl  passe 
par  la  normale  à la  surface  proposée  ; je  prendrai  le  plan  tan- 
gent pour  celui  des  xy,  et  pour  origine  des  coordonnées  le 
point  où  l’on  cherche  la  courbure.  Dans  cette  hypothèse, 
d z = o et  d’j=  o,  à cause  que  le  plan  coupant  étant  perpen- 
diculaire sur  le  plan  tangent,  l’intersection  du  premier  avec 
la  surface  se  projette  en  ligne  droite  sur  le  second.  Il  résulte 
de  là 

Z = o,  Y — — d.rd’z,  X = d/d’z,  d sJ  = d x'  -h  d/’, 

(d  -t- 

d’z1  ' , 


mais  si  l’on  pose  en  général  dz  =pdx  -t-qdy,  on  en  déduira 


d,z  = d(/>dx-hîdy)  = d^da:  + dçdj=  (r+nsm-htm^dx1, 
suivant  la  notation  du  n°  151,  où  d/=  mdx  ; et  de  là 


u = : 


?.£m 


tm * 


Cette  expression,  dépendant  de  m,  change  de  valeur  avec  la 
direction  du  plan  coupant,  et  peut,  en  conséquence,  être  sus- 
ceptible de  maximum  ou  de  minimum.  En  égalant  à zéro  sa 
, différentielle  relative  à ni,  on  trouve 


(r  4-  2s/n  -I-  t/n1)  m — (i  4-  m1)  [s  4-  tm)  =o, 


ce  qui  se  réduit  à 

sm' 4-  (r — l)  m—s  = o; 


ainsi  les  valeurs  de  m sont  ici  les  mêmes  qu’au  n°-151. 

Comme  elles  appartiennent  à deux  directions  perpendicu- 
laires, on  peut  faire  passer  les  plans  des  xz  et  des  yz  par  ces 
deux  directions  ; l’une  des  valeurs  de  m sera  nulle  et  l’autre 
infinie,  ce  qui  suppose  s = o dans  l’équation  précédente.  Alors 
on  a 


. i 4 - m.2 

M = — ; — î » 

r 4-  tm1 


# • 

expression  qui  donne  - et  - pour  les  rayons  de  courbure 
6‘  cd.  i.  ,3 
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correspondants;  c’est  aussi  ce  qui  résulte  de  l’équation  ( e ), 
page  1 76,  lorsqu’on  y fait  p — o,  q = o et  4 = 0. 

Les  autres  rayons  de  courbure  se  déduisent  de  ceux-là,  en 
posant  m = tangc,  v désignant  un  angle  quelconque.  En  sub- 
sin  v 

stituant  à m sa  valeur  > on  obtient 

cosv 

cosc’-l-  sin  va  1 


u = 


et 


rcosc’-f-  t sine’  r cos  v'  -+■  t sine1 


- = r cos  v2  / sin  v'. 
u 


Si  l’on  change  ici  l’angle  v dans  son  complément  i» — v,  et  u 
en  il  en  résultera 


d’où  l’on  conclura 


= r sin  v'  —h  t cosv'  ; 
u’ 


1 1 

1 ;=  r-i-t, 

U u 


ce  qui  fait  voir  que  la  somme  des  quantités  inverses  des 
rayons  u est  constante  pour  les  directions  qui  sont  à angle 
droit  (* *). 


(*)  Les  considérations  ci-dessus  rentrent  dans  celles  qu’Enler,  premier  au- 
teur de  cette  belle  théorie,  a mises  en  usage;  et  l’on  voit  comme  ses  résultats 
s’accordent  avec  ceux  que  Monge  a obtenus  en  suivant  une  marche  toute  diffé- 
rente, qui  lui  fait  reconnaître  lœ  points  singuliers  qu’il  a nommés  ombilics , 
dans  lesquels  le  nombre  des  lignes  de  courbure  devient  infini  (note  de  la  page  175). 
M.  Poisson  a découvert  d’autres  points  où  • la  direction  des  lignes  de  courbure 

• n’est  pas  indéterminée,  mais  leur  nombre  est  plus  grand  que  doux  : il  peut 

■ être  quatre  ou  six  , ou  tout  autre  nombre  pair,  et  le  rayon  de  courbure  d’une 
» section  normale  est  susceptible  de  plusieurs  maxima  et  minima , dont  le 

■ nombre  est  toujours  égal  à celui  des  lignes  de  courbure.  » Il  donne  pour 

exemple  l’équation  polaire  x = u*sinn0,  dans  laquelle  u = ^r*-p  /*,  sin  0 = — , 
et  dont  le  cas  le  plus  simple,  celui  où  n = 1,  est  e=y  Ici  p et  q sont 

véritablement  nuis,  tandis  que  r,  s,  tt  qui  se  présentent  sous  la  forme  -»  dé- 

o 

pendent  du  rapport  de  y à x.  {Journal  de  l'École  Polytechnique , XXIe  cahier, 
page  ao5.) 
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164.  La  seconde  courbure,  ou  la  seconde  flexion  des  courbes 
qui  ne  sont  pas  planes,  est  la  courbure  des  surfaces  dévelop-  ' 
pables  formées  par  leurs  tangentes  et  indiquée  par  les  angles 
compris  entre  les  plans  osculateurs,  comme  leur  première 
flexion  l’est  par  les  angles  compris  entre  leurs  tangentes.  Or 
les  droites  qui  sont  les  intersections  des  plans  normaux,  étant 
perpendiculaires  aux  plans  osculateurs,  comprennent  entre 
elles  le  même  angle  que  ces  derniers  ; de  plus,  comme  elles 
forment  par  leurs  rencontres  l’arête  de  rebroussement  de  la 
surface  des  plans  normaux,  elles  sont  aussi  les  tangentes  de  celte 
arête,  qui  font,  par  conséquent,  entre  elles  des  angles  égaux  à 
ceux  des  plans  osculateurs  correspondants  : ainsi  la  seconde  • 

flexion  de  la  courbe  proposée  est  égale  à la  première  flexion 
de  l'arête  de  rebroussement  des  plans  normaux.  Cette  relation, 
remarquée  parFourier,  est  réciproque  entre  les  deux  courbes, 
puisque  les  tangentes  de  la  proposée  comprennent  évidem- 
ment entre  elles  des  angles  égaux  à ceux  que  forment  ses  plans 
normaux,  qui  sont  les  plans  osculateurs  de  l’arête  de  rebrous- 
sement de  la  surface  développable  qu’ils  composent. 

Ce  serait  ici  le  lieu  de  parler  des  points  singuliers  que  peu- 
vent présenter  les  courbes  à double  courbure  ; mais  cette  dis- 
cussion me  mènerait  trop  loin  Je  me  contenterai  de  faire  ob- 
server que,  d’après  ce  qui  précède,  elles  sont  susceptibles  de 
deux  sortes  d’inflexions  : l’une,  qui  se  rapporte  à leur  première 
courbure,  se  manifeste  comme  dans  les  courbes  planes  par  le 
changement  de  signe  de  leur  rayon  de  courbure  absolu  ; l’autre, 
par  celui  du  rayon  de  courbure  de  la  surface  de  leurs  tangentes, 
ou  de  l’arête  de  rebroussement  de  la  surface  de  leurs  plans 
normaux. 


' 'te. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET  DE  * 

CALCUL  INTÉGRAL. 


SECONDE  PARTIE. 

CALCUL  IXTÉCIRAL. 


De  l'intégration  des  fonctions  rationnelles  d'une  seule  variable. 

165.  Le  Calcul  intégral  est  l’inverse  du  Calcul  différentiel;  il 
a pour  but  de  remonter  des  coefficients  différentiels  aux  fonc- 
tions dont  ils  dérivent.  L’exposition  des  principes  de  ce  Calcul 
présente  des  divisions  analogues  à celles  qu’offre  le  Calcul 
différentiel.  Il  peut  arriver  que  la. composition  des  coefficients 
différentiels  de  la  fonction  cherchée  soit  donnée  immédiate- 
ment par  les  variables  indépendantes,  ou  qu’on  ait  seulement 
une  équation  entre  quelques-uns  de  ces  coefficients  et  une  ou 
plusieurs  des  variables  : le  premier  cas  étant  le  plus  simple, 
c’est  celui  qu’il  convient  de  traiter  d’abord. 

Lorsque  le  coeflicienl'différentiel  du  premier  ordre  d’une 
fonction  de  x est  donné  en  x,  on  a 

^=X,  ou  d/=Xd;r: 

la  fonction  cherchée  est  donc  celle  dont  la  différentielle  est 
Xda:,  et  on  l’indique  comme  ci-dessous  : 

jr=fX<lx, 
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la  caractéristique  /étant  l’inverse  de  la  caractéristique  d,  de 
sorte  que/d«  = «,  et  d/Xdx=Xdx  (*). 

Cela  posé,  les  diverses  formes  que  peut  avoir  la  fonction 
donnée  X se  classent  ainsi  qu’il  suit  : 

Fonctions  rationnelles, 

Ax1”  -f*  Bx*  -t—  Cxf  . . • — U , 

, •.  * ■*  ■ V *■ 

J A X"  -t- Bx"  -t- Cx?  4-. . . U _ 

A'x"'-1- B' x"' 4- C'xr'-h . . . — V ’ 

Fonctions  irrationnelles, 

' . % m 

u.v»  . •' 

Fonctions  transcendantes, 

f(U,lV),  f(U,sinV),  etc. 

166.  On  voit  d’abord  que  pour  effectuer  l’intégration,  il  faut 
renverser  les  règles  qui  ont  servi  à différentier;  or,  par  la  pre- 
mière de  ces  règles,  on  a 

d («  •+•  v — ) = d m -f-  d v — dtv(10), 

et  si  l’on  intègre  le  premier  membre,  en  y supprimant  la  ca- 
ractéristique d,  on  trouve 

«-f-v— tv=/(d«-t-dv  — div  ), 
ce  qui  revient  à 

/d«4-/dv — /dtV5=/(d«-+-d(»  — d<v)  (165), 
d'où  il  résulte  que 

/ (Pdx  + Qdx — Rdx)  = /Pdx-H /Qdx — /Rdx, 

(*)  Ceux  qui  ont  écrit  les  premiers  sur  le  Calcul  intégral  ont  employé  la 
lettre  f comme  initiale  du  mot  f omme,  parce  que,  suivant  les  idées  de  Leibnitz, 
les  différentielles  représentant  les  accroissements  infiniment  petits  des  varia- 
bles (6),  il  s'ensuit  qu'une  variable  quelconque  est  la  somme  d'on  nombre  infini 
d'accroissements  qu’elle  a reçus  depuis  son  origine  jusqu’au  moment  où  on  la 
considère  ; et  c’est  pour  cela  qu’on  a donné  à la  fonction  que  j'ai  appelée  primi- 
tive le  nom  d 'intégrale,  comme  étant  le  résultat  de  l’agrégation  de  toutes  les 
différentielles.  On  verra  plus  loin  (*256)  qu’elle  est,  en  toute  rigueur,  la  limite 
de  leurs  sommes.  Ces  dénominations  étant  bien  entendues,  on  peut  se  servir 
indifféremment  de  l une  ou  de  l’autre. 
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c'est-à-dire  que  l’intégrale  de  la  somme  de  plusieurs  fonctions 
différentielles  est  égale  <!  la  somme  des  intégrales  de  chacune 
de  ces  fonctions. 

De  même,  d.a«=  ad  a (11)  donne  au—  fa  Au,  et  par  con- 
séquent fadu  — afAu,  d’où  f a\dx=afXAx  . ainsi 
Von  peut  faire  sortir  du  sfgne  f le  coefficient  constant  a,  ou  l’y 
faire  entrer,  observation  importante  pour  la  suite. 

167.  Cela  posé,  on  a par  le  n°  13,  d.x"  = nx*~'  Ax;  en  pas- 
sant aux  intégrales , on  en  déduit  x*  = ra/  je*-'  Ax , d’où 

f x d*=^i  et  changeant  «en»+i,on  obtient 

• 7.-  • ■fx’Ax  = > 

v . * J n-4-i 

« . • **•"#, 

c’est-à-dire  que  pour  intégrer  la  différentielle  monôme  x'dx, 
il  faut  augmenter  l’exposant  de  la  variable  d’une  unité,  puis 
diviser  par  le  nouvel  exposant  et  pardx. 

De  plus,  suivant  la  remarque  du  n°  7,  la  différentielle  de 
X -4-  A étant  la  même  que  celle  de  X,  il  faut,  à toutes  les  inté- 
grales, ajouter  une  constante  qui  demeure  arbitraire  : ainsi 
lorsque 

djr=ax’Ax,  on  a -f-A. 

168.  Avant  d’aller  plus  loin,  il  est  à propos  d’examiner  un 
cas  particulier,  dans  lequel  la  règle  ci-déssus  est  en  défaut  ; 
c’est  celui  où  n= — i.  Il  vient  alors 

ax°  , a 

X= 1- A = — h A; 

J o o 

mais  si  l’on  fait  attention  que 

Ay  = ax-'  Ax  — ad.lx  (29), 

• f 

on  reconnaîtra  bientôt  que 

y=a  lx-+-À, 

et  que  l’exception  que  présente  ici  la  règle  du  numéro  pré- 
cédent tient  à l’impossibilité  d’exprimer  la  transcendante  Ix 
en  un  nombre  fini  de  termes  algébriques. 
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Néanmoins  un  simple  changement  de  forme  dans  la  con- 
stante A.  suffit  pour  rattacher  ce  cas  particulier  à la  formule 

générale;  car  si  l’on  écrit  — n ^ -+-  A au  lieu  de  A,  ce  qui  est 

permis,  puisque  cette  constante  est  arbitraire,  la  formule  gé- 
nérale est  alors 


et  devient  ^ quand  n = — i ; mais  si  l’on  y applique  le  procédé 

du  n°  95,  en  prenant  n pour  variable,  on  obtiendra  la  vraie 

valeur  { > 

yz=a\x-\-k,  . ' 

* jr  ' V 

la  même  que  ci-dessus. 

fi 

169.  L’expression 


dy=  ax"  àx  -h  bx"  dx — -cxfdx. . . 


qui  représente  une  différentielle  rationnelle  et  entière,  quel- 
conque d’ailleurs,  conduit  à 


axm+l  bx’,+>  cxP+x 

y— 1 . . . -+■  A, 

J m -f-  i tt-4-i  p -+- 1 

d’après  les  règles  des  nM  166  et  167. 

Je  n’ajoute  qu’une  constante  arbitraire;  car  il  est  aisé  de 
voir  que  si  l’on  en  ajoutait  unê  pour  chaque  monôme,  elles 
n’équivaudraient  toutes  ensemble  qu’à  une  seule,  qui  serait 
égale  à leur  somme. 


170.  Si  l’on  avait  dy  = (ax-i-  6)"dx,  on  développerait  la 
puissance  indiquée,  et  l’on  intégrerait  chaque  monôme  qui  ré- 
sulterait de  cette  opération  ; mais  il  est  bon  d’observer  qu’on 
peut  arriver  au  résultat  sans  effectuer  le  développement.  Il 

suffit  de  faire  ax  + b = t,  ce  qui  donne  x = - -,  dx=—  ; 

a a 


substituant  dans  l’expression  de  dy,  on  trouve  dy 


et  par  conséquent  y: 


a [m  -f-i  ) 


+-A.  Mettant  pour  ; sa  va- 
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leur,  on  aura  donc,  lorsque 


dj=  (ax-{-  b)m  dx, 


y 


[ax-\-b)m+l 
a (w  + i) 


Pour  d/=  (ax*-\-  dx,  la  transformation  réussit  en- 

core ; car  en  posant  ax * 4-  b = z,  il  en  résulte  nax"~'  dx  = dz, 
d’où 


. dz  , zmdz  . zm+' 

x^'  dx  — — , dr=. et  r= — -, ; 

na  ' na  J na(m-hi) 

ce  qui  donne,  lorsque 

dr=  (ax"  4-  b^x*-'  dx,  r=- — -, --r-4-A. 


+- A, 


171 . Je  passe  aux  fonctions  fractionnaires,  et  pour  commencer 

cc  ocm  d oc 

par  le  cas  le  plus  simple,  je  suppose  qu’on  ait  d/  = 


(ar  4-6)" 


En  faisant  ax  4-  b = z,  on  trouve 


z — b d z 

x— » dx  = — i 

a a 


et  par  conséquent 


dr_g(*— 

J am+\  -n  ’ 


développant  la  puissance  [z  — b)m,  multipliant  le  résultat  par 
d z,  et  divisant  après  par  z",  on  aura  une  suite  de  monômes  à 
intégrer. 

Prenons  pour  exemple  le  cas  où  m = 3 et  « = 2;  il 
viendra  ' • 

dr  = g^  -Z  — ~[zdz  — 36dz  4-  Zb'z~'  dz — 63z-,dz]  : 

. J a'  z1  a,L  J 

en  appliquant  à chacun  de  ces  monômes  la  règle  générale  (167), 
il  en  résultera 

X~~ i — 3 6z  4-  3ô!lz  4-  b3  z-,J  4-  A. 

On  remettra  ensuite  pour  z sa  valeur,  et  l’on  aura  enfin, 
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axs  dx 


d/  = 


ax  - 


■b)'' 


r=^\l{^  + by—U{ax+b)  4-  36M(^  4-6)4- ^-J-i-A. 

On  construirait  sans  peine  la  formule  générale;  et  si  l’on 
avait 

«x*dx+ïxpdx+yx<dx 
T (ox4-6)" 

on  l’écrirait  comme  il  suit  : 


dj= 


ax"  d# 


' (ax  4-  6)"  [ax  4-  6)"  ~~r_  [ax  4-  6)™  7 

puis  on  opérerait  sur  chaque  terme  en  particulier,  comme  je 
viens  de  le  faire  sur  le  premier. 

172.  Les  différentielles  fractionnaires  et  rationnelles  sont  en 
général  de  la  forme  . - , 

(Ax"  4-  Bx"  4-  Cxf. . .)  dx 
A'x"'  4-  B'  x“'  4-  C'  xf' . . . ’ 

Udx 

que,  pour  abréger,  je  représenterai  par  y 11  faut  d’abord 

observer  que  l’exposant  de  x dans  le  numérateur  peut  être 
supposé  moindre  que  dans  le  dénominateur;  car  si  cela  n’était 
pas,  en  divisant  U par  V,  et  nommant  Q le  quotient  de  cette 

division  et  R le  resté,  il  viendrait  /T=  = /Qdx+ 

mais  Q étant  une  fonction  rationnelle  et  entière, /Qdx  s’ob- 
tiendrait par  l’application  immédiate  de  la  règle  du  n°  167,  et  il 

/R.  dx 

, dans  laquelle  la  fonc- 
tion R est,  par  rapport  à x,  d’un  degré  moins  élevé  que  la  fonc- 
tion Y.  La  forme  la  plus  générale  que  puisse  avoir  la  fraction 
Udx 


(Jx^dx  yxvdx 


w4 


V 


sera  donc 


(Ax*-'4-Bx"-,4-  Cx"- 


■T) 


& 4-  A'x"-' 4-  B'  x—’  + C'  A4-5 h T' 


dx. 
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La  méthode  générale  pour  intégrer  les  différentielles  expri- 
mées par  des  fractions  rationnelles  consiste  à les  décomposer 
: en  d’autres  dont  les  dénominateurs  soient  plus  simples,  qu’on 
désigne  sous  le  nom  de  fractions  partielles,  et  qu’on  obtient 
comme  il  suit. 

En  égalant  à zéro  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée, 
ou  formera  l’équation  ✓ 

x"  + A'x— 1 ■+■  B'*— *. . . + T'  = o, 

et  concevant  qu’on  ait  déterminé  les  diverses  racines  de  cette 
équation,  on  les  représentera  par 

a,  a’,  a ",  etc., 

en  supposant  qu’elles  soient  toutes  inégales  ; par  ce  moyen,  le 
premier  membre  de  l’équation  ci-dessus,  ou  le  dénominateur 
de  la  fraction  proposée,  sera  mis  sous  la  forme  d’un  produit  de 
n facteurs 

x — a,  x — x — a",  x — a",  etc. 


Cela  fait,  on  regardera  la  fraction  proposée  comme  la  somme 
’ des  fractions 


Jidx  N'da?  N"dx 

* p 7,1 

x — a ■ x — a x — a 


etc.. 


ayant  pour  dénominateurs  les  facteurs  du  dénominateur  de  la 
proposée,  et  pour  numérateurs  des  consumes  indétermi- 
nées. 

Je  suppose,  pour  fixer  les  idées,  que  la  différentielle  à inté- 
grer soit 

(Aa:5  -I-  Ba;  -|-  C)  da: 
a^  + A'x’  + B'x+C'’ 


et  qu’on  ait  trouvé 

ar’4-  A'a:2  -4-  B':r  -f-  C'  = (a: — a)  (a:  — a')  [x  — a"). 

$ 

Eu  réduisant  au  même  dénominateur  les  fractions 
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et  les  ajoutant,  il  viendra 

N [x — a')\x — a")  + 'S'{x — a)[x — a")  -+-  N"  [x — a)  [x — a1)  . 

[x — a)  [x — a')  (x  — a")  x * 

le  dénominateur  sera  le  même  que  celui  de  la  proposée,  et  le 
numérateur  sera  nécessairement  une  fonction  du  degré  infé- 
rieur à celui  du  dénominateur,  c’est-à-dire  du  second  degré. 
En  développant,  on  a en  effet 

{(N-t-N'+N")  x1 — [N  (a'-|-a,/)-i-N,(«H-a'')4-N"{a  + a')]x 
-+-  N a’ a" -h  NW'-f-  NW } dor. 

Cette  fonction,  étant  comparée  avec  le  numérateur  de  la  frac- 
tion proposée,  donne  les  trois  équations 

N-+-N'-H  N"  = A ; 

— N (a'-+-  a")  — N' (a  + a")  — N" [a  + a!)  = B, 

N o!a"+  N'aa'-f-  N "ad  = C , 

qui  ne  sont  que  du  premier  degré,  par  rapport  aux  indéter- 
minées N,  N',  N". 

• Pour  les  résoudre,  il  suffit  de  multiplier  la  première  par  a % 
la  seconde  par  a,  et  d’ajouter  les  produits  avec  la  troisième  ; 
on  trouve  de  cette  manière  • 

Aa’-t-Ba-i-C=N[aJ — (a'+a")a  + a'a"]  = N (a — a’)  [a — a"),  . 

d’après  les  lois  de  la  composition  des  équations,  et  par  consé- 
quent 

, T A a}  -H  B a -t-  C 

(a  — a’)  (a — «")’ 

où  le  numérateur  est  ce  que  devient  celui  de  la  fraction  pro- 
posée quand  on  y change  x en  a,  et  le  dénominateur,  le  produit 
des  différences  entre  la  racine  a et  toutes  les  autres. 

Suivant  cette  loi,  on  aura  sans  calcul 

.T,  A a’1  -4-  B a!  — f-  C Au”3-;-  Bu”-f-  C 

1 — («'— «)  (a'— a")’  N = (a"— fl)  («"— a'}’ 

et  il  ne  serait  pas  difficile  de  s’assurer  qu’elle  convient  au  cas 
général;  mais  nous  y parviendrons  bientôt  encore  plus  facile- 


ment. 

• 

" • 

- 
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Cela  posé,  puisque 

(A*’+  Bx  -4—  C ) dx Ndx  N'dx  N"d x 


ao5 


x5-)-  x3 B' x C x — a x — a! 

Ndx 


on  fera  d’abord  x — a = z,  et  l’on  aura 


x — a 
Nd  2 


dont 


x — a 


l’intégrale  est  NI z,  ou  Nl(x — a).  On  trouvera  de  même  que 

/N'dx  ....  . r N"dx  ff. 


et  par  conséquent 

(Ax’+  Bx-+-C)  dx 


h 


x3  -+-  À'x1  + B'x+C' 

= N1  (x  — a)-t-N'l(x  — a")  + const. 

= 1 [(x  — a)N  (x  — a')"’  (x  — -f-  const. 

173.  L’intégration  des  fractions  rationnelles  n’a  donc  aucune 
difficulté  lorsqu’elles  sont  décomposées,  comme  on  vient  de 
le  voir,  en  fractions  partielles  dont  les  dénominateurs  sont  des 
binômes  du  premier  degré;  mais  cette  forme  n’est  possible 
que  pour  les  facteurs  qui  sont  simples  dans  le  dénominateur 
de  la  fraction  proposée.  En  effet,  la  supposition  de  a’=a,  dans 
l’exemple  du  numéro  précédent,  rend  infinies  les  valeurs 
de  N et  de  N',  et  cela  tient  à ce  que,  dans  l’ensemble  des  frac- 
tions partielles 

N N'  N -h  N' 

y 

x — a x — a x — a 

la  somme  des  indéterminées  N -h  N'  se  comportant  comme  une 
seule,  il  ne  s’en  trouve  plus  un  nombre  suffisant. 

On  obvie  à cet  inconvénient  en  substituant  à ces  deux  frac- 
tions, qui  n’en  font  plus  qu’une,  la  suivante  : 

(Nr+  N')  dx. 


et  en  la  réduisant  au  même  dénominateur  avec  la  derrière, 
N"dx 

on  obtient  encore  un  nombre  d’équations  égal  à celui 

v?»  V 

des  inconnues  N,  N'  et  N". 
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L’intégration  de  la  nouvelle  fraction  n’offre  d’ailleurs  aucune 
difficulté,  puisqu’en  faisant  x — n = z,  on  retombe  sur  des 
monômes,  comme  dans  le  dernier  exemple  du  n°  171,  dont 
celui-ci  n’est  qu’un  cas  particulier. 

En  général,  si  le  dénominateur  V de  la  fraction  proposée 
contenait  le  facteur  [x  — a)”,  il  faudrait  prendre  pour  ce  fac- 
teur une  fraction  partielle  de  la  forme 

(N*'—'-)- N,*"-1 4-  . .-f-  N«_t)  d* 

( x — fl)"  *"  ’ 

qu’on  intégrerait  en  posant 

x — a = z,  d'où  z = a + 2,  d*==d.z; 

car  le  résultat  de  cette  substitution  étant  de  la  forme 
(M  M,z  + M,z’. . .4-  M»-i  z"-')  d z 


revient  a 


Mds  M.ds  M,dz 


M»_,  d z 


(171). 


Il  montre  en  même  temps  qu’on  pent  substituer  à la  première 
fraction  les  suivantes  : 


Md* 


M,d* 


4- 


M,d* 


M„_,d* 


(*  — — a)"-1  ' (* — a)”-’  * — a 

dont  les  numérateurs  sont  des  constantes,  et  qui  s’intégrent 
aussi  par  le  procédé  du  n°  171. 

174.  Cette  dernière  forme  et  celle  qui  répond  aux  facteurs 
inégaux  (172),  sont  les  plus  simples  dans  lesquelles  on  puisse 
décomposer  les  fractions  rationnelles  à intégrer,  et  donnent 
lieu  à une  opération  subsidiaire  qui  se  divise  en  deux  parties. 
La  première,  qui  consiste  à déterminer  les  facteurs  du  déno- 
minateur V,  dépend,  comme  nous  l’avons  déjà  dit,  de  la  réso- 
lution de  l’équation  V = o (172)  ; la  seconde  partie,  qui  est  la 
détermination  des  numérateurs  des  fractions  partielles,  s’ef- 
fectue par  plusieurs  procédés,  dont  voici  le  plus  élémentaire. 

Ayant  mis  à part  un  facteur  simple  * — a du  dénominateur, 

■. 

. («■.  * . „ * 4 V * 

* • • f5  ' * . • . ' • • 
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on  pose  ' . V 

V=(*_«)Q  et  + 


P étant  une  fonction  de  x,  provenant  de  la  réduction  au  même 

•<  * N 

dénominateur  de  toutes  les  fractions  autres  que > qui 

x — a 

entrent  dans  la  proposée;  ce  sera  par  conséquent  une  fonction 
entière  par  rapport  à x.  Mais  en  réduisant  au  même  dénomi- 
nateur les  deux  membres  de  la  dernière  équation  posée  ci- 
dessus,  on  aura 

U = NQ-h(*  — a)  P,  d’où  P=U~NQ; 

* , OC  ■ CL 

et  puisque  P est  une  fonction  entière  de  x,  il  faudra  que  ü — NQ 
soit  divisible  par  x — a,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu,  à moins  que, 
suivant  le  théorème  fondamental  de  là  composition  des  équa- 
tions, le  polynôme  U — NQ  ne  s’évanouisse  lorsqu’on  y change 
x en  a. 

Si  donc  on  désigne  par  u et  par  q ce  que  deviennent  U et  Q, 
après  cette  substitution  qui  ne  change  rien  à N,  puisque  c’est 
une  constante,  on  aura 


u — N<7  = o et 


N==  -> 


expression  dont  la  valeur  sera  toujours  finie  ; car  son  numé- 
rateur et  son  dénominateur  ne  sauraient  devenir  suis,  puisque 
la  fraction  étant  réduite  à sa  plus  simple  expression , le  fac- 
teur x — a ne  fera  point  partie  de  U,  et  n’entrera  pas  non  plus 
dans  Q,  puisqu’il  ne  se  trouve  qu’une  fois  dans  V : il  sera 
donc  toujours  possible  d’obtenir  la  fraction  partielle  corres- 
pondante à un  facteur  de  cette  sorte. 

Si  l’on  met  au  lieu  de  U ce  qu’il  représente  (172),  et  qu’on 
observe  que 

Q = (x  — a')[x — a*)  (x  — a")  etc.,  * 

on  obtient 


N = “: 


Aa—’-i-Ba— *+  Ca— M--  • -t-T 


q {a~-d){a  — a")  (a  — a")  etc. 

expression  qui  rentre  dans  la  loi  annoncée  plus  haut  (172). 


ï 
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175.  Voyons  maintenant  comment  on  peut  trouver  les  nu- 
mérateurs des  fractions  partielles  qui  répondent  aux  facteurs 
égaux.  Soit  V = Q [x  — a)";  posons 


U 


N 


N, 


N, 


N-, 


V (x — a)"  (a: — a)m~'  (ar — a)"-1 x — a Q 

forme  que  la  détermination  des  inconnues  va  justifier.  En  ré- 
duisant au  même  dénominateur,  il  viendra 

u=QrN+M(T“i^N,i*~“i'+"i+pi*-'’)-. 

L -+-N„_,  [x  — a)—’ 1 J 

n _ U — Q[N  + Ni(ar — a)-t-Na(x — q)M-...+  N,«_i [x — a)"-1]. 

(x—a)m  ’ 


et  comme  P doit  être  une  fonction  entière,  il  faudra  que  le  . 
numérateur  de  son  expression  soit  divisible  m fois  de  suite 
par  x — a:  ce  numérateur  s’évanouira  donc  lorsqu’on  y chan- 
gera x en  a.  On  voit  d’abord  qu’il  se  réduit  dans  ce  cas  à 
U — QN  ; mais  pour  que  U — QN  soit  divisible  par  x — a,  il 
faut,  en  conservant  les  mêmes  dénominations  que  dans  le  nu- 
méro précédent,  qu’on  ait  m — çN  = o ou  N= 

Cette  valeur  changera  U — QN  en  U — ^Q,  qui,  se  divisant 

alors  para:  — a,  sera  de  la  forme  U, (or  — a),  U,  désignant  le 
quotient;  et  la  suppression  du  facteur  x — a,  dans  les  deux 
termes  de  P,  donnera  -^2 

r _U,—  Q[N,-t-N,(g  — 

(ar  — a)™-' 

Maintenant  pour  obtenir  N, , on  fera  x = a,  et  en  nommant  u, 
ce  que  devient  U,  par  le  changement  de  x en  a,  on  aura 

«i — gN,  = o,  ou  N,=  ^« 

Mettant  ensuite  au  lieu  de  N,  sa  valeur  dans  U,  — QN,,  il  en 
résultera  la  quantité  U, — ^Q,  <lu'>  s’évanouissant  lorsque 
x — a,  sera  divisible  par  x — a,  et  par  conséquent  P se  re- 
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cluira  à 

u LV~Q  [Na-(-  N3  ( x — a)  -f-, . (x  — rt)”-3] 

[x  — <ï)^-3  ’ 

/ » • ( 

U2  représentant  le  quotient  de  la  division  de  U,—  Q par 

x — a.  En  continuant  la  même  notation,  on  trouvera  encore 
u2—q  N,=  o,  d’où  N,=  ~ , et  ainsi  des  autres,  sans  tomber 
jamais  sur  des  valeurs  intinies. 

176.  Le  Calcul  différentiel  facilite  beaucoup  les  opérations  \ 
précédentes.  En  effet,  si  l’on  différentie  successivement  ni  — i 
fois  l’équation 

Ü = Q [N  + N,  (*  - a)  -+-  N,  (x  - «)’+.. . >H_  N._,  [x  — «)«--] 

+ P (.r  — a)m, 

et  qu’on  fasse  ensuite  ar  = rtdans  cette  équation  et  dans  celles 
qu’on  en  aura  déduites,  il  viendra 

U = NQ, 

dü  = NdQ  + N,Qd.r, 

d*U  = Nd3Q-f-2N,  d Qd^r-f-aNjQd^, 

d3U  = Nd3Q  + 3N,d3C>dÆ-  + 6N,dOd^-(-6NJOdx\ 

etc., 

équations  qui  déterminent  chacune  des  inconnues  N,  N,, 

N,,  etc.,  par  celles  qui  la  précèdent;  bien  entendu  qu’après  • 
les  différentiations  il  faudra  changer  x en  a (*). 

La  valeur  de  q se  trouve  aussi  par  la  différentiation.  En 
poussant  jusqu’à  l’ordre  m celle  de  l’équation  V = Q {x  — a)"\ 
et  faisant  ensuite  x=a,  le  résultat  se  réduit  à 

d"V  = m (m  — i). . .2.  i Qdx"  (57), 


( * ) Si  l’on  mettait  la  première  équation  de  cet  article  sous  la  forme 

qu’on  en  prit  alors  les  différentielles  successives  et  qu’on  y fit  ensuite  r^=.a,  ori 
obtiendrait  les  valeurs  immédiates  des  quantités  N,  N, , N, , etc.  ' ' 

"G*  éd.  , ‘ 
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O d-V 
v — 1 ■ 

i .2. . .max* 


Q ayant  alors  la  valeur  particulière  désignée  par  q. 

On  passe  ensuite  aux  différentielles  de  Q , relatives  à x = a, 
en  prenant  successivement  celles  de  l’ordre  m-M,  m-t- 2,  etc-, 
de  l’équation  V = Q [x  — a)";  car  il  est  aisé  de  voir,  d’après 
la  remarque  du  n°57,  que  dans  ce  cas  d",+l  V = d**' . Q (»  — «)", 
par  exemple,  se  réduit  à (m-+-  1)  m. . .2. 1 dQdar".  Il  suit  de  là 
qu’on  pourra  exprimer  les  indéterminées  N„  N,,  N„  etc.,  à 
l’aide  des  différentielles  du  numérateur  U et  de  celles  du  dé- 
nominateur V de  la  fraction  proposée  (*). 

177.  Le  fond  du  calcul  ne  changerait  pas,  quand  même 
quelques-unes  des  racines  a,  a',  a",  etc.,  ne  seraient  pas 
réelles;  les  imaginaires  qui  s’introduiraient  alors  dans  les  nu- 
mérateurs des  fractions  partielles  disparaîtraient  par  des  réduc- 
tions au  même  dénominateur;  mais  il  est  peut-être  plus  simple 
d’éviter  ces  formes  en  ne  décomposant  le  dénominateur  V qu’en 
facteurs  réels,  ce  qui  est  toujours  possible,  parce  que  les  fac- 
teurs imaginaires  d’un  polynôme  quelconque  se  groupent 
deux  à deux  en  facteurs  réels  du  second  degré.  ( Complément 
ies  Éléments  d’algèbre.) 

Ces  facteurs  peuvent  en  général  être  représentés  par 

x*.  - 1 jT r 

X7 — 2aJ  -f-  a2-f-  p*; 

et  pour  obtenir  les  fractions  partielles  correspondantes,  il  ne 
faut  que  modifier  très-peu  les  procédés  des  nos  174-  et  175. 

Dans  le  cas  d’un  facteur  simple,  on  pose 

•N 


U 
V : 


Mæ  + N P 

x1 — îa^  + a'+P’  + Q’ 


(*)  Voyez  le  Traité  in-/|°,  tome  II , page  19;  voy.  aussi,  dans  les  A<ta  Acad. 
Petropolitanœ,  an.  1,780,  pars  Ia,  p.  3a,  comment  Euler,  au  moyen  d’un  déve- 
loppement analogue  à celui  de  u'  dans  le  n°  02,  détermine  les  numérateurs  des 
fractions  partielles,  lesquels  sont  les  coefficients  des  puissances  négatives  de  A 


quand  on  change  P en  — • 


Digitized  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  ail 
d’où  l’on  tire 

U = Q (Mx  4-  N)  -f-  P (x1 — ■>.«.. r -+-  a’- 1-  p*), 

p ._  U — Q (Mg  + N)  . 
x’  — •>.  %x  -+-  aJ  -I-  P’  ’ 

et  raisonnant  comme  dans  le  n°  174,  puisque  P doit  tou- 
jours être  une  fonction  entière  de  x,  ii  faut  que  la  quantité 
U — Q(Mx-t-N)  soit  divisible  par  x1  — 2ax-t-aJ-f-  p5  : elle 
doit  donc  renfermer  au  nombre  de  ses  facteurs  ceux  de  ce 
polynôme,  et  s’évanouir  par  conséquent  dans  les  mêmes  cir- 
constances. Mais  les  racines  de  x 1 — 2ax-4-aJ  + p1  = o sont 

X — a p \j- — I , x — a — P \' — I , 

valeurs  qui,  substituées  successivement  dans  U — Q(Mr-fN), 
doivent  faire  évanouir  celte  quantité.  Soient  donc  «±  «V— i 
et  q±q'  \J—i  ce  que  deviennent  U et  Q après  cette  substitu- 
tion, on  aura 

u rt  u'  y^T — {qdzq' y/—  i)[M  (*± p y^ï) -I-  N]  = o (*), 

équation  double,  à cause  du  signe  ± dont  sont  affectés  plu- 
sieurs de  ses  termes,  et  qui  est  équivalente  à celles  qu’on  for- 
merait en  égalant  séparément  à zéro  la  partie  réelle  et  la  partie 
imaginaire.  D’après  cette  considération,  on  aura 

« — [qa.  — q' p)  M — <7  N = o, 

(ç'a-f-ÿ p)  M — g'N  = o, 

équations  qui  donneront  les  valeurs  de  M et  de  N. 

178.  8i  le  facteur  æ’-s»*- t-  **  -+-  p\  que,  pour  abréger,  je 
représenterai  par  R,  se  trouve  plusieurs  fois  dans  le  dénomi- 
nateur V,  et  qu’on  ait 

V=Q(*‘-  j«  + «!+  p!)"  = QR”'. 


(*)  En  développant  lés  paissances  (a  ^ — i V"  et  (a—  /3  V — > )",  on  verra 
que  les  expressions  telles  que  A**  -+-  Kx"+  Cxf-4-  etc.,  doivent  en  eflet  prendre 

la  forme  supposée. 
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on  prendra  dans  ce  cas  (175) 

* 

U M-r+N  . M,x-hN,  M,ar+N,  • P 
v — Km  + R—1  + R”-*  h Q’ 

réduisant  au  même  dénominateur,  et  tirant  la  valeur  de  P,  il 
viendra 

, ' ' . » 

n U — Q[M*  + K 4-  (M,*  + N,)  R -+-  ( M ,x  -t-  N,)  R1  . -J 

R" 

En  raisonnant  dans  ce  cas  comme  dans  les  précédents,  on 
conclura  que  le  numérateur  de  cette  expression  doit  s’éva- 
nouir par  la  supposition  de  x — a.±  p i,  qui  rend  aussi 
R = o ; et  gardant  les  mêmes  dénominations  que  c.r-dessus,  on 
aura,  après  cette  opération, 

u±u'  s/' — i — (q±q'  — i)  [M(a±Pv^  — 0-f-N]  = o, 

ce  qui  donnera,  pour  déterminer  M et  N,  les  mêmes  équations 
que  dans  le  numéro  précédent.  Ayant  trouvé  les  valeurs  de 
ces  quantités,  on  les  substituera  dans  le  numérateur  de  P;  et 
les  termes  U — Q(Mar-+-N)  devenant  divisibles  par  R,  ou 
x* — 2a + l’éxpression  entière  le  deviendra  aussi. 
Nommant  donc  U>  le  quotient  de  U — Q(Mar-f-N)  par 
x1 — iax  -f-  a?  -f-  |P,  on  sera  conduit  à 

U,  — + 

R—  T 

' _ A 

En  remettant,  dans  ce  nouveau  numérateur,  pour  x les  va- 
leurs a±  ,8  V — *.  puis  égalant  le  résultat  à zéro,  M,  et  N,  se- 
ront déterminées  comme  l’ont  été  plus  haut  M et  N,  et  l’on 
continuera  d'opérer  de  la  même  manière,  pour  parvenir  aux 
valeurs  des  quantités  M„  Ni,  M3,  Ns,  etc. 

179.  Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à celui  qu’on  a traité 
dans  le  n°  175;  et  le  Calcul  différentiel  s’applique  de  la  même 
manière,  à l’un  et  à l’antre,  au  moyen  de  l’équation 

XJ  = 0[M.r-t-N + (M,.r  -f-  N,)  R -t-  (M,.r  -f-  N,)  R1  -h  ...]+PR™ 

et  de  ses  différentielles,  dans  lesquelles,  jusqu’à  l’ordre  m — i 

v V9r 
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inclusivement,  celles  du  terme  PRm  s’évanouissent  lorsqu’on 
fait  R = o.  On  obtiendra  ainsi  les  équations 

U = (M*-+-N)Q, 

dU=  (Mar -+•  N ) dQ  4-  MO dx  4-  (M,ar  -H  NJ QdR, 

- . etc., 

chacune  desquelles  deviendra  double,  lorsqu’on  mettra  pour 
x les  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  vertu  de  l’équation 
R = o,  ou  x7  — ia.x  -t-  a’  + ps  = 0.  En  égalant  séparément  à 
zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  on  aura  un  nombre 
suffisant  d’équations,  pour  déterminer  M,  N,  M,,  N,,  etc. 

Il  faut  encore  remarquer  que  de 


V =5b  QR'”, 


on  tirera 


d"  V 


É 


d"V=Qd".R“,  d’où 

lorsqu’on  supposera 

R ou  x 2 — 2aX  -+-  a’+  p>  = o.  » _ 

On  trouvera  dQ,  d’Q,  etc.,  dans  la  même  hypothèse,  en  pre- 
nant les  différentielles  des  ordres  m + 1,  m+  z,  etc.,  de 
l’équation 


et  supprimant  ensuite  les  termes  que  celte  hypothèse  rend 
nuise  ' 


180.  Pour  intégrer  la  fraction 

{ >1j:  H-N)  dx 

X 1 — 2a.r-f-  a’-f-  P’ 

on  observera  que 


X 1 — 2xx  -h  a*  -+-  p“==  [x  — fP; 

on  fera 

et  il  viendra  . « 

(Mar  -t-  N)d.r (MA  Ma  + N)  ds  + 

\x  — ~ z’-d-P’-'  — z’+p’ 
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3l4 

en  posant 
Mais 


Ma  + N =N\ 


(Mz-t-N')dz_Mzdz  • N'dz 
zJ  4-P5  — z’-t-p’  + z’-t-p»  ’ 

la  première  partie  du  second  membre  de  l’équation  ci-dessus 
est  intégrable;  car,  en  faisant  «*-+-£»=  w,  on  a zdz  = — » 
ce  qui  donne 

/Mzdz  M fdu  „ i,  t— 

/ ^-  = M.-l«==Ml\/z’  + p’. 

2J-+-PS  ? J U 2 

Quant  à la  seconde  partie,  si  l’on  y fait  z = ^u,  il  vient 

N'dz  N'  du 

zJ-(-  ft1  P «’ -t-i  ’ • 

d« 


mais  on  a vu,  n°  36,  que 

H i -t-  U- 

dont  la  tangente  = u : donc 


est  la  différentielle  de  l’arc 


/ 


N'  d«  N'  . 

y = -j  arc  (tang  = u)  -h  const. 


N'  / z\ 

= y arc  ^tang  = ^ j -f-  const. 

* " At'  * u ’ ' * 

En  réunissant  ces  deux  résultats,  on  obtiendra 

f^MZzT^p}d2  = M 1 y/z2  -4-  P2  -4-  y arc  ^tang  =|^-|-  const. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l’arc  dont  la  tangente  est  f 

P 

P 


a pour  sinus  ~ ■»  pour  cosinus  — ~ — ; [Trie.,  20); 

^2-4-p2  v^’+p’ 

car  celte  considération  offre  le  moyen  de  présenter  l’intégrale 
proposée  sous  plusieurs  formes,  en  désignant  l’arc  par  sob 
sinus  ou  par  son  cosinus. 

Lorsqu’on  remet  pour  z sa  valeur,  on  trouve 


7 


(Ma; -t- N)  da;  

x2  -a—  2 ax  -1-  a-  -+-  P2 


-, — Ma-t-N  V X — «\ 

Mlt/jp*—  2aa;-t-aJ  + p!  -t-  — — arc  ^tang= — —J -h  const, 
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Venons  maintenant  à la  différentielle 

(M^  + N)  dx 
(x>  — 2 a x 4-  a3  -f-  p1  )" 

On  fera  d’abord  x — <x  — z et  M«-t-N  = N';  parce  moyen  on 

, / /‘(Ma-f-N')dz  . . 

n aura  plus  a trouver  que  J — > qui  peut  s ccnre 


ainsi 


M / (**+  P’)“  + N’  / (**4-  P»)*' 

La  première  partie  est  intégrable  immédiatement,  et  cela  sc 
voit  en  faisant  a* p3  = u,  puisqu’on  a 


zdz  = 


du 


d’où  l’on  tire 


M f M rdu  _ i 

J [z*  + P’)™  ~ 2 J 2 


Quant  à la  seconde  partie,  elle  est  comprise  dans  une  classe 
de  formules  dont  nous  nous  occuperons  bientôt/ et  au  moyen 
desquelles  on  ramène  son  intégration  à ce  Me  de  la  formule 
d z 


/ti  + °ù  • exposant  du  dénominateur  est  moindre 

'■  r dz 

d’une  unité,  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  / — — - ■ , déjà  obtenue. 

J z -r-  P 

En  rapprochant  les  résultats  précédents,  on  remarquera  sans 
doute  que  les  différentielles  qui  se  présentent  sous  la  forme 
de  fractions  rationnelles  peuvent  toujours  s’intégrer,  soit  al- 
gébriquement, soit  par  le  moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs 
de  cercle. 

181.  Je  vais  donner  maintenant  une  application  de  ce  qui 
précède.  Soit  la  fraction 


dx 


les  facteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  à découvrir  ; car 
il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

xi(xi-hx>- — x — i ) = x3  (x  -f- 1)  [x*  — r).  ; 
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Le  . facteur  x7 — i se  décompose  en  x7 — i et  x'-hi,  ou  x — i, 
x -|-  : et  x7  -H- 1 : on  a donc 

x‘  -+-  x 7 — x' — x3  = x’  (x  — ï)  [x  + i)'  (x7  -+- 1 ) ; 

et  par  conséquent  la  fraction  proposée  est  décomposable 
comme  il  suit  (172,  173)  : 


x — i [x  ■+•  i)J  x -h  i 
Dix  Eda:  Edx*  (Ga  -+-  H)  d..r 

• v _l — (-  — - — | f — 

X7  X3  X X7-+-  I 

, / 1 ' » • . 't 

En  réduisant  au  même  dénominateur,  et  comparant  le  résultat 
d oc 

avec  — t — ‘ l » on  déterminerait  les  numérateurs  in- 

x’  + x7 X 4 X 7 

connus;  mais  je  vais  faire  usage  -des  autres  procédés  indiqués 
ci-dessus. 

Pour  cela,  je  considère  séparément  les  quatre  facteurs 

x — i,  (a:-+-i)V  x1  et  x7  -f-i, 

* 

qui  forment  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Au  pre- 


mier répond  und  fraction  de  la  forme 


- ; les  quantités 


U = i et  Q = x7  (x  + 1 )*  [x7  4- 1),  lorsqu’on  y fait  x = i , don- 
nent u — ij  q = 8;  on  a donc  (174)  N = g > et  pour  la  pre- 
mière fraction  partielle  ^ — - — 
o x — i 

J’observerai  qu’on  aurait  trouvé  immédiatement  la  valeur 
de  q , en  différenciant  le  dénominateur  x7  + x7 — x' — x7, 
et  faisant  ensuite  x = t (176). 

Au  facteur  (x  -t- 1 )’  répondent  deux  fractions  partielles  de  la 


ayant  alors  Q=#3(.r — i)  (:cJ-(-i),  je  fais  x 4-1  = 0,  d’où 
x=  — i,q=4,  et  - = ^:  ainsi  la  seconde  fraction  partiel!* 

q 4 

i i 

est  ~i  ; TV  - * 

4('x-t-i)1  • 
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Mettant  dans  U — NQ,  au  lieu  de  N sa  valeur  7i  pour  obte- 
nir l’expression  de  U,  (175),  j’ai 


ü,= 


U — NQ 4 — x*4-  xs — x4  4-  x1 

x -h  1 ~~  4(*  4-1) 

— x5  4-  2.x*  — 3x3  4-  4 x2 — 4*  4-  4 


T 


d’où  il  vient  — = -^  = 2 : on  a donc  pour  la  troisième  frac- 
q io  8 ' 

tion  partielle  fj  — - — 
r 8x4-1 

Pour  appliquer  ici  le  Calcul  différentiel,  on  formerait  (176) 
l’équation 

1 = Q [N.  4-  N,  (x  4-  1 )]  4-  P (x  4-'i  )J,  ' 

qu’il  suffirait  de  différentier  une  fois;  etposantensuitex= — 1, 
il  viendrait 

1 = NQ, 

o=NdQ4-N,Qdx; 

Q étant  x* — x5-4-  x‘  — x5,  la  première  de  ces  équations  don- 
nerait N=i,  et  la  seconde  N,  — §• 

4 8 

Le  facteur  x3  fournit  les  trois  fractions  partielles 

N N,  N, 

"7t  1 ; H » 

a?3  xJ  x 

qu’on  détermine  au  moyen  de  l’équation 

1 = Q [N  4-  N,x  4-  N,x3]  4-  Px3 

et  de  ses  différentielles  première  et  seconde.  En  observant  que 
Q = xs  4-  x4  — x — «,  et  faisant  x = o,  dans  Q,  d Q et  d’Q,  on 
obtient 

N = — 1,  N,  = . , N,=  -i: 

• ‘ • » . 

on  a donc -4 — - — — 

x3  x’  x 

Il  ne  reste  plus  à trouver  que  la  fraction  partielle correspon- 

M OC  1 ]\ 

dante  au  facteur  xJ4-i,  et  dont  la  forme  est On 

x'4- 1 

pourrait  la  conclure  en  retranchant  de  la  proposée  toutes  les  pré- 
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cédentes  ; mais  je  vaisy  parvenir  directement  par  les  formules  du 
n°177.  On  a d’abord  Q = xs(x — i)  (x-i-i),=x*4-x1 — x* — x’;  . 
puis  le  facteur  x,4-i,  étant  égalé  à zéro,  donne 


d’où  l’on  tire 

q±q'  ^ — i = — 2±î^  — t,  h = i,  et  u'  —c; 
les  équations  qui  déterminent  M et  N deviennent 
i -H  2 M 4-  2 N = o,  2 M — 2N  = 0, 


et  l’on  trouve  par  conséquent  M = N = — £• 

Voilà  donc  la  fraction  proposée,  . ->  décom- 

posée  dans  les  suivantes  : 

i dx  î dx  g d x 
8 x — + + i 

dx  dx  dx  i (j  + i)  dx 

x ’ x * x J x*  + 1 

L’intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  aucune 
difficulté,  et  l’on  obtiendra  pour  résultat 


: 1 i,  \ 1 1 


4 x 4—  i 8 


f-|l(x4-i)- 


.—-L—lx 

2X*  X 


— gl  (xJ4- 1)  — ^arc  (tang  = x)  4-  const. 

La  réunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la  fraction 
2 j x 5 OC* 

— , 3,  r—  > et  celle  des  termes  logarithmiques  donnera 

OC  ^ I “t-  OCj 

gl(x  — i)4-gl(«4-i)>4-l(«4-i)—  gl(x’4-i) — lx 
on  aura  donc 

/dx  2 — 2.  x — 5xa  ■ - / jc2  — 1\ 

x*4r^’  — x'  — x3  /^x^i-i-x)  "'"b  \x24-i/ 

, l x 4-  ’ \ i . 

4- 1 ^ — — — J — 7 are  ( tang  = x)  4-  const. 
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x"‘dx  x"dx 

• 2 px" 


Les  différentielles 


a*9 

non-seulement 


■ q x"  ipar-\-  q 

peuvent  fournir  des  exemples  particuliers  d’intégration,  mais 
elles  sont  susceptibles  d’être  traitées  généralement,  parce 
qti'il  y a,  pour  décomposer  leur  dénominateur  en  facteurs 
simples,  un  procédé  commode  qu’on  trouvera  plus  loin  (188). 

De  l’intégration  des  fonctions  irrationnelles. 

182.  Les  fonctions  irrationnelles  doivent  être  regardées 
comme  intégrées,  toutes  les  fols  que,  par  quelque  transfor- 
mation, on  les  a rendues  rationnelles,  ou  du  moins  lorsqu’on 
les  a ramenées  à une  suite  de  monômes  irrationnels  ; car  alors 
on  peut  y appliquer  immédiatement  les  règles  précédentes. 

o ■.  . (i-t-V^ — ÿx’)dx  -,  . .. 

soit  pour  exemple  — ; il  est  évident  qu  en 

i-hJx 

% T 

faisant  x = z",  toutes  les  extractions  indiquées  s’effectuent, 

„ 6zsdz(i-t-zJ — z‘)  . 

et  1 on  a 1 — . — divisant  par  n-zJ,  il  vient 

i -t- 

— 6 Tz’dz  — z*da  — z‘dz  -+-  z4dz  — z*dz  dz I , 

L 1 + 2 J 

dont  l’intégrale  est 

V z'  z'  z*  zi  z*  , ,1 

— 6 — - — g -g-  — ■ J + Z — arc ( tang  = z ) J -+-  const . ; 

et  remettant  pour  z sa  valeur  tyx,  on  obtient 

— g a:  ^x  {/x  - f-  x — ^ \Jx'  -+-  2 J'x*  — &l/x 

-t-  6 arc  (tang  = 'Jx)-^-  const. 

183.  La  première  espèce  de  fonctions  irrationnelles  dont 
je  vais  m’occuper  est  celle  qui  ne  renferme  que  le  radical 
V^A  -|-  Bx-(-  Cx!,  et  qui  ne  saurait  avoir  que  l’une  ou  l’autre 

Xdx 


des  formes  Xdx^A-t- Bx-f-Cx*  et  ,,  ..  ■ > X étant 

VA-i-Bx-t-Lx3 

une  fonction  rationnelle  do  x.  11  faut  d’abord  remarquer  que 
l’une  de  ces  formes  rentre  dans  l’autre;  car  l’on  peut  écrire  la 


fr* 
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première  ainsi  qu’il  suit  : 


Xd: 


y/ A 4-  Br  ■+-  C.r3  X V A 4-  Br  4-Cr3 


y/ A -t-  Br  4-  Cr3  . 

__  X ( A 4- Br  4- Car3)  dr 
y/ A 4-  Pr  4-Cr3  ’ 

et'  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction  ration- 
nelle. 

Avant  d’indiquer  les  moyens  de  rendre  rationnelle,  par  rap- 
porta r,  l’expression  y^A  4- Br  4- Cr3,  je  mettrai  la  quantité 
A4-Br4-Cr3  sous  la  forme 

• t , 

et  faisant,  pour  abréger, 

r , A B 


il  en  résultera  y/A4-Br-|-Cr3  = 7 \ja. 4-  pr-t-#3. 

Maintenant  si  l’on  pose 

, > / 

ya4-|îr  4-r3  — z — r, 

en  élevant  au  carré,  il  viendra  a -\-$x=  z1 — ara,  ce  qui  don- 

z3 — a . 

«o-’  , dou 

P-I-2Z 


y/A  4-  Br  4-  Cr3  =±  7 (z  — r ) = 7 ) 


. 2(a4-3z~i_3,)(i^ 


Par  le  moyen  de  ces  valeurs,  on  changera  la  différentielle 
en  une  autre  de  la  forme  Zds,  Z étant  une 


y^A  4-  Br  4-  Cr3 
fonction  rationnelle  de  z,  et  réelle  tant  que  C sera  positif; 
mais  si  C était  négatif,  7 deviendrait  imaginaire,  <4  la  trans- 
formée pourrait  le  devenir  aussi. 

’ ' 
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Dans  ce  cas,  on  aurait  v'A-t-Bx — Cx3,  et  faisant 

r A B o- 

G = 7 , q=“>  ç=P» 


il  viendrait  7 y'a-t-  px — x3.  La  quantité  x 3 — px — a peut 
toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  premier  degré  ; 
si  on  les  représente  par  x — a et  x — a',  il  est  évident  que 

a -t-  Sx — x3  = — (x3 — px — a)  = (x  — a)  ( a ' — x). 


Faisant  ensuite  \j(x  — a)  {a' — x)  = (x  — a)z,  élevant  au 
carré  les  deux  membres  de  cette  équation,  elle  deviendra 
divisible  par  x — a,  et  l’on  aura  a!  — x=(x  — «)z3,  d’où 
l’on  tirera 

jfgS 

az'-hd'  , . l'a'  — a)z  , 2(a — a')zAz 

x — > x — a z = i— —,  dx  = — — , 

s3- 1-1  ' 1 z34-i  (x’-(-  i}» 

valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  différentielle  pro- 
posée. 

18V.  Je  prends  d’abord  pour  exemple  la  différentielle 
dx 


la  première  des  transformations  précédentes 

v/A-+-Bx-t-Cx3 

donnera  - -?<* " — r»  dont  l’intégrale  est  -l(p-b2zl-t-eo«sl. 

7 ( P + 5-5)  7 

Remettant  pour  z sa  valeur  x -f-  y/ a -t-  (3x-f-  x\  et  pour  a,  p et  7 
les  quantités  qu’ils  représentent,  il  viendra 

-J=l[-^  ( --P -+-  x^C-4-  ^A  + Rx-hCxAI  -I-  const., 

vfc  LMaVë  ) J ... 

» V . •. 

résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

[R  T ^ * *•  * 

~—r xy/C  -t-  v^Al-F-  Bx  -+-  Cx3  -t-  const., 

WG  J \/G  y/Ç 

pour  réunir  ensuite,  avec  la  constante  arbitraire,  le  terme  % 

1 a 

constant  — I — • 

y/C  y/c 


./• 


*• 
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dx 


; en  faisant 
2dx 


185,  Soit  pour  second  exemple  — 

V^A  + Bx  — Ca’ 

usage  de.  la  dernière  transformation  du  n°  183,  on  aura  -7— r» 

dont  l’intégrale  est 

— - arc  ( tang  = z)  -+-  const. 

7 ° - 

, y a! — x ..  . . , 

Substituant  au  lieu  de  a sa  valeur  —===  » tiree  de  1 equa- 

yx  — a 

lion 

a'  — x=(x‘—  a)  a’, 
et  mettant  \/C  pour  7,  on  obtiendra 


Ç dx 

Jÿi TTüT- 


a / 

; = =*arcl  1 


tang: 


— x \ 

V^x  — a J 


• const., 


-Cx*  • \/C  \ 

a et  a'  étant  les  racines  de  l’équation 

, B A_ 

* C*  C"^°’ 

Si  l’on  prend  A = C = i et  B=:o,  la  différentielle  proposée 


devient,  dans  ce  cas  particulier, 
dente  donne  pour  son  intégrale 


dx 


h — x‘ 


-2. arc 


(Uns=fe)' 


et  la  formule  précé- 


const.  ; 


car  a et  a'  étant  alors  les  racines  de  x’ — 1 = 0,  il  faut  prendre 
a — — 1 et  a'  = 1,  pour  ne  pas  tomber  dans  l’imaginaire. 

Je  vais  montrer  que  ce  résultat  revient  à l’arc  dont  le  si- 

d oc 

nus  =x,  et  dont  on  sait  que  ■ ■■■  — exprime  la  différen- 


tielle (36).  Pour  cela  je  rappellerai  que 

. 2 tang  A 

tang  2 A = 7-* , 

0 1 — tang  A5 

d’où  il  suit  que  l’arc  double  de  celui  qui  est  indiqué  dans  la 


\ji  — x1 
que 

-(Trig.,  27), 
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, , • \/ 1 X* 

formule  precedente  a pour  tangente  , et  que  par  con- 


serait  la 


séquent  il  est  le  complément  de  l’arc  dont  •■■■■ : 

V i — x1 

tangente  et  x le  sinus  (Trig.,  9).  Nommant  donc  s ce  dernier, 
on  aura 


dar 


: s h const., 

a 


Y 


et  comprenant  l’arc  — - dans  la  constante  arbitraire,  il  viendra 


/; 


Ax 


•==«-+-  const. 


1 — x 1 


En  général,  dans  tous  les  cas  où  l’on  obtient  deux  intégrales 
diverses  en  apparence,  pour  la  même  différentielle,  la  diffé- 
rence ne  peut  porter  que  sur  la  constante  arbitraire  ; car  si 
deux  fonctions  V et  X sont  telles  que 

dX  = dV,  ou  dX  — dV  = d(X  — V)  = o, 
il  faut  nécessairement  que  X — V = const. 

186.  On  peut  ramener  immédiatement  la  différentielle 

à celle  d’un  arc  de  cercle; 


\Jk-{-Bx — C#1  7 $x~-x' 


j»  1 j $ dz 

car  en  faisant  d abord  x — - = z,  on  aura  — , . ; 

2 — * 

1 du 

posant  ensuite  a -t-7pj=  g1  et  z — gu,  on  trouvera  — . 

4 7 V 1 — 

dont  l’intégrale  est  - • arc  (sin  = u)  -f-  const. 


187.  L’intégration  de  la  formule 


Ax 


peut  aussi  s’effec- 


\]\—x' 

tuer  au  moyen  des  logarithmes,  et  conduit  alors,  par  des 
expressions  imaginaires,  à une  relation  très-remarquable 
entre  l’arc,  le  sinus  et  le  cosinus. 

d x 

En  comparant  cette  formule  avec 


-f-  B.r  -f-  Cx* 


5 Op 
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234 

trouve  A = i , B = o,  C = — i , el  l’intégrale  générale  de- 
vient (184) 

— .r2)  consl.  • 

V~r  . 

■ * Ax 

Si  l’on  représente  par  a l’arc  dont  — , est  la  différentielle. 


V»  


on  aura 


et  si  l’on  veut  que  cet  arc  soit  nul  en  même  temps  que  x,  il 
faut  supprimer  la  constante  arbitraire;  car,  en  faisant x=o, 
le  second  membre  se  réduit  à cette  constante,  à cause  que 
l«  = o (*)• 

Cela  posé,  en  observant  que  x étant  le  sinus  de  l’arc  z, 
y i — x1  en  est  le  cosinus,  l’équation  ci-dessus  deviendra 

z ^ — i = 1 (cos^ sin  a); 
et  si  l’on  suppose  z négatif,  comme 

sin( — z)  — — sina,  cos  ( — a)  = cosa, 


(*)  Il  peut  netre  pas  inutile  de  montrer  que  celle  intégrale  s'obtient  immé- 
diatement en  posant 


\/i  — x*  = t — x ^ — i , 


d'où  il  suit 


i = c*  — ?.ix  \J — it 

puis,  en  difîerentiant  et  divisant  par  a, 

o = (f  — x t ) d / — - 1 d x y/— 1 , 


d’où  l'on  conclut 


et  par  conséquent 


dr 


d t 


t—  x\J—\  t \J—i 


/dr  _ Ç dx  _ Ç d t _ 1 ^ 

V*— **  J i-*V~  J «V— ï V-> 


( - hconst . 


= ~T~.  1 (v^ » — -J-  consl. 

V-I 
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on  aura  encore  , 

— z — ■ = I (cos .3  — s/ — i sina); 

en  sorte  que 

±z^  = i(  cosa  ± v/ — i sina). 

Prenant  dans  chaque  membre,  au  lieu  des  logarithmes,  les 
nombres  correspondants,  il  viendra 

= cosa±  V — 1 sina, 

équation  (jui  peut  se  vérifier  eii  y substituant  au  lieu  de  l’ex- 
ponentielle, du  cosinus  et  du  sinus,  leurs  développements  tirés  . 
des  n°*  27  et  37. 

Si  l’on  considère  à part  les  équations 

• \ 

— cos  .z  -H  V — i sina, 

erl'r~'  = cosa  — \j — i sina, 

pour  les  ajouter,  on  en  tirera 

cosz  = ; 


et  en  retranchant  la  seconde  de  la  première,  il  en  résultera 


sina  = ■ 


! t/ — ' 


■ . 

Ges  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  symboles  algé- 
briques, représentant,  sous  une  forme  abrégée,  les  séries  du 
n°  37  ; mais  quoiqu’on  ne  puisse  leur  assigner  de  valeur  sous 
aucune  forme  finie,  ils  ne  s’en  prêtent  pas  moins  au  calcul 
avec  la  plus  grande  facilité,  et  manifestent  toutes  les  propriétés 
dont  jouissent  les  lignes  trigonométriques  qu’ils  expriment. 

En  mettant  nz  au  lieu  de  z,  dans  l’équation 

é*'  = cos  z zfc  y/ — i sina, 

elle  devient  • 

e±’,*,r'=  cos  na  ± \/ — ïsiniLz; 

mais  on  a aussi 

e*1" = (cos 2 ± V — i sinz)":  . • 


donc 


(cosa ± \) — i sinz)"=  cos  na ± y' — i sinna. 

Vcd.  I.  I 
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on  prendra  dans  ce  cas  (175) 

U Mx-f-N  , M,x-t-N,  Mjx+N,  P 

ÿ—  I R^  h K"-1  h Q’ 

réduisant  au  même  dénominateur,  et  tirant  la  valeur  de  P,  il 
viendra  - v> 

\v;  ' ■ 

n U — Q[Mx  + N + (M,x  H-  N, ) R -f-(M,x  -f-  N,)  RJ  + . . .J  . 

‘ R» 

En  raisonnant  dans  ce  cas  comme  dans  les  précédents,  on 
conclura  que  le  numérateur  de  cette  expression  doit  s^éva- 
nouir  par  la  supposition  de  x = a±  (3  \j  — i,  qui  rend  aussi 
R = o ; et  gardant  les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus,  on 
aura,  après  cette  opération, 

u±u'  \ï — i — [q±q'  \J — i)  [M  (a±:p  \!  — i)  •+-  N]  = p, 

ce  qui  donnera,  pour  déterminer  M et  N,  les  mêmes  équations 
que  dans  le  numéro  précédent.  Ajant  trouvé  les  valeurs  de 
ces  quantités,  on  les  substituera  dans  le  numérateur  de  P;  et 
les  termes  U — Q(Mx-t-N)  devenant  divisibles  par  R,  ou 
x* — 2.ax  4-  a2  -+-  p7,  l’expression  entière  le  deviendra  aussi. 
Nommant  donc  U,  le  quotient  de  U — Q(Mx  + N)  par 
x1 — 2a x 4-  a’  4-  P2,  on  sera  conduit  à 

u,— q[m,*-kk;  + (M,*+n*)R+...1- 

R"-' 


En  remettant,  dans  ce  nouveau  numérateur,  pour  x les  va- 
leurs ad:  p v' — «,  puis  égalant  le  résultat  à zéro,  M,  et  N,  se- 
ront déterminées  comme  l’ont  été  plus  haut  M et  N,  et  l’on 
continuera  d’opérer  de  la  même  manière,  pour  parvenir  aux 
valeurs  des  quantités  M,,  N„  M„  N„  etc. 

170-  Ce  cas  est  parfaitement  analogue  à celui  qu’on  a traité 
dans  le  n°  175;  et  le  Calcul  différentiel  s’applique  de  la  môme 
manière,  à l’un  et  à l’autre,  au  moyen  de  l’équation 

U = Q [ M.r  -t-  N +-  (M, x t-N,)R  + (M,x  -t-  N,)  R1  + . . . ] -f-  PR™ 


et  de  ses  différentielles,  dans  lesquelles,  jusqu’à  l’ordre  m — i 


V 
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inclusivement,  celles  du  terme  PH"  s’évanouissent  lorsqu’on 
fait  R = o.  On  obtiendra  ainsi  les  équations 

U = (Mr  + N)  Q, 

dU  = (Mj+  N ) dQ  + MO d.r  4-  (M,*  -+-  N.) QdR, 

• . . etc., 

chacune  desquelles  deviendra  double,  lorsqu’on  mettra  pour 
x les  valeurs  dont  il  est  susceptible  en  vertu  de  l’équation 
R=o,  ou  x7  — 2«i  + a’+  pj  = o.  En  égalant  séparément  à 
zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  imaginaire,  on  aura  un  nombre 
suffisant  d’équations,  pour  déterminer  M,  N,  M„  N,,  etc. 

Il  faut  encore  remarquer  que  de 


on  tirera 


V = QR", 

d"V=Qd".R",  d'où  Q = 


lorsqu’on  supposera 

R ou  x3 — 2«z  +a’+p'  = o. 

On  trouvera  dQ,  d’Q,  etc.,  dans  la  même  hypothèse,  en  pre- 
nant les  différentielles  des  ordres  m-h  i,  m+  2,  etc.,  de 
l’équation 

• V = QR", 

et  supprimant  ensuite  les  termes  que  cette  hypothèse  rend 
nulsr  ’ 

. v,  ffft, 

180.  Pour  intégrer  la  traction 


on  observera  que 


( M.r  -+-  N)  d.r 
x3  — 2.a.x  a!-t-  p’ 

Si • v?  - jca;  - v 


on  fera 


X 3 — î.ax-t-a’H-  P3=(a. — a)1  + P5; 
\. 

X-<*=Z,'t- 


el  il  vîcndrà 

(MÆ+N)dx  _ (Ms-if-  Ma+N)dz  _ (Mz-+-I\')dz 

(X  — a)’-t-p’~  i’Vp1'  ~ t-p' 
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Ma  4-  N = N'. 

(Mz  + N'Jd.z  Mzdz  ■ N'dz 


P2 


la  première  partie  du  second  membre  de  l’équation  ci-dessus 

est  intégrable;  car,  en  faisant  on  a zdz  = — » 

2 

ce  qui  donne 

/Mzdz  M rdn  i . — 

2’+P!  îj  « 2 r 

Quant  à la  seconde  partie,  si  l’on  y fait  z ~ p«,  il  vient 

. N'dz.  N'  du 
• **--+-  p* ~ p"  u1  4—  i ’ 


du 

mais  on  a vu,  n"  3Ç,  que  -,  est  la  différentielle  de  l’arc 

1 i -t-  u? 

dont  la  tangente  ==  « s donc 
, T N'  d«  N'  . . 

J Jüîq r;=-p-arc  (tang  = «)  -t-  corut. 

N'  z\ 

==-- arc  ^tang=  4-  const. 

■iitfe, 

En  réunissant  ces  deux  résultats,  on  obtiendra 

ZzT_^p}^f! = M 1 V'^+T’  ■+-  j a™  ^n8  = |)  +■  const. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  l’arc  dont  la  tangente  est  ^ 

p 

a pour  sinus  -p===>  pour  cosinus  —y" — — ( Trig 29); 


VÎT*-»- P 


car  cette  considération  offre  le  moyen  de  présenter  l’intégrale 
proposée  sous  plusieurs  formes,  en  désignant  l’arc  par  son 
sinus  ou  par  son  cosinus. 

Lorsqu’on  remet  pour  z sa  valeur,  on  trouve 

f “ . * 

f (Mx-t-N)dx  _ 
x 3—  2 ax  -H  a:  p2 


A 


Ml 


. . ~ t Ma 4- N / x — a\ 

\]x* — 2aJ  + a3  4~  p1  4-  — p— 1 *BfC  ^tailg=  — — J 4“  COlUt, 
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Venons  maintenant  à la  différentielle 

. ' (Mar-t-N)da: 

(•*’  — 2 3.x  ■+-  <*’-(-  p3)" 

On  fera  d’abord  x — a = z et  Ma -f- N = N';  parce  moyen  on 

, , ; /*(Mz-t-N')  dz 

n aura  plus  a trouver  que  J — — » qui  peut  s ccnre 


ainsi 


M/i^T-  + N'/iî4^ 


)- 

La  première  partie  est  intégrable  immédiatement,  et  cela  se 
voit  en  faisant  z’  -+-  p’  = u,  puisqu’on  a 


zdz  = 


dn 


d’où  l’on  tire 


Ç zdz  M CAu Mm-" 

J (z’  -+-  p*)"  “î  J um  — 2 (i  — 


m) 


Quant  à la  seconde  partie,  elle  est  comprise  dans  une  classe 
de  formules  dont  nous  nous  occuperons  bientôt,  et  au  moyen 
desquelles  on  ramène  son  intégration  à ceHe  de  la  formule 
ci  Z 

(200),  où  l’exposant  du  dénominateur  est  moindre 

obtenue. 


W+P 

\ (*  cl  Z 

d’une  unité,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  f — — — > déjà 

J z + P 

En  rapprochant  les  résultats  précédents,  on  remarquera  sans 
doute  que  les  différentielles  qui  se  présentent  sous  la  forme 
de  fractions  rationnelles  peuvent  toujours  s’intégrer,  soit  al- 
gébriquement, soit  par  le  moyen  des  logarithmes  ou  des  arcs 
de  cercle. 

181.  Je  vais  donner  maintenant  une  application  de  ce  qui 
précède.  Soit  la  fraction 

Ax 


■ x’’- 


les  facteurs  de  son  dénominateur  sont  faciles  à découvrir  ; car 
il  peut  se  mettre  sous  la  forme 

x)(xi-{-x>- — x — i)z=x3  (jc-I-  i)  (x*  — i).  ! . r 
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Le  fadeur  x>  — i se  décompose  en  x1 — i et  x' -+- 1 , ouï-i, 
x-h  i ei  ï'+i  : on  a donc 

x'-hx'  — X \ — x*=.x'-  [x  — 1)  (x  + iJ’fjr’H-i)  ; 

et  par  conséquent  la  fraction  proposée  est  décomposable 


comme  il  suit  (172,  173)  : 


Ad  x 


Bd 


-f 


Cd; 


x — i (x  + i)J  x-hi 

. , l>d.r  , Ed.r  _ F d.r  ' , (Gr-4-H)d^ 

v H r h : 1 H . 

oc*  .rJ  x x7-h  i 

En  réduisant  au  même  dénominateur,  et  comparant  le  résultat 

d oc 

avec  ~rr  r3>  on  déterminerait  les  numérateurs  in- 

connus;  mais  je  vais  faire'usage  des  autres  procédés  indiqués 
ci-dessus. 

Pour  cela,  je  considère  séparément  les  quatre  facteurs 

x — i,  (jr-f-i)*^  x 5 et  x1  -f-i,, 

qui  forment  le  dénominateur  de  la  fraction  proposée.  Au  pre- 

' N 

mier  répond  und  fraction  de  la  forme ; les  quantités 

x — i 

U = i et  Q = ar»  h-  i )*  (ar* -f- 1),  lorsqu’on  y fait  x = i,  don- 
nent u = tsl  0 = 8:  on  a donc  (174)  N = g,  et  pour  la  pre- 
mière fraction  partielle  i — ' — 

8*  — i 

J’observerai  qù’on  aurait  trouvé  immédiatement  la  valeur 
de  q,  en  différentlàntv  te  dénominateur  x*  -+-  x’’  — x'  — 
et  faisant  ensuite  ;r  = i (176). 

Au  facteur  [x  + i )’  répondent  deux  fractions  partielles  de  la 
forme  • . ■ 

ayant  alors  Q=a;3(.r — •)  (#24-i),  je  fais  a:4-i  = o,  d’où 
x=  — 1,0  = 4,  et  - = | : ainsi  la  seconde  fraction  partielle 

II  * 

est  T 


4(x 


-M 
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Menant  dans  U — NQ,  au  lieu  de  N sa  valeur  pour  obte- 
nir l’expression  deUi  (175),  j’ai 

..  U — NQ 4 — x'-t-x1 — x'-t-x3 

' x-+-i  4 ix  ■+•  *) 

X3  2X4 3x3  -f-  4 x3 — 4x-t-4 

; i : r* 

d’où  il  vient  — = = 2 : on  a donc  pour  la  troisième  frac- 

q i6  8 

tion  partielle  P — - — 
r 8æ  + i 

Pour  appliquer  ici  le  Calcul  différentiel,  on  formerait  (176) 
l’équation 

, = Q[N  + N1(x  + i)]-hP(x  + i)J,  ' 

qu’il  suffirait  de  différentier  une  fois;  et  posant  ensuite  x — — i, 
il  viendrait 

i=NQ, 

o=NdQ  -1-NiQdx; 

Q étant  x* — x!-+-  x*  — xs,  la  première  de  ces  équations  don- 
nerait N =?,  et  la  seconde  N,  = §• 

4 o 

Le  facteur  x3  fournit  les  trois  fractions  partielles 

N N,  N, 

jt*  x2  x 

qu’on  détermine  au  moyen  de  l’équation 

i = Q[N  + N,x  -t-  N,x3]  -f-  Px3 

' et  de  ses  différentielles  première  et  seconde.  En  observant  que 
Q = xJ-f-x* — x — i,  et  faisant  x = o,  dans  Q,  dQ  et  d’Q,  on 
obtient 

N = — i,  N,  = i,  Nj=  — i : 

■ • ' • . i . 

« iii 

on  a donc -H — 

x*  x2  x 

Il  ne  reste  plus  à trouver  que  la  fraction  partielle  correspon- 

, dante  au  facteur  xJ-|-i,  et  dont  la  forme  est On 

x2  1 

pourrait  la  conclure  en  retranchant  de  la  proposée  toutes  les  pré- 
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céderites;  mais  je  vaisy  parvenir  directement  par  les  formules  du 
n°177.  On  a d’abord  Q=:  x3 (x — 1)  (x-f-i)*=x‘4-x3  — x4 — a4; 
puis  le  facteur  xJ4-i,  étant  égalé  à zéro,  donne 

X = ± ^ — I.  a — o,  P = l, 

d’où  l’on  tire 

q±q'  ^ — i = — j±2  ^ — i,  « = i,'  et  k'=c; 
les  équations  qui  déterminent  M et  N deviennent 
i+2M  + 2N  = o,  aM — aN  = o, 

et  l’on  trouve  par  conséquent  M = N = — 

, dx 

Voila  donc  la  fraction  proposée,  — — ->  décom- 

r v x*-4-x’ — x ‘ — x 3 

posée  dans  les  suivantes  : 


1 da: 

1 

i da: 

, 9 dx 

8 x — 1 

4 (x-4-i)3  H 

8x4-1 

da:  da: 

1 , , „ 

da:  1 (x-4- 1 ) dx 

x * x 3 

X 5 X*  I 

L’intégration  de  chacune  de  celles-ci  ne  présente  aucune 
difficulté,  et  l’on  obtiendra  pour  résultat 

Ul(x  — i)  — y - ' ■ 4-|l(x4-i)  -4-— —j  — - —la: 

— gl  (a:1  H-  r)  — ^arc  (tang  = a:)  4-  const. 

La  réunion  de  tous  les  termes  algébriques  produira  la  fraction 

2 5 OC 5 X* 

— j— r-, î—  ? et  celle  des  termes  logarithmiques  donnera 

4a:3  (i  + r)  D 

g 1 (a:  — i ) -4-  g 1 [x  1),+ 1 [x  -i-i ) — g I ( x'  -1- 1 ) — la: 
on  aura  donc 

/'  dx  3 — 2x — 5x3  1 . /x3  — 1 \ 

x,  + x7  — x' — a:3  4x2(i-hx)  "'"S  \x3-+-i/ 


-4- 


I x~  * ) — ^arc  ^lan^  = x)  + const. 
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x"dx 

2 pX" 


jr”*  H r 

Les  différentielles  — i — . 

x"  ■+ - q x 


319 

non-seulement 


peuvent  fournir  des  exemples  particuliers  d’intégration,  mais 
elles  sont  susceptibles  d’être  traitées  généralement,  parce 
qli’il  y a,  pour  décomposer  leur  dénominateur  en  facteurs 
simples,  un  procédé  commode  qu’on  trouvera  plus  loin  (188). 

De  l'intégration  des  fonctions  irrationnelles. 

182.  Les  fonctions  irrationnelles  doivént  être  regardées 
comme  intégrées,  toutes  les  fois  que,  par  quelque  transfor- 
mation, on  les  a rendues  rationnelles,  ou  du  moins  lorsqu’on 
les  a ramenées  à une  suite  de  monômes  irrationnels  ; car  alors 
on  peut  y appliquer  immédiatement  les  règles  précédentes. 

„ . , — ÿ.ffOd.r  ... 

Soit  pour  exemple  — — 5 “ est  évident  qu  en 

i-f -yj  x 

% ; 

faisant  x = z‘,  toutes  les  extractions  indiquées  s’effectuent, 

„ 6zsdz(i4-z3 — z4)  ...  ....  « 

et  1 on  a 3 — •— — . — divisant  par  1 4-z3,  il  vient 

1 4-  z1 

— ôTz’dz  — z* As  — zkdz  z4dz  — z3dz  4-dz K 

L 1+2’J 

dont  l’intégrale  est 

z*  z’  z*  z3  z»  ,1  , 

— 6 ^ — - — g 4-  j —y  -t-  z — arc  ( tang  = z ) J 4-  const . s 

et  remettant  pour  z sa  valeur  ÿx,  on  obtient 


ÿX  y X*-b^jX  \/x  + X ^ y^s  -f-  2 y J?3 6tyx 

4-  6 arc  (tang  ==  l/x)  4-  const. 


183.  La  première  espèce  de  fonctions  irrationnelles  dont 
je  vais  m’occuper  est  celle  qui  ne  renferme  que  le  radical 
\JK  4-  Hz  4-  C.rJ,  et  qui  ne  saurait  avoir  que  l’une  ou  l’autre 
Xdx 

des  formes  Xd#  4-  6^4-  CxJ  et  ’ X étant 

une  fonction  rationnelle  de  x.  Il  faut  d’abord  remarquer  que 
l’une  de  ces  formes  rentre  dans  l'autre;  car  l’on  peut  écrire  la 
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première  ainsi  qu’il  suit  : 


Xdx 


y/A  + Bi  + Cx’x  V A -t-B-r-t-Ca-’ 
v/A  -f-  B.r  -4-  Car3 

X(A-t-Ba:-t-Car3)d;r 

s/A+B^  + Car’  ’ •>'  > • 

et’  le  numérateur  du  résultat  est  alors  une  fonction  ration- 

. 

nelle. 

Avant  d’indiquer  les  moyens  de  rendre  rationnelle,  par  rap- 
port à x,  l’expression  \J\-\-  tix  + Cx2,  je  mettrai  la  quantité 
A-t-Bjc-t-Car1  sous  la  forme 

Jf  A B \ 

C\c  + cjcfxf' 

et  faisant,  pour  abréger. 


v.. 


j ' 


r . A B - 

= 7 » c = a’  c = P» 


il  en  résultera  \/A-4-Ba;-+-C;r3  = 7 Çx  + x2. 
Maintenant  si  l’on  pose 


>ja.- f-^ar-t-  x 8 = z — x, 

en  élevant  au  carré,  il  viendra  a -+-  Ç>x  = z2  — 7.x z,  ce  qui  don- 

•*  * , • 

P -1-  7Z  ' ''  • • 

\J\  -+-  Bar  -+-  Ca:3  — y (z  — x)  = y Z 


Z* OL  , 

x _ , d’ou 


p-t-2  Z 


£)> 


7(a-k-$z-hz2)Az 

ÛX-  (P  + 7Z)2 


Par  le  moyen  de  ces  valeurs,  on  changera  la  différentielle 
Xda- 

= en  une  autre  de  la  forme  Zd z,  Z étant  une 


\j A B#  C#3 
fonction  rationnelle  de  -,  et  réelle  tant  que  C sera  positif; 
mais  si  C était  négatif,  y deviendrait  imaginaire,  et  la  irans- 
' formée  pourrait  le  devenir  aussi. 
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Dans  ce  cas,  on  aurait  VA  + B.r — Car’,  et  faisant 

p , A B 

G = 7’,  p=«,  p = p> 


il  viendrait  y Va  -+-  (Ix — x1.  La  quantité  x J — fix — a peut 
toujours  se  décomposer  en  facteurs  réels  du  premier  degré  ; 
si  on  les  représente  par  x — a et  x — a',  il  est  évident  que 

a -+-  fl.r  — x5= — ( x 2 — $x  — a ) = (x^a)  ( a ' — x). 


Faisant  ensuite  \]{x — a)  ( a ' — x)  = [x  — n)z,  élevant  au 
carré  les  deux  membres  de  cette  équation,  elle  deviendra 
divisible  par  x — a,  et  l’on  aura  a'  — x=(x — a)z\  d’où 
l’on  tirera 


az'-\-n' 


a’-t-i  ' ' z*-h  i 1)’ 


valeurs  qui  rendront  encore  rationnelle  la  différentielle  pro- 
posée. 


184.  .le  prends  d’abord  pour  exemple  la  différentielle 

(j  X y ,, 

la  première  des  transformations  précédentes 


\jk-\-  B.r  C-r’ 

2<*°— ri  dont  l’intégrale  est  const. 


donnera 


7(P  + 2z) 


4 • _ 

Remettant  pour  z sa  valeur  x 4-  V“+  et  pour  a,  p et  y 

les  quantités  qu’ils  représentent,  il  viendra 

-i=lF-^:f  — 5— v^A-t-Bar-t-CxAl  +-  const., 

vc  lyc\*iÆ  . )1 


résultat  auquel  on  peut  donner  la  forme 

..  j.  _ & 

-7=1 1 — 7=-+ WG -4- V\-t- Bx -t- CxJ  H — ^1-?=- 

yc  L?Vc  J y le.  y'ç 

pour  réunir  ensuite,  avec  la  constante  arbitraire,  le  terme 


■ const.. 


t , 2 

constant  — 1 — • 

V/C  VG 


v 4'V' 

■ :tt  1. 


<•  ' 


' t 
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185.  Soit  pour  second  exemple 


dx 


^A-t-Bx — Cx2 


; en  faisant 
— 2dz 


usage  de.  la  dernière  transformation  du  n°  183,  on  aura  — 

dont  l’intégrale  est 


■ -arc  ( tang  = z)  -t-  const. 


' v,  y i a'  — X . , , 

Substituant  au  lieu  de  z sa  valeur  . ■ - * tiree  de  l’équa- 

sjx  — a 

tion  •“ 

a'  — x=(x'—~  a)z\  • , 

et  mettant  pour  7,  on  obtiendra 


/; 


dx 


2 / \la'  — x 

:==  — -=•  arc  ( tang  ==  


\Jk  4-  Bx- — Cx*  \ \i- 


a et  a'  étant  les  racines  de  l’équation 
, B A 

x2  — ■ X = O. 

c c 


ï=î) 

x — a J 


H-  const.. 


Si  l’on  prend  A = C = 1 et  B = o,  la  différentielle  proposée 


devient,  dans  ce  cas  particulier, 
dente  donne  pour  son  intégrale 


dx 

— X5’ 


et  la  formule  précé- 


- 2 . arc 


■ const.  ; 


car  aeta'  étant  alors  les  racines  de  x2 — 1=0,  il  faut  prendre 
a = — 1 et  a'  — 1,  pour  ne  pas  tomber  dans  l'imaginaire. 

Je  vais  montrer  que  ce  résultat  revient  à l’arc  dont  le  si- 

d x 

nus  — x,  et  dont  on  sait  que  -r=  exprime  la  différen- 

V 1 — x2 

tielle  (36).  Pour  cela  je  rappellerai  que 

tang  2 A = ( Tr‘g-  > 27  ) > 

d’où  il  suit  que  l’arc  double  de  celui  qui  est  indiqué  dans  la 
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formule  précédente  a pour  tangente 


\/i  — x’ 


» et  que  par  con- 
serait  la 


séquent  il  est  le  complément  de  l’arc  dont  _ ... 

tangente  et  x le  sinus  ( Trig .,  9).  Nommant  donc  4 ce  dernier, 
on  aura 


dx 


\J  i — x* 


■ s h const., 

2 


et  comprenant  l’arc — - dans  la  constante  arbitraire,  il  viendra 


/; 


dx 

\J  i — x 


— s -f-  const. 


En  général,  dans  tous  les  cas  où  l’on  obtient  deux  intégrales 
diverses  en  apparence,  pour  la  même  différentielle,  la  diffé- 
rence ne  peut  porter  que  sur  la  constante  arbitraire;  car  si 
deux  fonctions  V et  X sont  telles  que 

dX  = dV,  ou  dX  — dV  = d(X  — V)  = o, 

il  faut  nécessairement  que  X — V = const. 

186.  On  peut  ramener  immédiatement  la  différentielle 

— ** z = — d,r  — à celle  d’un  arc  de  cercle; 

y/À-t-Bx — Cx’  7 ^a-|-  px  — x1 

S 

car  en  faisant  d’abord  x — - — z,  on  aura 


d z 


1 dw 

posant  ensuite  a +7^=  g3  et  z = gu,  on  trouvera  . , . 

4 7 y « — «’ 


dont  l’intégrale  est  - ■ arc  (sin  = «)  + const. 


187.  L’intégration  de  la  formule 


dx 


peut  aussi  s’effec- 


y^i  — x1 

tuer  au  moyen  des  logarithmes,  et  conduit  alors,  par  des 
expressions  imaginaires,  à une  relation  très-remarquable 
entre  l’arc,  le  sinus  et  le  cosinus. 

En  comparant  cette  formule  avec  x - on 

VA  + Bx  + CxJ 
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trouve  A = i,  B = o,  C = — i,  et  l’intégrale  générale  de- 
vient (184) 

— — 1 ( x — i -+-  y/i — x1)  -+-  const.  • 


\f~r  ■ 

Si  l’on  représente  par  z l’arc  dont 
ôri  aura 


dx 


est  la  différentielle, 


— <x’ 

' l(#  \J — i -+-  V' i — x1)  -f-  const.  ; ' 


et  si  l’on  veut  que  èet  arc  soit  nul  en  même  temps  que  x,  il 
faut  supprimer  la  constante  arbitraire;  car,  en  faisant x=o, 
le  second  membre  se  réduit  à cette  constante,  à cause  que 
l'  = o (*)• 

Cela  posé,  en  observant  que  x étant  le  sinus  de  l’arc  z, 
\J i — x 1 en  est  le  cosinus,  l’équation  ci-dessus  deviendra 

z \J — i = 1 (cos.z  -+-\/ — i sin z); 
et  si  l’on  suppose  z négatif,  comme 

sin( — i)  = — sinz,  cos  ( — z)  = cosz, 


( *)  Il  peut  n’être  pas  inutile  de  montrer  que  cette  intégrale  s’obtient  immé- 
diatemcnt  en  posant 

/ 

yi-Tïr*  = t — x ^ — i , 

d'où  il  suit 

i = 0 — •Jitxyj—i, 

puis,  en  diflerentiant  et  divisant  par  q, 


d’où  l'on  conclut 


et  par  conséquent 


o = (f  — x^^TJd/  — *dx  y/^î, 


dr 


dt 


/dr  r <1*  _ r dt  __  j 

J J ivCZ7 

= . , . I (v^l  — t)-t-  const. 

v — 1 


1 1 const. 
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on  auft  encore  , . 

— i = l(cosz  — \J — i sinz); 

en  sorte  que 

= 1 (cosz  ± ^ — i sinz). 

Prenant  dans  chaque  membre,  au  lieu  des  logarithmes,  les 
nombres  correspondants,  il  viendra 

e±J'ci  = cos z ± y/ — i sin  z, 

équation  (jui  peut  se  vérifier  eii  y substituant  au  lieu  de  l’ex- 
ponentielle, du  cosinus  et  du  sinus,  leurs  développements  tirés  . 
des  nM  27  et  37. 

Si  l’on  considère  à part  les  équations 

ex'/-'  = cosz  -+-  — i sinz, 

— cosz  — ^ — i sinz, 
pour  les  ajouter,  on  en  tirera 


et  en  retranchant  la  seconde  de  la  première,  il  en  résultera 

ex'rr' — er‘v-' 


sinz  = - 


ly/— ! 


Ces  expressions  ne  sont  au  fond  que  de  purs  symboles  algé- 
briques, représentant,  sous  une  forme  abrégée,  les  séries  du 
n°  37  ; mais  quoiqu’on  ne  puisse  leur  assigner  de  valeur  sous 
aucune  forme  finie,  ils  ne  s’en  prêtent  pas  moins  au  calcul 
avec  la  plus  grande  facilité,  et  manifestent  toutes  les  propriétés 
dont  jouissent  les  lignes  trigonométriques  qu’ils  expriment. 
En  mettant  nz  au  lieu  de  z,  dans  l’équation 

e**  ^ = cos  z ± sin  z, 

elle  devient 

e±"‘/-'=:  cos nz±\J — i sin/iz; 

mais  on  a aussi 


donc 


e±*l'/~'=  (e*1  (cos  z ± — i sinz)" 


(coszdt  \J — i sin  z )"  = cos  nz  dfc  ÿ — i sin  nz. 

6*  éd.  I.  l5 
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Ces  équations  conduisent  à des  résultats  très-importants  (*);  • 
ici  je  m’arrêterai  sur  l’usage  qu’on  en  peut  faire  pour  découvrir 
les  facteurs  de  la  fonction  x*-4-  q (181). 

188.  Cette  fonction  qui  revient  àa^rpa'1,  selon  le  signe  de  q, 
se  transforme  en  a" [y"zç.  1),  lorsqu’on  fait  x = ày;  et  pour  en 
connaître  les  facteurs,  il  suffit  de  résoudre  l’équation 


qui  donne 
L’expression 


• 1 = 

y = cosz  -4-  V — 1 sinz 


satisfait  à celte  condition,  par  une  détermination  très-simple 
de  l’arc  z ; car  on  a 

y*—  (cosz  4-  sJ — 1 sinz)"=  cosnz  4-  V — 1 sinnz; 

et  comme,  en  désignant  par  ir  la  demi-circonférence,  et  par  m 
un  nombre  entier  quelconque,  il  vient 

sin/H7i  = o,  rosmir  = rh  1 , 

selon  que  m est  un  nombre  pair  ou  impair,  on  n’aura  qu’à  sup- 
poser nz  = mu,  pour  obtenir  j"  = dzi. 

Afin  de  distinguer  plus  particulièrement  le  cas  où  le  nombre 
m est  pair,  de  celui  où  il  est  impair,  on  écrit  pour  le  premier 
2 m au  lieu  de  m,  et  pour  le  second  2 ni  4-  1 , et  l’on  fait 

nz  = 2 m n,  èt  nz  ==  (2  m 4- 1)  n. 

Dans  la  première  hypothèse,  il  vient 


2 mtr 


1 2 mtr 

Py — i sin , y= 4-1, 


r = cos 

J n n 

et  dans  la  seconde, 

(îm+i)*  < . (jm-(-i)it 

— 4-  y — 1 sin  v*= — 1. 


y — COS  ■ 


n 


n 


(*)  Vojei  la  note  B à la  fin  de  l'ouvrage. 
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189.  Au  moyen  du  nombre  indéterminé  m,  on  obtient  par  ce 
qui  précède  toutes  les  valeurs  dont  y est  susceptible;  car  la 
première  expression,  en  y faisant 

m==o,  donne  y=), 


m = 1, 


171—1, 


2 TT  /■  ■ ■"  . • 2 tr 

y = cos 1-  v — 1 sin  — ■> 

J n n 


LtC  , 7 . Lv 

y = cos  - — j-  v— 1 sm  — > 
J n n 


m — n — 2, 


m = n — 1, 


y = cos' 

y = COS  ■ 


n — i)n  / • (2n  — 4)jt 

— — l-  y — * sin  ^ , 


n 

271 — 2 ) lt 

h 


, . [2 n- 

V — > sin  


i°.  Passé  ce  terme , on  ne  retrpuye  plus  de  nouvelles  va-  . 
leurs,  ro?is:  seulement  les  précédentes,  qui  reviennent  dans  le 
même  ordre.  En  effet,  si  l’on  suppose  n = m,  il  vientseule- 
menty==  cos2,ir  = 1,  et  l’on  retombe  sur  la  première  valeur, 
qui  se  reproduira  toutes  les  fois  qu’on  prendra  pour  m un  mul- 
tiple de  n.  Faisant  ensuite  m — n- 1- 1,  il  vient  l’arc 


■m 


■ 2)  T 


: A lt  -H  - 


2 n 


dont  le  cosinus  et  le  sinus  sont  les  mêmes  que  ceux  dé  l’arc  — 

« 

(Trig.,  22),  ce  qui  ramène  à la  deuxième  valeur,  et  ainsi  des 
autres. 

20.  Le  tableau  ci-dessus  semble  ne  présenter  qu’une  seuie 
valeur  réelle,  la  première;  mais  on  en  trouve  une  seconde 

. '»**■,  fl 

lorsque  n est  pair,  parce  qu’on  passe  alors  par  m = - , qui 
donne  y=  cos7r  -+-  ^/— 1 sin«  = — 1. 

.3°.  Les  valeurs  imaginaires  du  mêpio  tableau  se  groupent 
deux  à deux,  savoir,  la  dernière  avec  la  première,  l’avant-der- 
nière avec  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  parce  que 

(2 n — 2)  tr  2 jt  (2  n — 4)  JT  in 

— =2n  , Al— —m  — — j etc., 

n n n n 
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et  qu’en  général 

cos(ar — à)  — casa,  sin(2»r — a)  — — sina(7r/g.,  29). 

Ainsi,  quand  n est  un  nombre  impair,  n—i  étant  pair,  toutes 
les  racines  imaginaires  depuis  m = 1 jusqu’à  m — n— 1 se  réu- 
nissent en  - — - couples  de  la  forme  ' 


y = cos : 


-±  \j — 1 si 


sin  • 


n — 2 


où  il  suffit  d’étendre  les  valeurs  de  m jusqu’à  ------- 

Quand  n est  un  nombre  pair,  il  se  forme  seulement 
couples,  parce  que  la  racine  qui  répond  à et  qui  est  réelle, 

occupe  le  milieu  de  celles  qui  sont  imaginaires. 

On  arrive  à des  conséquences  semblables  pour  l’équation 

r+«=°,  où  4;, 

COS  „ + ^ sin  i 


formule  dans  laquelle 

m = o,  donne  r=  cos  - 1 sin  -, 

n 1 n 


('  '-'fi  '-V''  ■ 


m = i. 


3 7r  ■■  . 3 ir 

y = cos 1-  y — 1 sin  — - » 

n ' n 


m = n — 2, 


(2/t  — 3)ît 
y = .ÇOS.i — . , — — ■ 


1 — . (2  n — 3)  « 
4-  y — 1 sin  i— , 


**''*  (2»— i)w  , . (2 n — 1) k 

ni  — n — 1,  y = cos  v — 1 ■ — hv — ism* - — 


Au  delà  de  ce  terme,  on  ne  retrouve  plus  que  les  mêmes  va- 
leurs, comme  dans  le  cas  précédent,  et  par  la  même  raison.  Il 
ne  peut  y en  avoir  une  réelle  que  si  n est  impair,  et  alors  elle 
répond  à - • 


= - — -,  qui  donne  y=  cos7r-t-  ^ — 1 sinw= — 1. 
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Comme  elle  occupe  le  milieu  du  tableau,  les  racines  imagi- 
naires qui  en  sont  également  éloignées  se  réunissent  en  - — - 


couples  de  la  forme 

(2  m-hi)  it  , 1 . (2/b+i)« 

„ ■ y = cos  — — jry — 1 sin  — — > 


n 


où  il  suffit  de  pousser  les  valeurs  de  m jusqu'à  m = 


n — 1 


II 


faut  aller  jusqu’à  m quand  n est  pair,  parce  qu’il  n’y  a 

plus  que  des  racines  imaginaires. 

Si  l’on  trouvait  quelque  difficulté  à comprendre  ces  énoncés, 
on  les  éclaircirait  sur-le-champ,  en  donnant  à n des  valeurs 
particulières. 

190.  Il  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède,  les  facteurs 
réels  des  quantités  j"qr  1 . 

D’abord  la  formule 


Tf  ». . 


2 m-K  . 1 . 7.  mi: 

y = cos ± \ / — 1 sm 

J n ' n 


donne  pour  facteur  du  premier  degré  de  la  quantité  y* — i les 

deux  expressions  imaginaires 

. ’ ‘ 'ry 

(2mn\  1 . 2m* 

y — cos 1 — v — 1 sm * 

n ) n 

, / 2 mi r\  1 . 2 m it 

^-cos  — j + v^sm— i 

et  en  les  multipliant,  on  obtient  l’expression 

- . . %#',*• 

2fflir 


y1 — 2 y cos  ■ 


qui  comprend  tous  les  facteurs  réels  du  second  degré. 

On  trouve  de  même  que  les  fecteurs  du  second  degré  de  la 
quantité  sont  . ; 

• , (2m-f-l)jr 

y1 — 2JC0S-Î 1-1. 

Tl 

Il  faut  observer  que  ces  formules  comprennent  aussi  les  , 
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facteurs  réels  du  premier  degré;  mais  ils  s’y  présentent  comme 
doubles;  car  si  l’on  fait  m = o dans  la  pretnière,  elle  devient 

y—  2 j-M  = (y— i)*; 

et  si  n était  pair,  en  prenant  m = -,  ont  trouverait  encore 
J»-+-  2J-(-l=  (y-!-i)J, 

résultat  que  donne  aussi  la  seconde  formule  lorsque  n est  im- 

Tt I ‘ • ,, 

pair,  e<  (jti’ori  y fait  m = — — ' • 

• ••  • 

191.  Les  fonctions  de  la  forme  xm — 2 px*-h  q peuvent  être 
traitées  comme  celles  qui  ne  renferment  que  deux  termes.  En 
les  résolvant  à la  manière  des  équations  du  second  degré,  oïl 
en  tirera  les  facteurs 

x*—[p±.\lp'—q), 

qui  seront  réels  tant  que  p ■ surpassera  q,  et  auxquels  on  don- 
nera la  forme 

xnqza1', 

en  prenant  successivement  pour-a"  les  valeurs  de 


p-h^P'—q,  p—yjp'—q, 

abstraction  faite  de  leurs  signes  : eé  cas  rentre  donc  dans  les 
précédents.  ; • 

Lorsqu’on  aura  p*<C.q>  on  fera  p = a ",  q — p”,  x = py,  et 
il  viendra 

P!n:r“_  2 «"  + P“=  (r*1— ^ r -f-  « ) ; 

. * * ê * ( * * . 

mais  la  condition  j 00  «”<  pj“  donnant  a“.<  p»,  la  quan- 

, a"  • ... 

lité  — sera  une  fraction,  et  pourra  par  conséquent  être  prise 

pour  un  cosinus.  Soit  donc  S l’arc  correspondant;  la  fonction 
proposée  deviendra  ' • 

pM(yM — 2 y*  cosÆ-m),  ‘ » 

et  il  ne  s’agira  plus  que  de  résoudre  l’équation 
y*—  2 y cos5  + J = O. . 


{ ; 
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On  en  tire  d’abord 

cosadb  \f-~ T sinS; 

puis  prënant 


23l 


il  vient  (187) 


cosa  db  v/ — i sina, 

y = cos  nz  zb  V — i sin  n* , 
et  en  comparant  avec  l’autre  valeur  de  y,  on  obtient 
cos  na  = cosa,  sinna  = sina. 

Oju  satisfait  en  général  à ces  relations,  en  supposant 
nz  = 2 mu  4-  S, 

m étant  un  nombre  entier  quelconque,  puisque 

cos  (?.mn  -t-a).==  cosa,  sin  (nrmt-^-S)  = sina  : 


on  aura  donc 


2 mit  + S 2 mn  4-  a . 

z= > j = cps- — 


. n 

et  les  facteurs  du  premier  degré  de  la  fonction  * 
y — COSÎ  4-  I 

seront  par  conséquent  compris  dans  la  formule 

( 2 mu  4“  a , i 2 /n  « 4- a 

y — 1 cos — - — i v — i sin 

J ) n . n 

' * > 1 

Si  l’on  avait  x2a  2px"  q = o,  on  ferait  encore  jn=  cosa; 


mais  on  prendrait 


j2* 4-  2 y cos  (>r  — a)  4~  i > 


puisque  cos  (ir  — S)  = — cosa  ; il  viendrait  ensuite 

cosnz  = cos(w — à),  sinnz  = sin  (rc  a), 
et  par  conséquent 

nz  = 2 m tt  4-  — )=  (2»i  + i)*  — a (*). 

(*  ) Les  formules  des  n°*  ISO  et  191  contiennent  implicitement  les  théorème? 
de  Cotes  et  de  Moivre  et  remplacent  avec  avantage  ces  théorèmes , qui  ne  sont 

f . . •’  _• 

’v  , '•  « r 
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De  l'intégration  des  différentielles  binômes. 

192.  Ces  différentielles  sont  représentées  par  la  formule 

x"~'  d x ( a -1-  bx"  )», 

dont  on  ne  diminue  point  la  généralité,  en  supposant  que  m 
et  n soient  des  nombres  entiers.  . 

/ 1 ‘_r_ 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  ar’dar  (a-f-  bx2)i,  on  ferait  x=z*, 

- 

d’où  il  résulterait  6z2  dz  (a  + ùz5)».  On  peut  aussi  regar-  • 
der  n comme  essentiellement  positive,  parce  que;  dans  le 

cas  où  l’on  aurait  •r"-1  dx  (a  -+-  bxr*)*,  on  supposerait  ar=-» 

' Z 

P 

et  il  viendrait — z~m~'  dz  (a-\-bz")i. 

‘ i . , 

p 

La  formule  xr~'  d x [axr bx*)ï  revient  encore  à la  pré- 
cédente, en  divisant  par  xr,  dans  la  parenthèse;  car  on  ob- 
tient • . 

xf-'dx  [xr  (a  -4-  bx*-r]\i  = xm+i  ~ dx  [a  -+-  bxn~r'^. 

V 1 £ 

Pour  chercher  dans  quels  cas  x m~'  dx(a-+-  bx *)»  peut  devenir 

p 


rationnelle,  on  fait  a-+-  bx'  = zi,  en  sorte  que  (a  + for")»  = zf; 
nuis  on  trouve  i 


et  la  différentielle  proposée  devenant  par  là 


m 

Q . , /z» — « \ " 
nbz^  Az\—r)  ’ 


plus  maintenant  qu'un  objet  de  pure  curiosité;  je  n’ai  pas  cru  par  cette  raison 
devoir  les  insérer  ici  r on  les  trouve  dans  le  Traité  in-4°,  tome  I,  page  ia5..  * 
Voyez  dans  la  note  B,  article  III , une  démonstration  de  ces  formules,  indépen- 
dante des  imaginaires.  , (- 
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on  voit  alors  quelle  sera  rationnelle  toutes  les  fois  que 
sera  un  nombre  entier. 


L’expression  x3dx(a-+-  bx3)i  satisfait  à cette  condition, 
puisque  m — 9,  n = 3,  — = 3,  et  se  transforme  en 


zp+i-'  dz 
5 b 


La  différentielle  x”~'dx  [a-+-bx*jï  est  susceptible  d’une 
autre  forme,  en  rendant  négatif  l’exposant  de  x dans  la  paren- 
thèse, ou  en  divisant  par  x"  la  quantité  a-t-bx*;  il  vient 
ainsi 


X"-'  dx[a-\-bxn)i=xm+^  ' dx  (ax_n-4-  b)~i" 


np 


Cela  fait,  si  l’on  change  «en  — n,  a en  b,  b en  a,  menm+-^ 

dans  la  transformée  en  z,  obtenue  plus  haut,  on  en  déduira 
l’expression  . ■ . r • ' 


-i-zr^dzp-^  ’ 

na  \ a j 


■ 9 


qui  sera  rationnelle  si  — -4-  - est  un  nombre  entier. 
\ n q 

Cela  fevient  à faire  immédiatement 

axr*  + b = zi,  d’où  a bx"  = xn  zi , 

transformation  employée  par  Euler. 

C’est  à ce  cas  que  se  rapporte  la  différentielle 


pour  laquelle 


m . 5 
a 


x'dx  ( a -+-  bx')3. 


u 1 mu  t» 

a’  — — «» 1 — =ô  “ J. 

3 q 3 n q 3 


193.  Puisqu’il  n’est  pas  possible  d’intégrer  en  général  la  for- 


,p 


mule  fx”~'  d.r  (a  + bx“)i,  l’idée  qui  se  présente  d’abord  est 
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île  chercher  à la  réduire  aux  cas  les  plus  simples  qu’elle  peut 
renfermer.  ' 

On  y parvient  assez  facilement,  au  moyen  de  Y intégration 
par  parties,  procédé  fécond  qui  sert  à' ramener  une  intégrale  à 
une  autre.  Il  se  tire  de  l’intégration  des  deux  membres  dé  l’é>- 
quation 

duv  = ade-f-eda  (11), 

qui  conduit  à 

* ♦ ■ . ,*  ■» 

uv==f udv’A-f vdù,  d’où  /ade  = ae — Jvdu. 

On  voit  par  là  que  si,  dans  la  différentielle  Xd#,  la  fonction  X 
peut  se  décomposer  en  deux  facteurs  P et  Q,  et  que  l’on  sache 
intégrer  la  différentielle  Qdx,  en  nommant  v son  intégrale,  et 
faisant  « = P,  on  aura  • . . - 

JVQdx  — Vv  — f cdP, 

ce  qui  ramène  la  difficulté  à obtenir  J'v dP. 

191.  Pour  abréger  un  peu  les  résultats,  • dans  l’application 

, £ 

de  ce  qui  précède  à la  formule  xm~'dx  («  + bx")i,  j’écrirai  p 
au  lieu  de  -»  et  il  faudra  supposer  que  p est  un  nombre 
fractionnaire  quelconque  : on  aura  alors  la  formule 
■r*'~'.d.r  [a  -H  bxny. 


Parmi  les  diverses  manières  de  décomposer  celte  diffé- 
rentielle en  facteurs,  je  choisis  celle  qui  tend  à diminuer  l’ex- 
posant de  x hors  de  la  parenthèse,  et  qui  s’opère  en  écrivant 
ainsi,  . . 

fxm~n  :x"~'  dx  (a  -f-  bx’)’’, 

la  formule  proposée.  Par  ce  moyen,  le  facteur  sy-'dx (a -\-bx*)r 
est  intégrable,  quel  que  soit  p (170)  : en  représentant  donc  ce 
facteur  par  de,  on  a 


_ (a  ■+■  bx"y+' 


et  u — x"~n. 


' (p  -+■  i.)  nb 

d’où  il  résulte 

f xn~~'dx  (a  4-  bxH)p 
x m~n  ( a -1-  b.x*  y+l  m — n 


(p  4-  i ) nb 


[p  A-  «.)  nb 


f jir-"-'  d x (.a  -f-  bx")p+l  ; 
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or 


J X"—"—'  Ax{a-\-  bx"Y+'  = f x"-"-'  do:  [a  H-  bx“'f  [a  -+-  bx") 
.=  a J x"'~’l~'  dz  (a+  bx“Y  -4-  b J xn~'  Ax  [a  -t-  bx”Y; 

mettant  cette  dernière  Valeur  dans  l’équation  précédente,  et 
rassemblant  les  termes  affectés  de  l’intégrale  fx"-' Ax[a  + bx"Y, 


H vient 

(,H- /*"" <** (* + ... 

. x (fl  + bx^]p+' — a [m — d.r  («-+-  bx"Y 

' ; ■ r. 

...  (»  k 

d’ou  l’on  tire  ' ’KL 

• * 

ijx!f~'  d x (a  -+•  bx")r 
_ xm~m[a-À-  bx*)^'  — a(m — n)  f xm~n~'  d.r  (a-\-b.r*y 
.b(pn-\-  ni) 


Il  est  aisé  de  voir  que  puisqu’on  peut  ramener,  par  cette 
formule,  l’intégrale  Jxm~'  d x (a  + bx*Y  à fxm~"-'  Ax(a-+-bx"Y, 
on  ramènera  aussi  cette  dernière  à f xm~,n~l  d.r  («  -f-  bx"Y<  en 
écrivant  m — na  la  place  de  ni  dans  l’équation  (A);  puis  chan- 
geant encore  m en  m — 2 n dans  cette  même  équation,  elle 
fera  connaître  f xm-”'-'Ax(a-+-bxny,  au  moyen  de 

fx"-'*~'  dar  ( a -f-  bx"  Y, 

et  ainsi  de  suite. 

En  général,  un  nombre  r de  réductions  conduit  à 
/ 'xm~n~i  Ax  («+  bx"  y ; 

car  si  dans  la  formule  (A),  on  change  m en  m — (r — 1)»,  on 
en  tire- 

fxm-ir~,'l‘'-'  d.r  (a  4-  bxnY 

_ xm~r’(a  -4-  bx")P+'  — à (m — rn)  J xm~r"~'  Ax(a  -f-  bx”)? 
b [pn  + m — ( r — 1)  «] 

Il  est  évident,  par  cette  dernière,  que  si  m est  un  multiple 
de  n,  l’intégration  de  la  djfÉfrentielle  ar™-1  d x (a  -A-  bxnY  s'ef- 
fectuera algébriquement,  puisqu’slors  l’anéantissement  du 
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coeflîcient  m — rn  fera  disparaître  la  dernière  intégrale 

f ac*-rn~'  d.r  ( a -4-  bas'Y, 

* . 1 

résultat  qui  s’accorde  avec  celui  du  n?  192. 


195.  On  peut  obtenir  aussi  une  réduction  par  laquelle  l’ex- 
posant de  la  parenthèse  soit  diminué  de  l’unité;  pour  cela,  il 
suffit  d’observer  que 

f as*-'  d x (a bx'Y  = f as*-'  dx  (a-\-  bas*Y~'  (a-hbsc*) 

= a f as*-' dx  (a  + bxn)P-'  -{-b  f asm+n~'  dx[a  4-  bas"Y~'t 

' Jr'1  ' ■ '"**» 

et  que  la  formule  (A),  en,  y changeant  m en  m + «,  et  p en 

p — i,  donne 

foc***-'  d x (a -H  ba?Y~\ 

-+-  bx'Y  — omf  as*-'  dx  (a  4-  bac*)?-*.' 

JiÉjg  “ \pn  + m)  ; 

Substituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente , on 
aura  N ' ' 

If  as*-'  d x [a  -4-  bx'Y 

x*  [a  -f-  bx'Y  •+■  pnaS •r”-1  d x (a  4-  bx')f~' 

pti  4-  m 

> ' . ’ * ' ’ . K . * 

Avec  cette  formule,  on  ôtera  successivement  du  nombre  p 
toutes  les  unités  qu’il  peut  contenir,  simplification  qui, 
jointe  à celle  que  procure  la  formule  (A),  fera  dépendre  l’in- 
tégrale 

J x*~'  dx  («4-  bx'Y  de  f x*-"-'  dx  (a  4-  bas'Y~1‘> 


rn  étant  le  plus  grand  multiple  de  n contenu  dans  m — i,  et  s 
le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  p. 

• 5 

L’intégrale  fx'dJc  (a4-  bas*)',  pa‘r  exemple,  sera  ramenée 
successivement,  par  la  formule -(A),  à 

fxK  d x (a  H-  bx3)’,  Jxdx[a.- 


bx3Y; 


Jr 


' -ài’  -«itk  • ür  ' - M», 

puis  la  formule  (B)  fera  dépendre  fxdx  (a4- Ar5)^de 

» . lYMSk*:  ' 
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196.  Il  est  évident  que  si  m et  p étaient  négatifs,  les  for- 
mules (A)  et  (B)  ne  rempliraient  pas  le  but  pour  lequel  elles 
ont  été  construites  : elles  augmenteraient  alors  les  exposants 
de  x hors  de  la  parenthèse,  et  celui  de  la  parenthèse;  mais  en 
les  renversant,  on  en  trouve  qui  s’appliquent  au  cas  dont  il  s’ar 
g»l- 

• On  tire  de  (A), 

f a™-"-'  dj(«+  bx * y 

Xm~m  ! a -4-  Ar"V+l  — h (pn  ni)  f xm~'  d x [a  -f-  bxny 

a (m  — n)  ’ 

* r ' • 

et  mettant  — m + nau  lieu  de  m,  il  vient 


f x-"-'  d#  (a  ■+■  bx*y 
x~m(a-{-bxny+'-\-b(ni — n — np)  fx-m+"-'A, 
ant 


(C)< 


formule  qui  diminue  les  exposants  hors  de  la  parenthèse. 
Pour  renverser  la  formule  (B),  on  prend 

f x™-'  dx  (a  -1-  bx*)P—' 

xm  (a  -+-  bx*y — (pn  -f - m)  f x"_t  d.r  (a  -H-  bx*Y 
- pria 


puis  on  écrit  — p-+- 1 au  lieu  de  p,  et  il  vient 


| Jxm~'  dx  (a-h bx*)-P 

(D) } x"(a-+-  bx“)-r+'  — (/w+  n — np)f  x"‘~'  (1  x (a  -+-  bx,)~P+‘ 


IP  — ')' 


formulequi  atteint  le  but  proposé. 

Les  formules  (A),  (B),  (C),  (D)  deviennent  illusoires,  lors-', 
que  leur  dénominateur  s’évanouit.  Cela  arrive  pour  la  for- 
mule (A),  par  exemple,  quand  m = — np  : mais  dans  tous  les 
cas  de  cette  espèce,  la  différentielle  proposée  peut  se  ramener 
à un  monôme,  ou  bien  a une  fraction  rationnelle  (*).  / 


jcm — * d JT 

197.  Soit  I ■ — > m étant  un  nombre  entier  positif;  la 

J \/i  — x' 

É9Ë 


(*)  Vojct  le  Traité  iu-4°,  tome  II,  page^i. 


4‘ 


» 
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formule  (A),  en  v faisant  a = i,  b 
donne 


et  mettant  m au  lieu  de  m — i,  il  vient 


Si  l'on  donne  successivement  à m différentes  valeurs, 
commençant  par  les  nombres  impairs,  on  aura 


i — x2  const. 


On  tirera  de  là 


» — x’-h  const , 


■r’-H  const 


-f-  const, 


la  loi  de  ces  valeurs  est  évidente, 
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Passant  aux  valeurs  paires  de  m,  et  supposant  m = 2, 
m = 4,  pt  = 6,  etc.,  on  trouve 

/x'dx  1 / ; i C dx 

/x'dx  1 , < : 3 /*  x'dx 

ÿ===-rv,-,.+-4j;^, 

/.rsd.r  1 / — 5 /*  ,r‘d.r 

^ 1 — a:»  o . . t»,/  y/ 1 — a;’ 

etc.  _ 

Dans  ce  cas,  toittes  les  intégrales  proposées  dépendront  de 


r dx 

J V<—  a?»  v 


arc  (sin  = #)  -4-  eo/wf.  (36)  ^ 


et  en  représentant  par  A l’arc  indiqué,  on  aura 


const. , 


f ^ — =A+  const., 

J V«  — •»’  . ' 

Ç x dx  _ — Ia:y,_p_|_  I a -4-  const. , 

J 2 2 

/aj'di:  ( 1 . , « *3  \ / — r — -,  1 .3 

v^i— x*  \4  2-4  / 2-4 

f ar'd#  / 1 , , 1 .5  , , i.3.5  ' \ / ; i.3.5  . 

j <J7^~  U M-6*rM_,"ï^n5A4  .. 


L 4-  cobs/.  , 


198.  Je  vais  chercher  maintenant  les  formules  qui  répondent 
au  cas  où  m est  négative.  On  a alors,  par  la  formule  (C)  (196), 

Ç ar-m~*dx- x-m^i — i*3  m — 1 ï,x~m+‘dx 

J y/,  — *’  — ™ H iT  J (V/7ZI^  ’ 

et  en  écrivant  — m 'au  lieu  de  — bi — 1 , il  vient 
■ l'  dx  ==  ! m.—  ï'f  da? 

(T7I--I.)  *»-'  W-I  J ^y/ÎZJ.' 


On  ne  peut  pas  supposer  m = 1 , puisque  cette'  valeur  rend 
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le  dénominateur  nul  : il  faut  donc  chercher  à priori  l’intégrale 

{J  QÇ  > 

de -■ — — • On  la  trouvera  facilement  d’après  ce  qui  a été  dit 

xsji — x- 

n"  192;  on  fera  1 — x'=  z',  d’où  il  résultera 

— zdz 


x 


= 1 — z',  dx  — 


et,  par  conséquent. 


1 — z 1 


dx  — dz 


. . ‘ x V 1 — 1~~z  - . , • . 

équation  dont  le  second  membre  a pour  intégrale 

l(«  — *)=— . . ‘ 

Remettant  au  lieu  de  z sa  valeur,  on  aura 

_u(<+f=*Y  ; 

multipliant  par  1 -+-  \/i  — **>  les  deux  termes  de  la  fraction  com- 
prise sous  le  signe  1,  on  obtiendra 

. y.:1:  =-'{L±^y 

on  aura  donc  enfin  ■ • 

f — gf==-l  (,,  + 'fr=?)  + const. ’V  ' 

J X^l — x?  \ x / ■ . 

Maintenant,  si  l’on  suppose  d’abord  m — 3,  m = 5,  etc.,  il 
viendra  ’ - • ; ; 


. £ -dx yi  — x‘  | 1 Ç Ax  . . . , 

J x*\li  — x2  2X\-  2 J xsji  — x 1 

/' >•  dx  — J 3 r dx 

x 1 ^1  — a;’  4**  , 4 J x3\/ 1 — x% 

/Ax  \Ji  — 5 /*  d x 

x^i  — x'~  6«*  Sjx'^i  — x’’ 


- etc. 


■ •/"  • ' 
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.Faisant  ensuite  m — 

2,  m = 4,  m 

C dx 

<J  1 — x‘ 

J x 3 \/ 1 — x 3 

~r~ 

x 

r dx 

■ <i\ — x3 

J X*^l—X3 

3x3 

r dx 

i/t — x3 

const., 


V'—*  4 f dx 

5x‘  5j*.v/ïzr?!’  . • • 


etc. 


De  ces  deux  suites  d’équations  on  tirera,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent,  deux  classes  de  formules,  l’une  intégrée  par 
logarithmes,  et  l’autre  qui  sera  algébrique. 

199.  La  différentielle  x"-'dx{ax'+bx*)e,  se  ramenant  à la 
forme  ar+r-'  dx  (a  -f-  bx-y  (192),  est  susceptible  des  mêmes 
réductions  que  celle-ci.  J’en  donnerai  pour  exemple  l’expres- 

sion  , qui  se  présente  dans  la  Mécanique.  On  a d’a- 

y 2 i*OC  OC  • 

bord 

J1  jçQ  ’ l_  | 

Va  =/**.d*  (*  ^*n~W^d*(2c-*p; 

la  formule  (A)  (194),  en  y faisant 


'»='.«+£*  n = i , P=—'~,  a = 2.  c,  b = — i, 


donne 


J x ’ d.r  ['o.ç  — x)  ’ 

»-!  • x 

x /(ac  — x)*  2c(q — 7 


et'  si  l’on  observe  que 


f x9  ’ dx  ’ 

• V .■ 


O—  — -L 

x ' = xi~'  à;1, 


: xi~‘  x 


puis  qu’on  fasse  rentrer  les  puissances  fractionnaires  de  .r  dans 
les  parenthèses,  qp’on  changera  ensuite  en  radicaux,  on  aura 
6e  éd,  I.  * lii 


‘X 

• ..  s(. 


. » 
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y*  cx—x‘  (2  q — 


^2  CX X * 


7 


i)c  r x*-'Ax 

J \j'X  CX X* 


200.  Les  trois  exemples  précédents  se  rapportent  aux  for- 
mules (A)  et  (C)  ; on  tire  des  résultats  non  moins  utiles  de  la 
formule  (D)  (196),  puisqu’elle  sert  à intégrer  la  différentielle 

, — = d z '(  , 

(**-+- pt  ^ ; 

qui  a été  mise  de  côté  dans  les  fractions  rationnelles  \180)  ; car 
si  l’on  fait 

x = z,  a = p’,  b — 1,  m — i,  « = 2,  p = m, 

la  formule  (D)  devient 

z(P,-f-zJ)_"+'-+-(2m — 3)/dz  (P!4-z,J 
. (2  m — 2)  p1 


/dz  (pi-t-z,)-"= 
d'où  il  résulte 


Ç dz  ' | i z l 

J (z>+  p2)"  I (2  w — 2)  pj  (zJ-+-  p1)"-1  j 
2 ni  — 3 r dz 

+ [>m  — a;ps  J (z!-4- 

La  réduction  indiquée  dans  cette  formule  s’arrête  à J' - 


dz 


H-P2 


car  si  l’on  faisait  m — 1,  le  diviseur  2 m — 2 devenant  nul,  le 
second  membre  serait  infini.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  cir- 
constance est  du,  même  genre  que  celle  du  n°168,  puisque  si 
l’on  pouvait  passer  de  m = 1 à m = o,  on  tomberait  sur  l’in- 
tégrale /dz=z,  et  l’on  aurait  algébriquement  l’intégrale 

/dz 

— > qui  est' nécessairement  transcendante  (180). 


De  l’intégration  par  les  séries. 


201.  L’intégrale  fXAx  s’obtient  facilement  lorsqu’on  a dé- 
veloppé la  fonction  X en  série,  parce  qu’on  n’a  plus  à intégrer 
que  des  monômes,  auxquels  s’applique  immédiatement  la  règle 


V 

V 
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ilu  n"  1(57.  Efi  effet,  soit 

X ==  A x" -t-  Ca?”+ï,'-(-  I).r",+3"  H- etc.; 


si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  Ax, 
et  qu’on  intègre  séparément  chaque  terme  du  second,  on  trou- 
vera . ’ 


..  At*+i  Bj,+"+i 

J m i _ -+-  -,—7— 77-7-7 ’4-  ...■  . _ . - -+-  etc.  -+-  const. 


m -t-  1 ni  — //  — t—  1 m + 5B- 4-1 


Lorsqu’on  rencontrera  dans  le  développement  de  X un  terme 


de  la  forme  il  en  résultera  dans  l’intégrale  le  terme  Alar 


.(168). 


202.  La  fonction  la  plus  simple  qu’on  puisse  réduire  en  série 


est  ■ 


a -Jr  x 


ayant  pour  développement 


- etc., 


d’où 


/: 


da:  x x?  x*  x ' 

— — ; — - — — : -+-  — 7—  -I-  etc.  const.;  , » 

t -f-  x n 7.  a * J a3  - 4 a1  ’ 


/da: 

= 1 («  ■ 

« -+-  x ' 


- const.  : on 


aura  donc 


r(tf4-*)&=3  — i 

a 7.  a‘ 


* • 

7—:  — 7—7  4-  etc.  -l-  const. 

3 n1  4 a 


Pour  trouver  ce  qu’exprime  la  constante,  il  n’y  a qu’à  faire 
x — o;  il  vient,  dans  cette  supposition,  \ a = const.,  et,  par 
conséquent, 

I , 1 ,/  x\  X X7  X 3 X 4 

l(rt-t-ar). — I a = 1 i + - ) = etc 

\ a ] a 7.  a 1 3 fl1  4 a 


résultat  conforme  à celui  du  n°  29 
adx 


Soit  la  différentielle 


da- 

a 


n’-f-  x ’ 


qui,  pouvant  se  mettre  sous  la 


• J 


1 


t 


* « 

:1 


fl  y 

forme- appartient  a l’arc  dont  la  tangente  =-  (36);  en 

■-I-—  a 

.•  " 16. 


" a 


■ ’ ■ • " . ' .1 
rjh  ‘ 

v ».  a ■. . ■ v j ' ■ - 
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2.^4 


réduisant 


a 


a 


en  série,  on  obtiendra 


1 x1  x'  x* 

= 1 1-  etc.; 

a7  -+-  x7  a (v  (û  a7 


et  l’intégration  donnera  ensuite 
Ç «d.r 

J a7+x7 


■ const. 


arc  ^tang  — 


X X7  . X7  X7 

a 3 n3  5 <ts  7 n’ 


-H  etc.  -4-  const. 


Si  l’on  veut  tirer  de  cette  équation  la  valeur  du  plus  petit  des 
arcs  dont  la  tangente  est  - 1 il  faudra  supprimer  la  constante 
arbitraire,  puisque  l’arc  cherché  est  nul,  lorsque  x = o,  et  l’on 


aura 


arc 


/ X \ X X7  od-,  x' 

tang=-  ) = »— :r+-rT — -+-  etc., 

\ 0 a J a 3 a3  5 a7  7 a' 


résultat  conforme  à celui  du  n°  38. 

!f. 

■ X n 


oc™  d oc 

En  opérant  de  même  sur  -n— — > on  trouve 


f 


,r"+l 


^Jx+n+1 


xmdx 

a’- \-x"  (m-f-ijo*  + 

yB4M+l 


[m  H-  2 n -4- 1 ) or 


, — etc.  -4-  const. 


203.  Le  but  de  l’intégration  par  les  séries  étant  de  pe  procu- 
rer des  valeurs  approchées  des  intégrales  qu’on  ne  peut  obte- 
nir rigoureusement,  il  est  important  d’avoir  plusieurs  séries 
pour  exprimer  la  même  intégrale,  afin  de  choisir  celle  que  rend 
convergente  la  valeur  particulière  qu’on  se  propose  de  donner 
à x.  Les  séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances  positives 
de  x dont  les  exposants  vont  en  croissant,  ou  les  séries  ascen- 
dantes, ne  convergent,  en  général,  que  dans  le  cas  où  la  va- 
riable x demeure  très-petite;  tandis  que  celles  qui  procèdent 
par  les  puissances  négatives  de  x,  ou  les  séries  descendantes, 
convergent  d’autant  plus,  que  cette  variable  est  plus  grande. 

Pour  parvenir  à une  série  de  celte  espèce,  dans  l’exemple 
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ci-dessus,  il  faudrait  changer  l’ordre  des  termes  du  binôme 
an-\-x“,  et  mettre  rà  la  place  de  a dans  le  développement  de 

i 


: on  aurait 

■x"' 


i 

x"' 


a" 

' x™ 


a" 

x*‘ 


a" 

x“ 


etc., 


et,  après  avoir  multiplié  par  ■«■"‘dx  et  intégré,  il  viendrait 
oc"1  d x i 


/ 


2 « — m — i x* 


(n  — m — i ) x"~ 
' aM 
(3 n — m — i) 


, -h  etc.  -I-  const. 


Cette  série  serait  illusoire,  si  quelqu’un  de  scs  dénomina- 
teurs, compris  dans  la  forme  in  — ni  — i,  s’évanouissait,  ce 
qui  arriverait  si  m ■+■  i était  un  multiple  de  n ; dans  ce  cas , la 
différentielle  développée  contiendrait  un  terme  de  la  forme 

d «îc  / 

a<ï- ')■  — , dont  l’intégrale  serait  «tt*— 0n  | 

Si  l'on  fait,  dans  le  résultat  ci-dessus,  m = o,  n = 2 et  a = 1 y 
il  devient 


A 


(\x 


I 

X 


mais  quoique  l'expression 


t, 

3x3 

da; 


1 

— -z — : -t-  etc.  -t-  const.-, 
5 a;1 


soit  la  différentielle  de  l’arc 


dont  la  tangente  est  x,  il  n’en  faut  pas  conclure  que  la  série 
précédente  soit  le  développement  de  cet  arc,  puisqu'elle  donne 
l’infini  lorsque  x = 0.  La  considération  de  la  constante  arbi- 
traire lèvera  celte  difficulté,  si  l’on  faitaltention  que  pour  con- 
naître la  vraie  valeur  d’une  série,  il  faut  toujours  partir  du  cas 


‘‘  où  elle  est  oonvergente.  Or  la  série 


■ 1 
3p 


etc., 


.^•#‘4  ..  . . 

l’est  d’autant  plus,  que  x est  plus  grand,  et  elle  s’évanouit  lors- 
que x est  infini;  à cette  limite,  l’équation 

arc  (tang=  x)  — — - -4-^— — 4-  etc.  -4-  const.,  . » 
t x 3 xz  5 x’- 
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' sc  change  en  arc  de  ii — — = const.,  et  substituant  cette  valeur 
de  la  constante,  on  obtient 

• • * * • . . 

arc  (tang  = x)  — h ■?—. — ■=— -t-  etc. 

. 2 x . 3x3  5 x3 

Udx 

On  pourrait  intégrer  aussi  la  fonction  rationnelle  (172), 

en  développant  en  série  l’expression  ^ ; mais  ce  moyen  ne 

conduirait  qu’à  des  résultats  fort  compliqués  et  rarement  con- 
vergents. D’ailleurs  ces  calculs  sont  à peu  près  inutiles,  puis- 
qu’on sait  ramener  cette  différentielle  aux  logarithmes  et  aux 
arcs  de  cercles,  dont  on  obtient  les  valeurs  par  les  tables  tri— 
gohométriques. 

p 

201.  La  formule  /x"-'dx  [a ■+•  ftx")f  est  facile  à intégrer  par 

i r. 

le  développement  de  la  quantité  (a-\-bxn)i  en  série,  et  il  • 
vient  pour  résultat 

fx-‘dx(a+bx-)'  = J^  + P[PZZ3\t 

• - (m  qa  m -+-  n i.iq'a?  m-\-in 


p(p — q){p  — zq)b 3 xm+3" 


-+-  etc. } -+-  const. 


' 0*1  n I Ult...  7 — T-  < 

1.2.3  qla*  m-\-ôn  J 

jM'  . • , -■* 

Si  l’on  voulait  obtenir  une  série  descendante  par  rapport 
à x,  il  faudrait  donner  à la  différentielle  proposée  la  forme 

m+^-,  •’  l ■-  . ' . . P 

X 1 d x [b-\-  ax—)i,  èt  après  avoir  développé  [b -+-  ax—'fi , 

. ' Pn  m.  ’ * 

multiplié  le  résultat  par  x"+ ’»  -l  dx  et  intégré,  on  aurait 


f ï*“'dx  (a-|-  hx*)i  = 


(p—g)n 

• pa  qx”  y 


'•jynq  + np  qb  mq  + [p  — q)n 

, p(p  — q)a*  l*WS%,  » ( 

. + ".T Itfb—  7Zq+ip-*q)n- + elC'  f + tWM/’ 

Tant  que  les  quantités  a et  b seront  positives  toutes  deux,  ou 
que  q sera  un  nombre  impair,  on  pourra  se  servir  indifférem- 
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ment  de  cette  série  ou  de  la  précédente  ; mais  lorsque  q sera 

' • 

• . * ‘ ' • P 

pair,  la  première  formule  deviendra  imaginaire  par  le  facteur  ai 
si  aP  est  négatif,  et  la  môme  chose  arrivera  à la  seconde  si  b p 
est  négatif. 


205.  Soit 


d.r 


expression  qui  est  la  différentielle  de 


\J  i — x 

l’arc  délit  le  sinus  = x (36);  on  aura 

■ ..  t 

i i i .3  i.3.5  î .3.5. t 

= i-f -~x'-\ ~rx*-{ + etc., 

2 2.4  2,4.0  2. 4-b. o 


1 .3  x' 

2.4  5 ^2.4.6  7 


1 3 5 x1 

h etc.-t-  const. 


Eu^supprîiftjànt  la.  constante,  la  série  s’anéantira  lorsque 
,c==o;  elle  donnera  par  conséquent  la  valeur  du  plus  petit 
4es  arcs  dont  le  sinus  = x,  comme  dans  le  n®  38. 

Voici  encore  quelques  résultats  faciles  à obtenir,  d’après  ce 
qui  précède,  mais  qu’il  est  bon  de  connaître  : 

dx  dx  ...  1—  idu 

1°.  —=■;■■■■■■  ■.■=  faisait;  \jx  = u,  on  a , ■ - ■ ■■  1 

; • \Jx  — xx  \lx.\JT^x  V 1 — u 

mais  par  la  série  précédente,  il  vient 


C 2d«  ( 1 k5  i.3  u?  i.3.5  u?'  \ 

I —7=  — 2 1 — h 7 -=■  H 7 7:  — h etc. . ) -+-  a 

J \/i  — m2  \ 2 3 2.4  5 2.4.6  7 J 


const. 


donc 


h 


dx 


\jx  — XX 

( ix  i . 3 x2  i,3.5  x1  \ r~ 

= H,  + î3+M5+^7  + e‘Cr  + M"'-’ 

2®.  dx^ ax  — x1  — (2rt)’ x’  dx  ^1  — ^~i)  ’ 

or  ’ - , •»  ' 

l x V ■ x 1 . i âî:,  1.1.3  jr1 

\ 7.  a)  1 2 'y.n  j.ï(  4«’  2.4 .5  8«’  • 
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/dx^SF=T?=  (lJ-L  _î£!' 

. \3  2 5.2rt  2-4  7-4«J 

. I .1  -3'  22?’  \ / 

~ 7^6  gTÏÏa5  7 elc-J  +co'»'- 

/dÆ^2flT-X’=^---i ill 

\3  2 5.2«'  2.4  7.4a2 

’T; I74T6 .gis S‘r_ elC‘)  2-r s/aa-r 'ww/- 

/*  d je  , 

-, ■ donne,  après  la  réduction  de er 

V'  + ï1  i/i-t-jc* 


/ lax  -4-  const. 


èt  l'intégration, 


donne,  apres  la  réduction  de  — - - gu  série 

l/l  + JC1 


Ç djr  _ I JC’  1.3  JCS  1.3.5  JC’ 

J s[mc'~X  2 3+î.4  5"rp7+elc'+>?'ut 

. . ■:  40.  — ir__  1 ~ *-3 i-3.5 

• v;  J\]x'—i  à.  a'**  2.4.42:'  2.4.6.6jc«  ?tc‘ 

- 4 •.  * const.  ."  , 

Cette  série,  qui  renferme  la  transcendante  Ijt,  est  d’autant 
plus  convergente,  que  x ‘est  plus  grand.  On  peut  en  obtenir 
une  autre  entièrement  algébrique,  et  d’autant  plus  conver- 
gente, que  x diffère  moins  de  l’unité.  Pour  cela , il  faut  faire 
■*  = 1 ■+■  u,  ce  qui  donne 

/s/i^7  ~ =ÿï/“  ’dtt  (,+  t)  \ 

* 7 J_ 

développant  » multipliant  chaque  terme  par  u~~,du 

et  intégrant,  oq  trouve 

Ç d u , , ' ' ' ' - 

J «■+-«* 

1 2fl'  , »-3  2UT  i.3.5  ?.u’  \ 

2 3. 2 + 2,4  5.4  ^6  ^8  +elc-/)+  <:onst- 

■ ' >•«*  , 1.3m1'  i . 3 . 5 i . \ , — 

\ . 2.3.2 2 . 4 • 5 . 4 “4.6. 7.8  + ®.lc7  V 2 « + t-onri . ; 
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et  puisque  u = x — i,  les  termes  de  cette  série  sont  d'autant 
plus  petits,  que  x — i est  peu  considérable. 

206.  L’utilité  de  la  réduction  dçs  différentielles  en  série 
étant  seulement  de  les  transformer  dans  une  suite  de  ternies 
dont  chacun  soit  intégrable  en  particulier,  il  n’est  pas  toujours 
nécessaire  que  les  ternies  de  ces  séries  soient  des  monômes. 
Si  l’on  a,  par  exemple, 

d i — e'x* 

■ — xf1 

i . 

et  que  e soit  une  quantité  fort  petite,  le  développement  de 
\]  1 r-  e'x2  donne  une  série  très-convergente,  parce  que  dans  la 
différentielle  proposée  x 1 est  toujours  <1,  à cause  du  radical 
yi  — x'.  On  trouve 


1 . 1 


1.1.3  . 
2.4.  o 

1.1.3 


r>  traitée 


V 1 — e1x 2 

et  la  suite  à intégrer.est  • 

'•  C dx  / 1 , 1 . 1 , 1 . 1 .3  „ \ 

/ ; I i elx* ?e'x* 7—^e6xe — etc.) 

J \Jt—x2  \ 2 2.4  2.4.6  / 

/*  J£nl  (J  JQ 

dont  chaque  terme  rentre  dans  la  formule^  . ■ 

au  n°  197.  En  substituant  au  lieu  de 

r dx  x3dx  Ç x'dx 

J y/i—x1  J <Ji—  x1  J y 1 — x1 

les  expressions  données  dans  le  numéro  cité,  il  eu  résultera 

/darv^i — e1 x J 

V1  — • .. 

= A-t--eîl-2rJi  — x 1 — -AJ 

2(2  2 ) 

+ ^ V7=Tj_^I  A i 

1.1.3  „ f / 1 ' 1.5  , 1.3.5  V , ; 1.3.5  . i 

+ ÏT6 e j (ü Ç6X  + 7JHx)^-x  -74^X) 

-f-  etc ....'. ...  . . -t -consl. 
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On  traiterait  d’une  manière  analogue  la  différentielle 
dx  - d.r  i 


^{i^-x1)  (a-H^r)  — x3  \Ja-+-x 

en  réduisant  en  série  la  quantité 

1 -.(a  + x) 


\Ja-\-x 

et  quant  à la  différentielle 


dx 


^(2 ex — x})  (b  — x) 

qui  se  rencontre  dans  la  Mécanique,  le  développement  de 


(b 


Ù ix  i.3  x^  2.3.5  x3 

= h +-74  + 

ramènerait  son  intégration  à la  formule  . v 

,r«d# 


V2  ex — x1 


(199). 


De  l'intégration  des  fonctions  logarithmiques  et  exponentielles. 

207.  Soit  d’abord  la  différentielle  Pd#(lx)\  P étant  une 
fonction  algébrique  de  x ; l’intégration  par  parties  fournit  lé 
moyen  de  la  simplifier  en  diminuant  l’exposant  de  l*. 

En  effet/  si  dans  l’expression  générale  f znVdx,  011  peut 
intégrer  le  facteur  Pdar,  et  qu’on  pose  en  conséquence 

Pdar  = de,  u = z"  et  dz=z'dx, 

* , . \ » . 
la  formule  fudv=uv — / edu  (193)  donnera 

(1)  fz"Vdx  — z"v  — nfz"-'vzfdx, 

résultat  où  la  différentiation  a diminué  d’une  unité  l’exposant 
de  z , si  toutefois  cet  exposant  est  positif. 
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Le  contraire  aura  lieu  s’il  est  négatif;  alors  il  faudra  changer 
la  manière  d’opérer  et  faire  tomber  l’intégration  sur  le  fac- 
teur a",  ce  qui  se  peut  en  observant  que  l’équation  da  = z'  dx 

donnant  d#  = ^>  on  a 

z'  . ■ 

' > 

v füif  — — p_  t . r ■ p 

■'.i'J  z.“  J z'  zn  (n  — i)z'z"-'~*~it  — \J  z"-'1  z’ 

208.  Pour  la  différentielle  xmdx  (1#)%  on  pose 

1 ' jpW+l 

x"dx  = dv,  d’où  c: 
et  l’équation  (i)  conduit  à 


m ■ 


J x"‘dx  (la?)“  = 


■r'"+l  (l.r)" 
m -f- 1 


R 


m -t- 1 


fx1"dx  ( lx)“ 


Si  dans  cette  dernière  on  change  successivement  n en  n — i, 
en  n — i , etc.,  on  trouvera 


fxmd  x (l#)"- 


1 — / .r"d x (lx)"-3, 

m -t- 1 m + r ' ‘ 

fx*'dx[\x)*-’=  ^ : _ llll  fx"dx{\ 


m -t- 1 


m 1 


etc. 


En  poursuivant  ces  réductions,  04  ôtera  de  l’exposant  n,  s’il 
est  fractionnaire,  toutes  les  unités  qu’il  contient  ; et  l’on  peut 
aussi  par  leur  secours  construire  la  formule  générale 

J xm dx  (lx)“ 


' V-  = JETf  1 7 1 *y. !_  ( 1 |.-I  , ”(»  — »)  M x\.~, \ 

+ n [n  — t)  [n  — 2) 


{m- (- 1 )3 


(1*). 


. ( m 4- 1 y v , 

v / - ( m -h  iV*-4*'  J K ' v \ 
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Il  est  bien  aisé  de  voir  que  le  facteur  ( — i y sert  à indiquer 
l’alternative  des  signes  4-  et  — selon  que  p est  pair  ou  impair; 
on  doit  remarquer  en  outre  que  l’intégrale  du  second  membre 
disparaît  quand  p — n. 

En  prenant  n = i et  n = 2,,  on  trouve 


l'xmdx\x  = — }la? 

J m+i(  m- -4- 1 ! 

i r* 

fxmdx{\x)7  = r [la:]' — — la?  4 

, ' m -)-  i j ' ' m-\- 1 


.1 


■ const., 
2.  j ) 


const. 


Lorsque  m — — i , la  formule  ci-dessus  cesse  d’être  applicable  ; 
mais  en  faisant  la?  = m,  on  a 


I 


— (1#)*  = fu’dll  : 


const. 


n H-  1 


et  la  même  transformation  rendrait  algébrique  la  différentielle 

(1  OC 

—U,  dans  laquelle  U désignerait  une  fonction  algébrique  de  la?, 
Lorque  n est  négatif  ou  fractionnaire,  la  série  se  prolonge  à 
l’infini;  en  faisant  n — — par  exemple,  il  vient 


f 


x"dx  xm+l 


i.3 


y/lx  m + I)l\xym  2(m-4-i)(laf  4(m  + i)‘(l^)’ 


+ 


.3.5 


etc.  J const. 


8 (m  -+- r)3  (la?)3 


209.  Pour  diminuer  l’exposant  de  la?,  lorsqu’il  est  négatif,  il 
faut  employer  la  formule  (2)  du  n°  207,  avec  laquelle  on 
trouve  \ 


/a?"da? 
(I*)» 


(n  — 1)  (la?) 


/il  H—  1 /‘a?"da? 
n — 1 J (la?)"-’ 


Répétant  cette  réduction,  en  changeant  n en  n — 1,  en 
h — 2,  etc,,  et  siqiposant  que  « est  un  nombre  entier,  on 


. v 
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obtiendra 

/•r"ds 

1 


x ”*+1 


' m -4-  i ) x*-*-' 


(]x)- 


(n — i)  (Is)"-1  (n  — i)  (n — 2)  ( I je: )"-* 
(wi-4-  I )J  Sm+I 

(n  — 1)  ( n — '2)  (» — 3)  (1s)"-3 


-+- 


( m -+-  1 r x"  d x 

n—\)n  — îj.i.i  J Ix 


Quand  m = — 1,  la  formule  précédente  conduit  à 
ds  1 


tielle 


x\x 


fx\[x)n~  [n  — 1)  (1  jr)"— 1 

e lorsque  n = 
qui  répond  à ce  cas,  s’intégre  immédiatement,  en 


■ const.. 


résultat  qui  devient  illusoire  lorsque  n==  1 ; mais  la  différen- 
ds 


du 


faisant  ls  = u,  puisqu’elle  se  transforme  en  — et  l’on  a 

1 u -+-  const.  = 1 ( 1 x)  -t-  const. 

/*  (j  r*  jt**  ci  oc 

210.  L’intégrale  J -y—  » de  laquelle  dépend  J , 

quand  n est  un  nombre  entier,  parait  devoir  constituer  une 
transcendante  à part.  On  la  ramène  à une  forme  plus  simple, 

d z 

en  faisant  xm+'  = z ; car  il  vient  alors  xmdx- 


m +1 


1 z , ('x”dx  Cdz 

U = ^PT’  « par  conséquent  J J - 

On  trouvera  plus  bas  le  développement  en  série  de  cette  der- 
nière, qui  so  rapporte  aussi  aux  fonctions  exponentielles,  en  po- 
sant lz  = u,  ce  qui  donne  z = e“,  dz  = e“du  et 

Cdz  re“du 

i Jïï-J~ït‘  ;v 

211.  Je  vais  m’occuper  maintenant  de  l’intégration  des  fonc- 
tions exponentiélles  ; je  ferai  d’abord  remarquer  que  l’équa- 
tion d.a*  :ï=«Jds  lu  (27)  donne 

‘ | , dx 

r!'dx  = r d . a*,  d’où  / n1  ds  = , — I-  const . 

lu  J lu  » ' , 


.J  . 

. - 1*  * 

; * , 
v.V  . • 

:■  1 


■ <*. 


Uf. 




I 


254  > 

On  lire  aussi  de  là  d.r 
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d .a 


a* 1 a 
Vd.a' 


; par  ce  moyen,  la  différen- 


tielle V dx  devenant  — » se  change  en  ^4-^,  lorsqu’on 
ax\a  «la  ^ 

fait  a1  = h,  et  est  algébrique  par  rapport  à «,  lorsque  V est 

une  fonction  algébrique  de  a*.  On  trouve  ainsi  que 


«■"rl-r 


d« 


V'V-t-n"1  ‘ la\/ 


i -F  a" 

212.  Passons  à la  formule  fa*x"  dx,  de  laquelle  dépend 
/Pa'd-r,  lorsque  P est  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  x.  L’équation  (i)  du  n°  207  dônne 

. a*x“  » ■ . 

Ja*x“dx  = — — I a*x"~‘  dx; 

la  I nJ 

et  en  continuant  cette  réduction  de  n — i à n — 2,  etc.,  on 
parvient,  lorsque  n est  un  nombre  entier  positif,  à 


f a*xndx-==£-  ] x’  — ^ x"-'  -+-  H j”  --ijjr— » 
l«l  la  la» 


n « — 1 n—  .2) 


(1  «)3 


-...-l-(-r-t)» 


n[n — t).  .1 


(*«)" 


■ const. 


213.  Si  1 exposant  « est  négatif,  l’application  de  la  for- 
mule (2)  du  n°  207  conduit  à 

/«*dx  ' a*  la  fu* dx 

x-  («  — i)x— ' + {fl— 1)  J IF7’ 

et  quand  l’exposant  re  est  entier,  on  obtient 

’'a*<\x  a*  • a*la  - 


P 


[n ri  » - 


- 2 )x*“* 
a*  (la  l”-3 


[n- 


(fl  — 2). 


a?"  («  — i)x— 

a»  (la)» 

(n  — 1)  (a  — 2)  (n  — 3)jc*-*~ 

, (la)""' fa* dx 

(n— ,)(*  — a)...i  J x 

• 1 , ’ ‘ .5 

On  ne  saurait  pousser  la  réduction  au  delà  de 


J' a*  d x ' 
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car  l’ équation  j 

/azAx a*  I a Ça*  dar 

x"  [n — i)x“~' ' n — i J x"~‘ ' 

ne  donne  rien,  lorsque  n — i. 

On  retombe  encore  dans  cet  exemple  sur  la  transcendante 

/ Ci*  (J  JC  \ 

— . - , dont  j’ai  déjà  parlé  n”  210  ; et  si  l’on  pouvait  obtenir 

son  expression,  on  aurait  en  même  temps  l’intégrale  J a*x"dx, 
pour  tous  les  cas  où  n est  un  nombre  entier. 

Lorsque  « est  un  nombre  fractionnaire,  les  deux  développe- 
ments dont  on. vient  de  faire  usage  ne  se  terminent  point.  Si  , 

l’on  avait,  par  exemple,  n=  — le  premier  donnerait  |a 


sérié 


Ça*  d<r a*  l 

J \!x  \a\Jx\ 


4- 


i.3 


six  lrtVar)  ‘ ' 
i.3.5 


8a:3  (la)3 


:etc. 


const.  ; 


et  en  faisant  n=~  dans  le  second,  on  aurait 

■ ■ 2 


/ 


a*  d.r  /—  j i zx\a  . \x*  (la)* 

— — ->.a*  s/x  | 4-  - ;3-^- 


8a:3(la)3 
1.3.5  f 


etc.  J 4-  const. 


215.  En  remplaçant  a*  par  son  développement  (27)  dans  la 
fonction  /P a’ dx,  on  obtiendra  ' ' - ..  . ' 

' • J'Va*Ax  — yPé-r+Y  f\>xAx-\-—~4f1?x,dx 

’ 4-  — ■ fPx3dx  4 — \r-j  f Par'da-  4-etc.,  . . 

1.2.3 _ 7 I 2.3.4 

V * • 

ce  qui  fournira  un  nquveau  développement  de  / P a*  d.r,  toutes 
les  fois  qu’on  pourra  Obtenir  les  fonctions 

/PdX,  fl'xdx,  ..,  J’Px"dx,  etc. 

;t-  \ , "■  , . " . ' *\  * 

- '*  ' J-  • . * * * ‘ -V 

' J.*-*''  • ' ’ ) 

• A » , . 1 • • # . * 

« * ’ 

. • . 


»5 6 - ••  T» 

Si  P = x”.  il  viendra 
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' x“+'  x"+1\a  x""^5  ( 1 « )’ 

f axxa dx  = H — ; ; ; -I , „ , -»T 

J n + 1 i ( n + 2 ) i.sjn  + i) 

x'+Mla)’  . . 

1 ' — 1 >-  etc . + const. 


I .2.3(71+4) 


où  il  faudra  mettre  Ix  au  lieu  de  lorsque  ti  sera  un 

71+7 

entier  négatif  égal  a — i. 

- i>-'  • ra’&x  , . 

L’application  de  ce  moyen  a 1 intégrale  I — , donne  le 

développement 

/a*  ùx  , x\ a xJ(la)J  x3-(la)s 

—\x-\ 1 i — — H 5-3 

x 1 . 1 1.2.2  1 . 2 . 3 . 3 


x 4 (1«)‘ 

1 .2. 3. 4-4 


■ etc.  + const., 


que  la  supposition  de  ax  = z,  d’ou  il  résulte  x = j^  et 
lx  = llz — lia,  transforme  en 

J \Z  I 2 1.2.  3 1.2.0  ■ 


4 « .2.3.4 


+ etc.  + const. 


215.  Il  y a encore  un  autre  moyen  d’intégrer  une  fonction 
exponentielle,  telle  par  exemple  que  ; c’est  de  cher- 

cher à la  rapportera  la  différentielle  de  la  fonction  <?XP,  qui  est 
ex(Pdx  + dP),  et  dans  laquelle  P représente  une  fonction  al- 
gébrique de  x.  C’est  principalement  la  sagacité  et  l’habitude 
du  calcul  qui  peuvent  guider  dans  ce  procédé.  L'exemple  pro- 
posé étant  fort  simple,  il  suffit  de  faire  i+x=2  . on  a 
alors 

e*xdx  e‘~' Iz  — i)da  1 ( /r  . da\  ) - 


et  avec  un  peu  d'attention,  on  voit  bien  que 


étant  lat 
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différentielle  de  -j  il  faut  prendre  P =-,  d’où  il  résulte  l’in- 

Z Z 

1 e* 

tégrale 1 -const.  Remettant  au  lieu  de  z sa  valeur,  on 

G Z 

trouve 


/ 


e* x Ax 
(1  -t-  jr)* 


ex 

1 -t-  x 


const. 


' 1 


De  l'intégration  des  fonctions  circulaires. 

216.  L’équation  (i)  du  - n*  207,  en  y faisant  P = x", 
: = arc  (sin  = x),  et  observant  que 


d.arc  (sin  = x)  — 


dr 


(36), 


donnera 


v/i  — x’ 

fx"  dx  arc  (sin  = x) 

x"+'  ...  . i p x"+l  Ax 

— ■ — arc  sin  = a; f ■ 

n ■+■ 1 * + iJ  Ji  — x' 


/xn+'  Ax 


a été  traitée  dans  les-nM  197  et  198. 


Cet  exemple  suffit  pour  montrer  que  fPzAx,  z désignant 
un  arc  de  cercle  et  x l’une  quelconque  des  lignes  trigonomé- 
triques  correspondantes  à cet  arc,  pourra  être  ramenée  à l’in- 
tégrale d’une  différentielle  algébrique,  toutes  les  fois  que 
JPAx  sera  une  fonction  algébrique  de  cette  variable,  puisque 
les  différentielles  de  l’arc  sont  aussi  de  pareilles  fonctions  (36). 

En  supposant  toujours  que  x soit  le  sinus  de  l’arc  z,  et  fai- 
sant P = i,  dans  l’équation  (i)  du  n°  207,  on  obtient 

-,  „ xAx 

J z"Ax  = xz" — n J z'~' 


s*-' 


xAx 


\ji—xl 

z"-1  — x’ (n  — i )f  z*-’  Ax, 


^ y — x 7 

et  ainsi  de  suite,  d'où  l’on  conclut 

Jzn  dx  = znx  -f-  nz"-'  y/ 1 — x1  — n (n  — i ) z"~'x 
— n[n  — r)  (n  — 2)  z"-5  \/ 1 — .r2  -t-  etc., 

• . y ' ' , 

série  qui  s’arrête  lorsque  n est  un  nombre  entier  positif. 

G*  cil  J.  17 
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Si  l’on  avait  Pda:  = dz,  l’intégrale  fPz’dx  se  changerait 

2b+I  , 

en  /’z"dz  = const.  ; et  si  l’on  substituait  a zn  une 

J n+ 1 

fonction  algébrique  quelconque  de  z,  l’intégrale  considérée  par 
rapport  à z rentrerait  dans  quelqu’une  des  formules  traitées 
précédemment. 

, ■ „ vf : Ssë‘  JJ  •>  - 

217.  Les  fonctions  qu’on  rencontre  le  plus  souvent  ne  coo- 

tiennent  pas  l’arc,  mais  seulement  sa  différentielle,  et  pour 
les  intégrer  il  faut  se  rappeler  que,  par  les  n"*  33  et  34 , 

; ; 


d’où 


d . sin  nz  = n d z cos nz, 

/d  z cos  nz  — - sin  nz  -t-  const.  ; 


d’où 


d’où 


d.  cos nz  = — ndz  sin  nz , 

fd  z sinnz  — — - cos  nz  -|-  const.  ; 
J n 

, . ndz 

d.tangnz  = -, rp 

° (cos/tz)’ 

C dz  i 

I - — r:  = -tangrez-t-c0/w<.; 

J cos  nz)1  n 


- cot  nz  4-  const.  ; 
n 


, ndz  sinnz 

d . sec  nz  — ’ 

cos  nzV 


d’où 


f d3  sin/tz  __  *_  séenz  4-  const.  = 4-  const.  ; 

. ’ J-  (cosnz)1  n , ncosnz 


d.coséc  nz  : 


ndz  cos  nz 


(sinnz)J 


d’où 

’dzjçosnz  coséCnz  4-  çonst. 

1 ' il  n 


f 


(sinnz)1 


«sin  ns 


- const. 
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218.  De  ces  intégrations  résulte  d’abord  celle  de  toutes  les 
fonctions  rationnelles  cl  entières  de  sinus  et  de  cosinus,  parce 
que,  au  moyen  des  expressions  de 

K»,  . - • » 

si  n a cos  è,  cosasiné,  sinasinè,  cosacosé, 

,rapportées  dans  le  tableau  des  foripules  trigonométriques 
[Trig.,  29),  on  peut  les  changer  en  simples  sinus  et  cosinus. 

Soit  pour  exemple  . - . , • 

da;  sin  ( mx-\-n ) cos (px  + q); 
si  l’on  fait  d’abord 


on  trouve 


a = mx  -t-  n,  b = px  -+-  q, 
sin  (mar-Hn)  cos  (px-+-q) 


= ~sin[.(m-+-p)  x + n -+-  q]  •+■  isin  [{m ■>— p) x n — q]; 
et  posant 

[m  p) x n q = z,  (m — p)x-\-n  — q = z', 

d’où 

1 

• r 

• . da?  : 


d z d z’ 

->  da?  = 


m + p 


m — p 


on  n’aura  plus  à intégrer  que  la  différentielle 


2 (m-hp) 
qui  donnera 


d z sin  a 


2 (m  — p) 


d z'  âina'. 


" — : ; i COS  2 . « 1 

2 {m-\-p)  ->.(m — p) 

En  remettant  pour  z et  i'  leurs  valeurs,  il  viendra 

cos[(m+p)a:  + fl-f-g] cos[(m — p)x-t-n — g] 

2(m-\-p)  2 [m  — p) 

Il  n’y  a pas  plus  de*  difficulté  pour  les  sinus  et  cosinus  élevés 
à des  puissances  entières  et  positives,  parce  que  les  formules 

l7- 


rcosz'+corut. 


-+-  consi . 
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trigonométriques  citées  convertissent  ces  puissances  en  sinus 
et  cosinus  d’arcs  multiples. 

C’est  ainsi  que  la  formule 

. . ■ " . . ■ , . 

, i i 

sina3== cos  2a, 

2 2 

changeant  • 

[sin(marH-/i)]s  en  ^ ^ cos  2 

conduit  à l’intégration  de 

da:[sin  (mx  -+-  n)]3; 


car  si  l’on  fait 

* 


d z 


2 [mx  -4-  n)  = z,  d’où  Ax  = , 

' ‘ 1 m 


on  obtiendra  la  différentielle 
dz  / 1 


dz  / 1 1 \ 

— { : COSZ  j 

2/n  \ 2 / 


dont  l’intégrale 


s — smz  2 (mx  -t-  n) — sin2  [mx  -f-  n 

— 7 — 1-  const.  = — - 

4 m • 4 m 


■ const. 


219.  On  s’élèverait  aisément  des  expressions  de  siija3  et  de 
cosa3,  à celles  de  sina3  et  de  cosa3,  et  ainsi  de  proche  en  pro- 
che; mais  celles  du  n°  187  conduisent  à des  formules  qui  com- 
prennent tous  ces  cas  particuliers. 

En  effet,  on  a d’abord 


cosz"  = 


( e‘ 


> ou  2’cosz  = 


et  si  l’on  développe  le  seeond  membre  de  cette  équation,  en 
supposant  que  n soit  un  nombre  entier  positif,  cas  dans  lequel 
la  formule  du  binôme  s’arrête,  et  les  termes  placés  à égale  dis- 
tance des  extrêmes  ont  les  mêmes  coefficients,  il  viendra 


2"  cosz" 


I ^ gfJI— 3)  s ^ 4)1  V—  I 


”(”  — «)  (”  — ?-)  Bc«— e)i  + . + ? e-(n-3) , V'ZÏ  + e-n,  vr4. 


, > ' 
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mais  lorsqu’on  change  z en  mz,  l’équation 

e±*'/zr'  = cos z ± y/ — i sinz, 

donnant 

e±m,'r-'=:  cos  mz  ± ^ — 1 sin/nz, 

fournit  le  moyen  d’exprimer  en  sinus  et  cosinus  tous  les  termes 
du  développement  ci-dessus,  qui  peut  encore  s’écrire  ainsi  : 

_ fl  . . fl  [fl , 1 ) ». 

2"  COS  Zn  = COS  712  -H  - COS  (fl  — 2)  Z H -COS  \fl  — à)  Z 

I 1.2 

* . 

n(n—  i)(n — 2)  > « 

H ^ cos(n — 6 2+...+-  cos — (n — 2'z-+-cos — «3 

1.2.3  1 ' 

. / i . n . , , n(n  — 1)  , , 

-+-  v — 1 j sin  nz  4-  J stn(«  — 2)2-1 — ^ sin(n — 4) z 

, n(n — 1)(« — 2)  . , ..  ) 

H - sin  (n — 6) z j stn — (n — 2)z-t-sin — nz  j , 


et  les  termes  affectés  de  \J — 1 se  détruisent  comme  on  va  le 
voir. 

i°.  Si  n est  impair,  le  nombre  de  ces  termes  est  pair;  en 
les  assemblant  par  couples  pris  à égale  distance  des  extrêmes, 
ils  ne  différeront  dans  chaque  couple  que  par  le  signe,  parce 
que 

sin — mz=  — sin  mz  ( Trig.,  26), 

*».  V yW;  1 “*% . ' *Vw|f) 

quel  que  soit  m : la  première  moitié  des  termes  est  donc  dé- 
truite par  la  seconde,  et  il  ne  reste  que  la  partie  réelle  du  déve- 
loppement. Si  l’on  éprouvait  quelque  difficulté  à concevoir  ce 
qui  précède,- il  suffirait,  pour  la  lever,  de  faire  le  calcul  en  assi- 
gnant à n une  valeur  particulière,  comme  3 ou  5. 

Dans  cette  opération,  on  verra  sans  peine  que  la  partie  réelle, 
qui  forme  la  valeur  de  2"  cos  z",  lorsque  le  nombre  n est  im- 
pair, peut  être  réduite  à la  moitié  de  ses  termes,  en  observant 
que  ’ - 

cos  — mz  — cos  mz  { Trig.,  26) , 


d’où  il  suit  que  les  termes  placés  à égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux:  on  peut  donc  se  borner  aux  termes  qui  composent 


■ t 
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la  première  moitié  de  la  formule,  pourvu  qu’on  les  double.  De 
cette  manière,  on  trouve 

a"  cos  z"  = 2 cos nz  -t-  — cos  ( n — a)  z 

< i . ' ' 

. ara  (n — i) 

H — — cos(n  — 4)  2 + etc., 

ou,  en  divisant  les  deux  membres  par  2,  > 

2"-1  cos  z*  = cos  nz  -+-  - cos  ( n — 2 ) z 
, n[n  — 1)  , 

H — Lj-^ — -cos(n  — 4)ü  + etc., 

en  s’arrêtant  au  dernier  arc  positif,  qui  est  [» — (n  — t)]  z = z. 

2°.  Quand  l’exposant  n est  pair,  chaque  partie  du  développe- 
ment a un  nombre  impair  de  termes  ; mais  dans  la  partie  ima- 
ginaire, celui  du  milieu  étant 


1 .2.3.4. . .- 

2 


s’évanouit  : cette  partie  est  donc  encore  nulle. 

Quant  au  terme  du  milieu  de  la  partie  réelle,  comme  il  est 
affecté  de 

cos  ( n — n)  z = cos  o = 1, 

il  se  réduit  à son  coefficient,  le  même  que  ci-dessus;  et  à cause 
qu’il  est  unique  dans  la  formule,  il  faut  en  prendre  la  moitié, 
si  l’on  veut  se  soumettre  au  facteur  commun  2,  supprimé  dans 
le  cas  précédent,  en  sorte  qu’on  peut  encoré  se  servir  de  la 
même  formule  que  dans  ce  cas,  pourvu  qu’on  ait  soin  de  ne 
prendre  que  la  moitié  db  coefficient  du  cosinus  de  l’arc  nul 
qui  se  présente  alors. , t 

Avec  cette  attention,  il  sera  facile  de  former  les  valeurs  de  la 
table,  suivante  ; 
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COS  Z = COS  Z, 

2 coszJ=  cosaz  -+- 1, 

4 COSZ*  = cos3«  -4-  3 COS  A, 

8cosa*  = cos42  + 4C0S2Z  H- 3, 

16  coszs=  cos5z  + 5 cos3z -4- io  cosz, 

32  cosz*=  cos6z  -f-  6cos4«  -4-  i5  cos2z  -4-  io, 

64cosz’=  cos 7 a -4-  7 cos5«  4-  21  cos3z  -t-35  cosz, 
etc. 

. - . • ' 

220.  L’expression  du  sinus  (187)  donne  l’équation 


sinz"= 

et,  par  conséquent, 


2-(v/-.)* 


a"(^ — r)"sinz"= 

— i n g(n- >)  i 1 ( n ])  e(n— J)**1— 1 


I .2. 


«(n— 1)  (n— a)  ■ ± n %)i^ 

1.2.3  1 ^ 


où  les  termes  du  dernier  membre  sont  alternativement  positifs 
et  négatifs.  Lorsqu’on  remplace  les  exponentielles  par  leurs 
valeurs  en  sinus  et  cosinus  (numéro  précédent),  il  vient 

2"  (y' — 1 )"  sin  z’=  cos  nz  — " cos  (n — 2)  z+  ^ cos  ( n — 4) 3 

nln — 1)  In — 2)  , ...  . « , . 

1 — T23 icos(n — 6)*-  • -±7  iîos — ( n — 2)  z 41  cos — nz 

* * 

/ ( • n . , . , 'nln — 1)  ..  . 

-4-  y — 1 1 sm nz  — - sin  (n  — 2 )z  n - — - sin(n  — 4)* 

v t '■  ' sin  (n — 6)  z...±-  sin — (/i — 2)  zqzsin — nzU 

r 

où  il  faut  encore  distinguer  deux  cas. 

i°.  Lorsque  n est  impair,  le  nombre  des  termes  de  chaque 
partie  du  développement  étant  pair,  et  ceux  de  la  partie  Téelle 
ayant,  quand  ils  sont  à égale  distance  des  extrêmes,  le  même 
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coefficient  avec  des  signes  contraires,  se  détruisent,  puisque 
cos — mz  = cos  mz.  Cette  partie  réelle  est  donc  nulle.  11  n'en 
est  pas  de  même  de  la  partie  imaginaire;  les  termes  placés  à 
égale  distance  des  extrêmes  s’ajoutent,  parce  que  ceux  de  la 
dernière  moitié  changent  de  signe  à cause  de 

sin  — mz  = — sinms.' 


Dans  ce  cas,  l’équation  ei-dessus  étant  ainsi  réduite  à son  pre- 
mier membre  et  à la  partie  imaginaire  du  second,  devient  di- 
visible par  v^—  i,  et  les  quotients 

*•  2"(v^7)n~‘  sin z"==  sin  nz  — ~ sin(/i  — 2 )z 


n(n  — 1 


, — *j  . /.  ,*  ni fi — *2  . . ~ . 

H 7-: — - sin [n — 4)z  — — - sin  In  — 6)  z. . . 

1.2  ' 1.2.3  ' ' 


± ” sin  — • (n  — 2 ) z qz  sin  — nz, 


sont  tous  deux  réels,  puisque,  n — i étant  un  nombre  pair, 

(v^r==F*.  : 

selon  que  n — i est  divisible  seulement  par  2 ou  par  4- 
Ici,  comme  dans  le  numéro  précédent,  les  termes  placés  à 
égale  distance  des  extrêmes  ayant  la  même  valeur,  on  peut  en- 
core se  borner  à doubler  ceux  de  la  première  moitié,  en  s’ar- 
rêtant au  dernier  des  arcs  positifs. 

2°.  Quand  n est  pair,  les  termes  placés  à égale  distance  des 
extrêmes  ayant  le  même  signe,  c’est  la  partie  imaginaire  qui 
s’anéantit  ainsi  que  dans  le  numéro  précédent,  et  la  partie 
réelle  qui  subsiste,  avec  un  terme  du  milieu:  observant  donc 
alors  que  ( ^ — 1 = et  supprimant  un  facteur  2 dans  cha- 
que membre,  on  peut  poser 


sm2"=cos nz  — y cos(n — 2 )z 


! »("  — «) 
1 .2 


cos(n — 4) z — etc., 


pourvu  qu’op  ait  soin  de  s’arrêter  au  terme  où  l’arc  est  nul,  et 
de  ne  prendre  que  la  moitié  du  coefficient. 
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Par  cette  formule,  et  en  changeant  tous  les  signes  lorsque 
celui  du  premier  membre  est  — , on  trouvera  sans  peine  les 
valeurs  contenues  dans  la  table  suivante  : 
sin  z — sin  z, 

2 sinz^ — cos2.z-t- 1, 

4sinz*= — sin3z+3  sinz, 

8sinz‘  = cos4s  — 4c0S23-f-3, 
i6sinzs=  sin5z — 5sin  3z io sinz, 

32  sinz*= — cos6zh-6  cos4'2  — i5cos2z- 
64  sinzT= — sin  7 z + 7 sin  5z  — 21  sin3z  ■ 

etc.  (*).  ■; 

221.  Maintenant,  soit  à intégrer  la  différentielle /dzcosz'; 
on  tirera  d’abord  des  formules  du  n°  219, 


10, 

• 35  sinz, 


1,1  3 

COS  Z4  = 7;  COS  4 Z -+-  - C0S2Z  -4-  5, 
0 2 0 


et  l’on  aura 

J Az  cos  z'  — g/ dz  cos4-s  -+-  ^ /dz  cos'2z  -4-g/ dz 

1 . . . 1 . 3 z 

= siniz -H  7 sin 2.z  + — const. 

32  ^ 4 o 

Cet  exemple  montre  assez  comment  il  faudrait  opérer  sur 
tous  ceux  qui  pourraient  s’offrir. 

222.  Les  formules 

sin  ; 


■ v'r; 


2 sl~ 


COS  2 


(187), 


changeant  les  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  en  exponen- 
tielles, ramènent  l’intégration  des  unes  à celle  des  autres. 

On  peutaussi  changer  la  différentielle  dz  sinz*  cosz*  en  une 
autre  qui  soit  comprise  dans  les  différentielles  binômes  : il 

( *)  Dans  les  formules  ci-dessUs,  je  me  suis  borné  à considérer  n comme  en- 
tier, ce  cas  étant  le  seul  nécessaire  pour  le  plus  grand  nombre  des  applications  : 
voyez  sur  les  autres  la  note  C à îa  tin  de  l’ouvrage. 
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suffit  de  faire  sin  z = x,  d’où  il  résulte 

dx 


cos  z = <Ji — x*,  d z = 


\J  i — x1 


(36); 


et  l’on  obtient  ensuite 


fAz  sinzmcoszn=z  f xmAx  (i — x') 2 . 

Cette  dernière  expression  s’intégre  d’abord  quel  que  soit  m, 
lorsque  n est  impair,  puisque  - — - est  un  entier.  Quand  n 

est  pair,  - — - revient  à ±:  i — - > i étant  un  entier,  et  l’em- 

j 2 2 

ploi,  soit  de  la  formule  (B)  (195),  soit  de  la  formule  (D)  (196), 
ramène  à 


fx"Ax(i  — x')~T=  fpL, 
J V1— 


qui  s’obtient  quand  m est  un  entier  (197, 198). 

Dans  tous  les  autres  cas,  on  réduira  l’intégrale  proposée  à 
celle  de  la  différentielle  analogue  la  plus  simple. 

Il  est  visible  qu’on  peut  transformer  de  la  même  manière  les 
différentielles  contenant  les  autres  lignes  trigortométriques. 

223.  Avant  d’aller  plus  loin,  il  est  à propos  de  remarquer 
que  si  l’un  des  exposants  m,  n est  impair,  l’intégrale 
fAz  sin  zm  cos z"  se  ramène  sur-le-champ  aux  fonctions  algé- 
briques entières,  en  observant  que 

f dasinaV4"  cosz"  = / dz  sma-cos^”  (sin  z2)’’, 
fAz  sin^,"cosz^^H',  = f Az  cos  2.  sin -à"  ( cos  z2)». 


que 

que 


(sinzJ)r  = (i — cosz’y,  (cos  z2)i  = (1  — sin^1)». 


d.zsinz= — d.cosi,  d^  cosz  = d.sina, 

et  fa'isqpt  cosz  = u,  puis  sin.z  = M,  on  arrive  à 

— fumAu  (1—  «’)<’,  fum  d m ( i — u2)*, 

intégrales  qui  s'obtiennent  en  développant  les  puissances  en- 
tières de  1 — «*.  - - 
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224.  Les  formules(A),  (B),  (C)  et  (l))  des  n“  194, 195,  196, 
pourraient  être  facilement  transformées  par  rapport  à la  diffé- 
rentielle du  sinz^coss*  (222);  mais  on  parvient  immédiate- 
ment aux  mêmes  résultats,  en  décomposant  en  facteurs  cette 
différentielle. 

Si  on  la  met  d’abord  sous  la  forme  d z sinz  cos  s*,  si  n a*-1,  le 
premier  facteur  dz  sinz  cosz"  pouvant,  à cause  que 
dzsinz  = — d. cosz,  s’intégrer,  on  trouve 

ydzsinz“cosz*=  ydz  sinz  cosz"  sma*-' 

1 cosz"'1'1  sinz"*~‘  + vt-  • J dz  cosz*-*-3  sinzm-3;  " 


n + 1 


n -H  i 


et  parce  que  cos  z"+3  = cosz".  cosz3  = cosz"(i  — sinz3),  on  ob- 
tient 

fdz  eosz*+3sinz",-3=y’  dzcosz'sin  z*-3 — /dzcosz*  sinz". 

Substituant  dans  la  première  équation,  et  prenant  la  valeur  de 
fdz  sinz”  cosz",  il  en  résultera  (A) 


f dzsin  z"  cosz"=- 


smzm-‘  cosz" 


m -{-  n 


-I- / dzsinz",_3cosz“ 

m t tW 


225.  On  peut  construire  de  même  la  formule  propre  à di- 
minuer l’exposant  de  cosz  ; mais  elle  se  déduit  immédiate- 
ment de  la  précédente,  en  posant 

zznii-^y,  d’où  dz  = — dy,  sinz  = cos/,  eosz  = sinr. 

Par  ce  moyen,  et  en  y changeant  tous  les  signes,  la  formule  (A) 
devient 

f djcos/”sin/"  =-0S-^  ^ f dy  cosj1"-’  sin^*  ; 

et  maintenant,  si  l’on  remplace  y par  z,  qu’on  change  m en  n 
et  réciproquement,  on  aura  la  formule  (B) 


fdz  sinz»"  cosz"  =x 


sinzT  cosz"- 


m ■ 


■ n 


m • 


■ fdz  sinz”  cosz"-3-. 


226.  Comme  leurs  analogues  pour  les  différentielles  bi- 
nômes, ces  formules  doivent  être  renversées  lorsque  l’expo- 
sant qu’on' se  propose  de. réduire  est  négatif  (196). 


G' 
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En  prenant  dans  la  formule  (A)  la  valeur  de  l’intégrale  du 
second  membre,  on  obtient 

/•  j , , sin  z"-1  cos  z1”1-'  nt  + n ..  . 

/ dz  sm  z*-5  cosz*  = — — — y\lz  sinz*cosz"; 


m — i 


m • 


si  l’on  change  ensuite  m en  — m+  2,  et  qu’on  passe  les 
puissances  négatives  au  dénominateur,  il  viendra  la  for- 
mule (C)  ’ 

/dzcosz* cos z**'  . m — n — a rdzcosz" 

sinz"  ( m — i)sinz"-‘+  m — 1 J Sinz"-5 

En  opérant  de  même  sur  la  formule  (B),  on  en  déduit  la  for- 
mule (D) 

/dz  sinz*1 siiiz"”-1  n — tn — 2 /"dzsinz" 

cosz*  (n  — 1)  cosz*-1  n — 1 J cos z*-*  * 

. •*  • . . ' * ’ 

227.  Voyons  maintenant  l’usage  de  ces  quatre  formules. 

Si  l’on  applique,  par  exemple,  à /d z sinz5  cosz5,  la  première, 
elle  donnera  d’abord 


...  . * , sinz5  cosz’  3 . . .. 

/dzstnz4  cosz5  = g hg/dzsinz1  cosz5  ; 


puis 


, sinzCosz'  1 

JAz  sinz5cosz5= 4-7  Alz  cosz5. 

4 4 


Employant  ensuite  la  seconde,  en  y faisant  m — o,  ii  ^jon 
trouvera 

pa.  , sinzcosz  1 .. 

/dz  cosz5  = — h - /dz  = 

2 


Enfin,  remontant  de  ces  valeurs  à celle  de  l’intégrale  proposée, 
il  viendra 

/dz sin z*  cosz5  = — ^ sinz5  cosz5  — sinz  cosz5 

6 • 6.4 

3. 1 . i , 3. 1 . 1 

-I-  t*  7 — sm  z cos  z -r—z — z -(-  const . 


/•  / >»***"  \s\Ji3  —f-  7» J • 

0.4.2  6, 4' 

On  voit  bien,  par  cet  exemple,  comment  l’emploi  répété  des 
formules  (A)  et  (B)  fait  trouver  JA  z sin  zm  cosz" , lorsque 
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les  exposants  m et  n sont  entiers  et  positifs.  La  première  con- 
duit à /dz  sinz  cosz",  quand  l’exposant  m est  impair;  et 
comme  dzsinz  = — d.cosz,  l’intégration  qui  reste  à faire 
s’effectue  tout  de  suite  (223). 

Si  l’exposant  m est  pair,  on  arrive  à fdz  cosz",  et  la  for- 
mule (B),  en  y faisant  m — o,  mène  à /dz  cosz  = sinz, 
quand  n est  impair,  et  à j'dz=z,  quand  le  contraire  a 
lieu. 

Si  les  exposants  m et  n étaient  égaux,  mais  de  signes  con- 
traires, les  formules  (A)  et  (B)  ne  pourraient  plus  servir,  à 
cause  de  l’évanouissement  de  leur  dénominateur  m-\-n.  Pour 
éviter  cet  inconvénient,  il  suffit  de  commencer  par  réduire 
celui  d£s  deux  exposants  qui  est  négatif. 

; La  formule  (C),  appliquée  d’abord  à conduit  à 

/dzcosz"  , .1  ... 

— » ou  a /dzcosz",  selon  que  m est  impair  ou 

pair.  La  formule  (B),  appliquée  ensuite  à J* ~ •’  con- 

, . , /"dzcosz  /"d.sinz  . . . 

duil  a I — : — — = I — : = l.sinz -+- const.,  si  n est  îm- 

/ sinz  J sinz 

pair,  et  à f -4— -j  dans  le  cas  contraire.  Ce  dernier  résultat 
K J sinz 

n’étant  pas  compris  dans  les  différentielles  intégrées  précédem- 
ment, doit  être  mis  à part. 

Avec  les  formules  (D)  et  (A),  on  passe  de  Ç à 


/; 


dz  , . 

5 quand  m est  pair  et  n impair. 

cosz 


Enfin,  si  m et  n sont  tous  deux  négatifs  et  impairs,  la 
formule  (C)  conduit  d’abord  à 


/dzcosz~"_  Cdzsii 
sinz  ’ J cosz" 


sinz- 


intégrale  que  la  formule  (D)  ramène  à 


' Cdzsinz-' r 

J cosz  ~ J sir 


dz 


sinz  cosz 

nouveau  résultat  qu’il  faut  aussi  traiter  en  particulier. 
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228.  Je  vais  en  conséquence  m’occuper,  dans  cet  article,  de 
Eintégration  des  trois  différentielles 


d a 
sina’ 


d a 

cosa’ 


d a 


sina  cosz 


en  commençant  par  la  dernière.  . 

Si  l’on  divise  ses  deux  termes  par  cosa1,  elle  devient 


d z 

cosz1 d.  tang  a 

sina  — tanga 
co  s a 


(3M. 


et  il  en  résulte 


A 


d a 


sinacosa 


= 1 . tanga  -f-  const. 


En  posant  .a  = 2a',  et  mettant  pour  sin2a'  sa  valeur 
2sina'cosa'  ( Trig.,  11),  on  obtient 

/•d2  r da'  . , , ■ . 

J sina  Jsma'cosa 

d’après  ce  qu’on  vient  de  voir  : donc 

‘ d z 


A 


sina 


: 1 . tang  - a -1-  const. 


Changeant  ensuite  a en  i» — y,  il  vient 

/’da  r&Y  1 

= — I — — = — 1.  tang  -y -F  const. 

cosa  J sinj 

= — -1  tang  - (i»  — a)  const 

ce  qu’on  peut  transformer  en  1.  cot^  (1 1 — a)  -+-  const.,  parce 

que  l.cot«  = — 1. tanga  [Trig.,  9). 

On  voit  donc  que  l’intégrale  fdz  sina"  cosz"  s’obtient  toutes 
les  fois  que  les  exposants  m et  n sont  des  nombres  entiers,  soit 
positifs,  soit  négatifs;  il  n’en  est  pas  de  même  quand  ces  expo- 
sants sont  fractionnaires.  11  faut  avoir  recours  aux  séries,  ex- 
cepté dans  un  petit  nombre  de  cas  où  l’intégration  se  présente 
d’elle-même. 
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Ce  qui  précède  m’a  paru  suffisant  pour  donner  une  idée  des' 
diverses  méthodes  du  Calcul  intégral  des  fonctions  explicites *  * 
d’une  seule  variable.  On  voit  qu’après  un  petit  nombre  de  dif- 
férentielles qui  s’intégrent  exactement,  on  est  réduit  à simpli- 
fier  les  autres  de  maniéré  à les  faire  dépendre  de  quelques'  cas 
particuliers  (193  — 200,  207  — 212,  224  — 227),  dont  on  cal- 
cule ensuite  la  valeur  par  approximation,  ou  pour  lesquelles 
on  construit  des  tables  comme  celles  des  logarithmes  et  des 
sinus.  Ces  cas  particuliers,  tant  qu’ils  sont  irréductibles,  con-  • 
stituent  des  transcendantes  distinctes  (*). 

Méthode  générale  pour  obtenir  les  valeurs  approchées 
des  intégrales. 

229.  Le  développement  des  intégrales  en  séries  ne  conduit 
à une  approximation  que  dans  le  cas  où  les  séries  qu’on  ob- 
tient  sont  convergentes,  ce  qui  n’arrive  pas  toujours;  c’est 
pourquoi  les  Analystes  ont  cherché  les  moyens  de  parvenir  à 
des  valeurs  approchées  des  intégrales,  quelles  que  soient  les 
fonctions  différentielles  proposées.  Le  théorème  de  Taylor 
mène  d’une  manière  très-simple  aux  formules  qu’EuIer  a con- 
struites pour  cet  objet;  mais  avant  d’y  parvenir,  je  ferai  con- 
naître quelques  dénominations  relatives  aux  divers  points  de 
vuè  sous  lesquels  on  envisage  les  intégrales. 

La  nécessité  d’ajouter  une  constante  arbitraire  à une  inté- 
grale, pour  lui  donner  toute  la  généralité  qu’elle  comporte, 
fait  voir  que  ces  fonctions  sont  doublement  indéterminées, 
puisqu’il  ne  suffit  pas,  pour  assigner  leurs  valeurs,  d’en  attri- 
buer une  à la  variable  dont  elles  dépendent,  mais  qu’il  faut 
encore  déterminer  leur  constante,  qui  est  susceptible  de  toutes 
les  valeurs  possibles.  On  détermine  ordinairement  cette  con- 
stante, en  assujettissant  l’intégrale  à s’évanouir  pour  une  valeur 
donnée  de  x.  On  en  a déjà  vu  plusieurs  exemples  (187,  202, 

203),  et  cela  revient  en  général  à ce  qui  suit. 

Si  / Xdar  = f (#)  -+-  C,  f [x)  désignant  la  fonction  variable 
déduite  immédiatement  du  procédé  de  l’intégration,  C la  con- 


) Voyez  la  note  D à la  fin  de  l'ouvrage. 
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2^2 


stanie  arbitraire,  et  que  l’intégrale  doive  s’évanouir  pour  une 
valeur  x=xa,  on  pose  l’équation  f(fl)+C  = o,  de  laquelle 
on  tire 


C=  — f(a)  et  fXdx  = {(x) — f(a). 


Sous  cette  forme,  l’intégrale  /X dx  n’est  plus  que  la  diffé- 
rence entre  la  valeur  que  prend  f (ar)  lorsque  x=  a,  et  celle 
qu’elle  acquiert  pour  toute  autre  valeur  de  la  même  variable. 
Pour  x=  b,  par  exemple,  il  vient 

fXdx=t(b)  — t[a). 

Il  est  à propos  de  remarquer  que  çe  résultat  s’obtient  immé- 
diatement, sans  qu’il  soit  besoin  do  déterminer  la  constante, 
et  seulement  en  prenant  la  différence  des  résultats  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  x = a et  x=b,  lesquels  sont  f (a)-(-C 
ef  f (6)-i-C. 

La  valeur  x — a,  pour  laquelle  l’intégrale  s’évanouit,  en  est 
l’origine;  et  l’on  dit  alors  que  l 'intégrale  doit  commencer 
lorsque  x = a.  La  valeur  à laquelle  on  s’arrête,  répondant  à 
x — b,  on  dit  en  conséquence  que  Y intégrale  est  complète 
lorsque  x = b.  • 

Les  deux  valeurs  x = a et  x = b sont  désignées  en  com- 
mun sous  le  nom  de  limites  de  l’intégrale. 

Toute  intégrale  qu’on  énonce  sans  fixer  son  origine  ou  sans 
indiquer  ses  limites,  se  nomme  intégrale  indéfinie,  et  doit, 
pour  être  complète,  renfermer  une  constante  arbitraire. 

Lorsqu’on  assigne  ces  limites,  l’intégrale  est  définie.  Si  elles 
sont  x =a  et  x — b,  par  exemple,  on  dit  alors  que  l’intégrale  ■ 
fXdx  doit  être  prise  depuis  x = a jusqu’à  x = b;  et  cela 
s'effectue  en  calculant  successivement  ce  que  devient  l'expres- 
sion variable  de  l’intégrale  lorsque  x = a,  puis  lorsque  x = b, 
et  en  retranchant  le  premier  résultat  du  second.  Dans  ce  cas, 
il  est  inutile  d’écrire  à la  suite  de  l’intégrale"  la  constante  arbi- 
traire, puisqu’elle  disparaîtrait  par  la  soustraction. 

Pour  indiquer  l’intégrale  définie  prise  entre  les  limites 


a et  b,  Euler  écrivait  Çxdx  » notation  à laquelle 

Fourier  a substitué  J Xd.r,  ce  qui  est  plus  simple;  et  en 
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conséquence  lorsque  yXdx  = f (x),  il  en  résulte 
>%b 

Xdx  = f.(6)  — ■ f («). 


r 


Il  suit  de  là  que,  si  «,  b,  c sont  trois  valeurs  de  x,  rangées 
par  ordre  de  grandeur,  on  aura 

/»c  f *b  r%c 

/ Xdx  = / Xdx-f-  / Xdx, 

J a J a J b 

puisque  . 

f(c)-f.(n)  = f(fc)-f(a)+f(c)-f(6); 

c’est-à-dire  qu’en  prenant  la  somme  des  intégrales  définies  cor- 
respondantes aux  intervalles  consécutifs  b — a,  c — b,  on  forme 
celle  qui  répond  à la  somme  c — a de  ces  intervalles.  Il  est  im- 
portant de  se  familiariser  avec  ces  expressions,  qui  reviennent 
souvent,  et  que  les  considérations  que  je  vais  exposer  rendront 
encore  plus  significatives. 


230.  Le  théorème  de  Taylor, 


r'- 


= r+r  - 
dx  i 


d r h d’  r A'  d3  r kl 


dx’  i .2  dxJ  i.2.3; 


+-  etc., 


ne  peut  déterminer  la  valeur  de  j',  correspondante  à jc  -t—  A. 
lorsqu’on  ne  connaît  que  les  coefficients  différentiels  de  y, 
même  à partir  du  premier  ordre;  il  faut  encore  avoir  la  valeur 
primitive  y.  Lorsqu'elle  est  indéterminée,  elle  représente  une 
constante  arbitraire;  mais  il  n’en  est  pas  ainsi  de  la  différence 
entre  cette  valeur  et  celle  de  y,  puisque 


dy  h d1  y h1  d’ y 


y— y 


A* 


t-  etc. 


d#  i dx2  i.2  ' dx*  i.2.3 

Si  donc  on  fait,/ Xdx  on  aura 

dy ..  d’j dX  d5y d*X 

dx  ’ dx*  dx*  dx1  dx1  ’ e.*C‘r 

les  coefficients  différentiels  se  déduiront  tous  de  la  fonction 
donnée  X,  et  il  viendra 

h* 


SM 

L*' 


. dX  h1  d’X 

^ i + dï  i.s  + dx'  i.j.3 


■ etc. 


6*  éd.  1. 
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Pour  tirer  de  cette  formule  la  valeur  de  f\dx,  depuis  x=a 
jusqu’à  x — b,  il  suffira  de  prendre  h = b — a,  et  de  remplacer 
x par  a,  dans  la  fonction  X et  ses  coefficients  différentiels,  que 
je  représenterai  alors  par  A,  A',  A",  etc.;  on  trouvera 


£ 


Xdx=A^l 


+-  A'  — — ^4  -t-  A"  — — aJ~  -h  etc. 


r.î 


[ .2.3 


Cette  série  est,  en  général,  d’autant  plus  convergente,  qué, 
l’intervalle  b — a est  plus  petit;  mais  lorsqu’il  a une  valeur  trop 
considérable,  on  le  partage  en  un  nombre  de  parties  assez  grand 
pour  former  des  intervalles  suffisamment  petits,  et  l’on  calcule 
à part  la  valeur  de  l’intégrale  relative  à chacun  de  ces  inter- 
valles. Je  suppose  que  la  différence  b — a soit  divisée  en  n par- 
ties égales  à a,  et  que  les  quantités  A,  A',  A",  etc.,  se  changent 
respectivement  en  A,,  A',,  A",  etc.,  A„  A',,  A',  etc.,  lorsqu’on 
yraetfl  + a,  a + 2a,  etc.,  au  lieu  de  a;  on  aura,  entre  a et 
a -+-  a, 

' Aa  A'as  A"  a\ 

1 1 5 1 

1 1.2  1.2.3 

entre  a H-  « et  a + 2 a, 

A.  a A’,  a*  A’  a3 


etc.. 


1 .2 


entre  a + ï«et(t+3« 

fe  ■■  A’,. 


rfcv 
i,  • 


1.2.3 


A",  a3 


-5  + etc., 


1.2  1.2.3 


4- etc., 


etc.; 


et  la  somme  de  toutes  ces  séries,  dont  le  nombre  est  n,  com- 

*r  /»& 

posera  la  valeur  totale  de  I Xdx,  qui  sera  par  conséquent 

* ,r*/#  , 


— ( A -f-  À|  -f~  Aj-f-, . . f-f-  A„_,  ) 


>■>  r 


Xd2r  = <j'T''r^(A'_t'A''  + A'j4'”’  + A,'->)  • 

*+■  77^73  ( A,/-t_  A’«  ■+■ A»  ■+■•  ••  AILi  ) 

•+*  etc.  ...  ; 
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231.  Cest  en  passant  de  la  valeur  de  y correspondante  à x, 
à la  valeur  de  y J correspondante  à x ■+■  A,  qu’on  a construit  la 
formule  précédente,  qui  représente  la  différence  de  ces  deux 
valeurs;  mais  on  peut  aussi  obtenir  cette  différence  en  rétro- 
gradant de  x à x — A,  au  moyen  de  la  formule 

d y A d'y  A 3 d3  r /i3 

y dx  1 ~*~d.r3  1.3  dx3  1.2. 3 

dans  laquelle  y,  répond  à x — A,  et  qui  donne 

dJ  r A* 


• etc., 


d y A dxy  A3 

dx  1 dx3 1 .2  1 dx*  i.2.3 


•etc. 


Xi>  * 

Xdx,  il  faut,  dans  X et 

dans  ses  coefficients  différentiels,  changer  x en  b;  et  suppo- 
sant qu’on  en  tire  les  quantités  B,  B',  B',  etc.,  on  trouvera 

Ja  * *■* 


I .2.3 


Lorsqu’on  partage  l’intervalle  b — a en  n parties  égales  à a, 
on  obtient  par  la  formule  ci-dessus,  entre  les  limites  a -t-  a et  a. 


. 

' A,*  A'  a* 

1 1 

A'  a3 

1 

1 1.2 

1.2.3 

entre 

a- 1- 2a  et  a-(- a, 

A, a A',  a2  i 

A*  a* 

H 

1 1.2 

1.2.3  , 

entre 

a + 3«  et  a -|-  2 a, 

, ■ 

. A,  a A'j  **  . 

A"  a* 

H T 

I 1.2 

I .2.3 

etc.. 


séries  pareillement  en  nombre  »,  et  dont  la  somme  donne 

• Aj-l-  Aj-|-.  . • -+-  A,) 


“(A- 


(II)  ï\dx  = !~.7“ï ( A* + A'3  -+-  A', A'J 


-+- 


1 ..  2..  3 

l — etc. 


(AV 


A', 

. « f. 


1 
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232.  Chacune  de  ces  deux  formules  peut  être  appliquée  en 
particulier;  mais  leur  comparaison  fait  découvrir  les  limites  de 
l'approximation  qu’elles  donnent. 

Pour  établir  celte  comparaison,  il  faut  d’abord  observer  que 
dans  une  série  de  la  forme 

Ma  ■+■  NaJ-i-  Pa3-H  6tC., 

dont  aucun  des  coefficients  M,  N,  P,  etc-,  ne  devient  infini,  où 
l’on  peut  supposer  a aussi  petit  qu’on  voudra,  et  rendre  par 
conséquent  un  terme  quelconque  supérieur  à la  somme  de  tous 
ceux  qui  le  suivent  (62),  l’erreur  que  l’on  commet  alors,  en  se 
bornant  à un  nombre  limité  des  premiers  termes,  est  d’un  signe 
contraire  à celui  du  premier  des  termes  qu’on  néglige,  c’est- 
à-dire  que  le  résultat  péchera  par  défaut  si  ce  terme  est  posi- 
tif, et  par  excès  s’il  est  négatif. 

Il  résulte  de  là  que,  si  les  valeurs  de  la  fonction  X vont  en 
croissant  de  x — a à x = b,  et  qu’on  se  borne  dans  chaque 
formule  aux  termes  multipliés  par  a seulement,  la  première 
formule  sera  en  défaut,  et  la  seconde  en  excès;  car  si  la  série 

A,  A,,  A,,  etc.,  " 

" ' ' • » . *-  ' . . J 

est  croissante,  toutes  les  valeurs  correspondantes 

À , A,,  A etc.,  r 

d X 

du  coefficient  différentiel^  seront  positives  (62);  ainsi  les 

termes  affectés  de  aJ  seront  positifs  dans  la  première  formule, 
et  négatifs  dans  la  seconde:  on  aura  donc 

Xdx>a(A-t-A,-+-A,-+-.. . — i—  A»_,  ) 
et 

* ( A,— (—  A, -4-  A, -4- . . . -4-  A,). 

I)e  plus,  la  différence  a (A„ — A)  de  ces  deux  quantités  devien- 
dra d’autant  moindre,1  qu’on  prendra  a plus  petit,  ce  qui  s’effec- 
tue en  augmentant  le  nombre  n,  sans  changer  A et  A.,  qui  ré- 
pondent aux  limites  a et  b assignées  à x. 

Il  suit  de  là  que  chacune  des  deux  sommes  entre  lesquelles’ 
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est  comprise  J'Xdx,  approchera  aussi  près  qu’on  le  voudra  de 
la  vraie  valeur  de  cette  intégrale,  qui,  par  cette  raison,  peut 
être  considérée  comme  une  somme  de  différentielles,  puisque 
les  produits  Ao,  A,  a,  etc.,  ne  sont  que  les  valeurs  de  Xdx  cor- 
respondantes à x = a,  = «-)-«,  etc.,  et  dans  lesquelles  a a 
pris  la  place  de  dx. 

Cette  conclusion,  qui  sera  bientôt  vérifiée  par  les  considé- 
rations géométriques  (236),  suppose,  comme  on  voit,  que  les 


fonctions  X et  ^ ne  changent  pas  de  signe,  et  ne  deviennent 

pas  infinies  entre  les  limites  x = a,  x=  b,  ce  qu’on  peut  tou- 
jours obtenir  en  séparant  les  parties  de  l’intégrale  dans  les- 
quelles l’une  de  ces  circonstances  aurait  lieu  (*). 

Il  est  évident  aussi  que  l’ordre  des  limites  de  fXdx  serait 
invérse,  si  les  valeurs  de  X allaient  en  décroissant;  la  première 
ligne  de  la  formule  (I)  serait  en  excès,  celle  de  la  formule  (II) 
en  défaut. 


233.  Les  mêmes  remarques  peuvent  être  étendues  aux  ter- 
mes affectés  de§  puissances  de  a supérieures  à la  première  : il 
en  résulte,  comme  ci-dessus,  que  quand  deux  lignes  corres- 
pondantes dans  chaque  formule  ont  des  signes  contraires,  la 


(")  Les  formules  précédentes  sont  souvent  écrites  dans  la  notation  indiqtiéo 
sur  la  page  271  ; ayant  posé  /Xdx  = f(i),  d’où  il  suit  X = — j-|-  ■ > qu'ou 
désigne  par  f'(.r),  *1  vient 

A = f'(a),  A,  = a), . . . , A^  = f'(a  -h  n a)  = f'  (&), 

. * . * . “ * 

Xdx  = f (4)  — f(o)  est  la  limite  dont  l'expression 

* « « v» 

» V.HX. 

a { f/ («)+ r '(  a -H  a )-+-... -W '[  <1 -t- ('■  — ')“] } 

s'approche  de  plus  en  plus  , à mesure  que  Je  nombre  11  augmente  et  que  « , qui 

•b  — a • 

est  » diminue. 

n > • 

Si  l’on  ne  voulait  qu'établir  cette  relation  , 011  pourrait  substituer  à la  série  de 
Taylor  l’expression  qui  termine  le  fi°  • 


et,  par  conséquent, 


r 


. . Digitized  by  Google 


r 


278  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 

somme  de  celles  qui  les  précèdent  est  en  excès  dans  l'une  des 
» formules,  et  en  défaut  dans  l’autre,  et  que,  par  conséquent,  si 
l’on  ignore,  comme  cela  arrive  presque  toujours,  la  quantité 
de  l’erreur,  il  sera  convenable  de  prendre  le  milieu  entre  les  * 
deux  résultats.  Si  l’on  opère  immédiatement  sur  les  deux  for- 
mules, il  viendra 


- A,-f-  A, -f-. . .-f-  A„_,-|-  — ( A -t-  A,)  J 


a? 

1.2.3 


•(A'-A'J 


A*  -f-  A*  -f-  A*  -f- . . . 
+av,+;(A'+a;) 


] 


— —5—7  • - (a™ — a"; 
i .2.3.4  2 

etc.  (*). 


234.  Ce  qu’on  a vu  dans  le  n“  232  fournit,  pour  les  valeurs 
des  intégrales,  des  limites  moins  resserrées,  mais  qui,  néan- 
moins, peuvent  être  très-utiles. 

Si  l’on  désigne  par  M la  plus  grande  valeur  de  X,  par  m la 
plus  petite,  dans  l’intervalle  de  x = a à x = b,  qu’on  substitue 
m au  lieu  de  A,  A„  etc.,  dans  la  première  des  expressions  des 
limites  de  fXdx,  et  M dans  la  seconde,  on  obtiendra 
i - 

Xd;r)>ream  et  <naM, 

ou  ' 


>(è — a}m  et  <(è — a)  M, 


puisque  na  — b — a (230). 

On  voit  par  là  qu’il  existe  entre  m et  M une  valeur  de  p telle, 
que 


jf  Xd#=3$(é — a)  p (**)• 


(*)  Ces  formules  sont  élégantes  et  simples,  mais  comme  elles  ne  sont  pas 
toujours  les  plus  commodes  dans  l’application,  on  en  trouvera  par  la  suite  (401*, 
410)  des  transformations  qui  rempliront  mieux  ce  but. 

( **)  La  valeur  de  x qui  donne  X = p,  étant  intermédiaire  entre  a et  6,  peut 
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S’il  s’agissait  d’obtenir  fXQdx,  et  qu’on  sût  intégrer  Qd*, 
comme  entre  les  limites  de  x,  on  aurait 

XQd.r>/nQd*,  XQd#<MQd*, 

pour  toutes  les  valeurs  de  X autres  que  m ou  M,  la  même  su- 
bordination existerait  entre  les  intégrales,  et  il  viendrait 

/XQdx>m/Qdar,  /XQ dx<M/Qàx, 

ou  il  n’y  aurait  plus  qu’à  mettre  pour  JQdx  sa  valeur  entre 
les  limites  x—a  et  x = b. 

235.  La  considération  des  courbes  conduit  aussi  d une  ma- 
nière très-simple  aux  principales  conséquences  établies  dans  -, 
les  articles  précédents. 

fXdx  exprimant  l’aire  du  segment  d’une  courbe  dont  l’or- 
donnée est  X (65),  si  BCZ  [fig.  40  représente  cette  courbe, 
que  l’origine  des  abscisses  soit  en  A,  et  que  X = PM,  1 expres- 
sion Xdjr  sera  aussi  bien  la  différentielle  des  segments  BMP, 
l)EMP,  que  du  segment  ACMP  qui  commence  à l’origine  ; ainsi, 
l’ordonnée  qui  borne  le  segment  de  ce  côté  sera  absolument 
indéterminée.  L’ordonnée  PM  qui  forme  1 autre  limite  l est  pa-, 
reillement,  tant  qu’on  n’assigne  aucune  valeur  à l’abscisse  AP; 
mais  lorsqu’on  aura  fixé  les  abscisses  de  la  première  et  de  la 
dernière  ordonnée,  le  segment  sera  tout  à fait  déterminé. 

Si  la  partie  variable  de  l’intégrale  /X Ax  .=  f [x)  -t~C  s éva- 
nouit d’elle-même  au  point  B,  cette  fonction  exprime  immé- 
diatement les  aires  BCA,  BED,  BMP;  alors  si  l’on  veut  faire 
partir  les  segments  de  l’ordonnée  AC,  il  faut  retrancher  de  ces 
aires  l’espace  BCA.  Cet  espace  représente  la  constante,  déter-  - 
minée  pour  que  la  quantité  f (a?)  -t-  C s évanouisse  au  point  A, 
mais  en  considérant  à la  fois  les  deux  limites  d un  segment,  il 


se  représenter  par  o-t -0(6  — a),  0 désignant  une  quantité  comprise  entre  o 
et  k,  et  si  Fou  écrit  T(x)  au  lieu  de  X,  on  aura 

Xb  * - ■ _ , 

dxf(x)  = (ft  — «)f[a-+-0(fc  — 

, ' ' • - ' * 

expression  que  l’on  rencontre  quelquefois-  \ 


• V - 

• < • 
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est  inutile  de  s’occuper  de  la  constante;  car,  soit  que  l’on 
compte  les  aires  à partir  du  point  B ou  du  point  A,  sur  l’axe 
des  abscisses,  le  segment  DEMP,  par  exemple,  s’obtiendra  éga- 
lement par  la  différence  des  segments  BMP,  BED,  ou  par  celle 
des  segments  ACMP  et  ACED. 

236.  L’inspection  de  la  figure  montre  que  l’aire  du  seg- 
ment d’une  courbe  quelconque  est  toujours  comprise  entre  la 
somme  d’une  suite  de  rectangles  inscrits  PR,  P'  IV,  P"  R",  etc., 
et  celle  d’une  suite  de  rectangles  circonscrits  P' S,  P" S', 
P" S",  etc.,  les  premiers  construits  sur  la  plus  petite  or- 
donnée de  chacun  des  trapèzes  curvilignes  PM',  P'  M", 
P* M'",  etc.,  et  les  seconds,  sur  la  plus  grande;  on  prouve,  de 
plus,  que  ces  deux  suites  peuvent  approcher  l’une  de  l’autre 
aussi  près  qu’on  voudra. 

En  effet,  le  rectangle  MRQN  est  évidemment  égal  à la  somme 
des  rectangle^, 

MRM'S,  M'R'M"S\  M"  R"  M"'S",  ’ V 

qui  forment  la  différence  entre  les  polygones  , . . 

PMRM'  R'  M"  R"  P ",  PSM'  S' M"  S"  M"  P\ 

l’un  inscrit  et  l’autre  circonscrit  au  segment  PMM'M"  M"  P"'; 
mais  ce  rectangle  MRQN  a pour  hauteur  la  différence  MN, 
entre  les  deux  ordonnées  extrêmes  PM  et  P"M",  qui  ne  change 
point,  tant  que  l’intervalle  PP'"  demeure  le  même,  tandis  que 
la  base  MR  = PP'  peut  être  rendue  aussi  petite  qu’on  voudra, 
en  multipliant  les  ordonnées  intermédiaires:  le  rectangle  peut 
donc  lui-même  devenir  aussi  petit  qu’on  voudra. 

Il  suit  de  là  que  le  polygone  inscrit  et  le  polygone  circon- 
scrit peuvent  approcher  du  segment  aussi  près  qu’on  le  vou- 
dra (*). 


( * ) Ce  principe,  qui  sert  de  fondement  à la  quadrature  des  courbes , peut 
être  considéré  comme  l’inverse  de  celui  qui  donne  les  tangentes  (<$o)  ï par  ce 
dernier  on  descend  des 'variables  à leurs  accroissements,  et  par  le  premier  on 
remonte  des  accroissements  aux  variables.  11  est  à remarquer  que  le  fond  dit 
raisonnement,  employé  souvent  dans  les  livres  élémentaires,  tire  son. origine  du 


Traité  des  Conoïdcs  et  des  Sphéroïdes,  d’Archimède,  prop.  XXI. 

% • * * 

’ * . x . 

A.  tX 

• 

. .te 
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Cela  posé,  si  l’on  prend 

AP  = ar  PP'=  P'  P"=  P" P'"=  etc.  = «, 

on  aura 

PM  = A,  P'M'  = A„  P"M"  = A„  P*M*= A„  etc., 
la  somme  des  rectangles  inscrits  sera 

(1)  ‘ Ast  -+-  A,a-f-  A, a -t-.  . A„_,a, 

celle  des  rectangles  circonscrits 

(2)  A,a-+-  A, a 4-  A,a  . .-f-  A„a, 

et  ces  deux  sommes  pourront  donner  l’aire  du  segment 
PMM'M"M"'P"',  avec  autant  d’approximation  qu’on  le  voudra, 
ce  qui  confirme  la  conclusion  tirée,  n“  232,  du  principe  de  la 
convergence  des  séries. 

On  voit  encore  par  là  comment  l’intégrale  /X  dx  peut  être 
prise  pour  une  somme  d’éléments,  puisque,  représentant  faire 
d’un  segment  de  courbe,  elle  est  la  limite  de  la  somme  des 
rectangles 

Aa,  Aia,  Aja,  etc., 

qui  sont  les  accroissements  des  aires  des  polygones  inscrit  et 
circonscrit  au  segment  (note  de  la  page  1-98). 

Dans  la  figure,  où  les  ordonnées  vont  toujours  en  croissant, 
les  rectangles  inscrits  sont  formés  sur  la  première  ordonnée  de 
chaque  trapèze  curviligne,  et  les  rectanglçs  circonscrits  sur  la 
dernière  ; mais  si  elles  passaient  par  un  maximum.,  comme 
dans  la  fig.  42,  il  n’en  serait  ainsi  que  dans  la  partie  CM",  anté- 
rieure à ce  maximum,  et  le  contraire  aurait  lieu  dans  la  partie 
postérieure  M"Z  : alors  la  série  (1),  d’abord  moindre  que 
l’espace  curviligne,  deviendrait  plus  grande,  et  la  série  (2), 
d’abord  plus  grande  que  cet  espace,  deviendrait  plus  petite. 

237.  On  approchera  davantage  de  la  vraie  valeur  du  segment 
de  la  courbe  proposée,  en  prenant,  au  lieu  des  rectangles  in- 
scrits et  circonscrits,  la  somme  des  trapèzes  terminés  par  les 
cordes  des  arcs  MM',  M'M",  M"M",  etc. 

Ces  trapèzes  ayant  tous  même  hauteur,  l’P',  et  chaque  or- 
donnée, excepté  la  première  et  la  dernière,  étant  commune  à 


.Digitized  by  Google 


»8a  ' ''  ' TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  - 

deux  trapèzes,  leur  somme  sera  précisément  égale  à la  série 

a |~A,-+-  A,  -+-  A3  -f-.  A„_,  -+-  - ( A -+-  A„ )^| ) 

qui  tient  le  milieu  entre  les  séries  (i)  et  (2),  et  qui  est  la  pre- 
mière ligne  de  la  formule  (III)  (233)  (*). 

Enfin,  il  est  évident,  par  la  Jig.  43,  que  faire  cur\iligne 
PMNQ  est  < que  le  rectangle  QE  et  >•  que  le  rectangle  PF, 
construits,  l’un  sur  la  plus  grande,  et  l’autre  sur  la  plus  petite 
des  ordonnées  comprises  entre  les  limites  AP  et  AQ  de  ce  seg- 
ment, ce  qui  s’accorde  avec  le  n°  234. 

238.  L’emploi  de  la  formule  (III)  du  n°  233  peut  présenter 
quelques  difficultés.  Elle  ne  saurait  servir  lorsque  la  fonction  X 
devient  infinie;  et  aux  environs  des  valeurs  de  x qui  amènent 
cette  circonstance,  il  ne  suffit  pas  de  diminuer  l’intervalle  *, 
ou  de  resserrer  les  ordonnées,  pour  compenser  l’effet  de  leur 
rapide  accroissement  ; il  faut  encore  avoir  recours  à des  trans- 
formations convenables.  - 


Soit,  par  exemple,  X = - 


il  est  d’abord  évident  que 


\j  1 — x 

lorsque  x approche  de  l’unité,  un  très-petit  changement  dans 
la  valeur  de  cette  variable  en  produit  un  très-grand  dans  celle 

/*  (J  jp 

de  X.  Si  donc  on  demandait  l’intégrale  I » depuis  x=o 

J V 1 — 

juSqu’à  x = 1 — S,  S étant  une  petite  quantité,  il  faudrait,  vers 
la  dernière  limite,  multiplier  beaucoup  les  valeurs  intermé- 
diaires données  à x.  De  plus,  la  même  intégrale  ne  peut  se 
calculer  immédiatement  jusqu’à  x — 1,  car  alors  X devient  in- 
fini, sans  que  4)0010301  la  valeur  de  /X  dx  le  soit,  puisque 


Si 


dx 


■ 2.y  1 — x -+-  const. 


\l  I X 

Cette  difficulté  tient  à ce  que,  dans  l’intégration,  le  facteur 


(*)  Ou  pourrait,  aux  polygone*  rectilignes,  substituer  un  polygone  formé 
xl’arcs  «le  courbes  d’une  nature  plus  simple  que  la  proposée,  et  s’en  approchant 
plus  qùo  ne  peuvent  faire  des  lignes  droites;  c’est  à cela  que  reviennent  au  fond 
les  formules  (1)  ct(ll).  ~Vojret  le  Traité  in-46,  tome  11,  page  i4»; 
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(i  — x)3  passe  du  dénominateur  au  numérateur;  et  elle  aura 

V 

lieu,  en  général,  lorsque  X sera  de  la  forme  et  qu’on 

( a — rx)î 

aura  /><(?•  Pour  la  lever,  on  fera  a — x=z«,  ce  qui  don- 
nera 

x—a — zi,  dx  = — qzi~'  d z et  Xdx  = — q\ zi-r-'Az, 

quantité  qui  ne  deviendra  plus  infinie  quand  x — a ou  2 = 0, 
si  la  fonction  V reste  finie  dans  cette  circonstance.  On  calcu- 
lera donc  alors  l’intégrale  /Vzï-r-'dz,  depuis  2 = 0 jusqu’à 
2 = 5,  $ étant  une  quantité  assez  petite,  et  l’on  aura  ainsi  la 

Vdx 

partie  de  la  valeur  de  / - correspondante  à l’intervalle 


/V  dx 

T 

{à — x)» 
t x = a — 

/V  dx 

depuis  x — a 

(«  — xlï 


compris  entre  x = a et  x = a — 

On  peut  encore  obtenir  ! 

■ _ 

(«  — x)i 

Jusqu'à  x = a — S,  en  faisant  seulement  x = a — r;  parce 
que  la  petitesse  de  la  variable  2,  renfermée  entre  les  limites 
très-étroites  o et  S,  permet  de  simplifier  beaucoup  le  coeffi- 

/ /*  oc*  d oc 

cient  différentiel.  Si  l’on  avait,  par  exemple,  / . ■>  la 

J \Ja'  — x' 

différentielle  à intégrer  après  la  transformation  indiquée  serait 

— (a  — z)3dz — (n3 — 2azH-z,)dz 

\j^a2z  — 6 a*  z'  4 az 3 — 2*  \fz.\j^al  — 6 a' z ^ az2  — z* 

En  réduisant  la  fraction 

» *1  • . 

a :*  — 2 az  -+■  z3  . 

y^4 a2  — 6a’z  -i-^az2  — z3 

en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  z,  et  en  s’arrêtant 
au  carré  de  cette  variable,  on  aurait  enfin 

ÇAz\[a[  5 2 5 2*  \ 1 , — / 5 2 z2  \' 

.7JT  v"“4^“3ï?/  — \aT6S“ïS*/ 

Ce  résultat,  qui  s’évanouit  lorsque  2 — 0,  donnera,  par  la  sub- 
stitutibn  de  î.à  2,  la  valeur  de  l’intégrale  cherchée,  depuis 
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x = a jusqu’à  x—a — S.  Le  reste  de  cette  intégrale  pourra 
se  calculer  par  le  moyen  de  la  série  du  n°233. 


239.  L’intégrale  / — — 

mj  X 


ne  pouvant  s’obtenir  par  la  ré- 


duction de  e x en  série  que  pour  le  cas  où  x serait  très-grand, 
je  vais  montrer  comment  Euler  en  a calculé  la  valeur  depuis 
x = o jusqu’à  x—i,  au  moyen  de  la  formule  du  n° 233. 

On  peut  d’abord  changer 


dont  la  partie  e Xx  s’évanouit  lorsque  x = o,  et  devient  e^1 
quand  x = i. 


Il  reste  à trouver  Je  ^d^r,  pour  laquelle 


expressions  qui  s’évanouissent  quand  x = o,  et  d’où  il  résulte 
que  A,  A',  A",  etc.,  sont  nuis  (*). 


(*)  Ceci  a besoin  d’une  explication.  Un  terme  quelconque  des  expressions 

T ' • -I  / ' ’ - 

précédentes,  étant  représenté  par  ke  xx  m,  devient  ke  1 zm  = *,  lors- 

qu’on fait  ^ = z;  or,  à mesure  que  x diminue,  z croit,  et  de  plus  en  plus  rapi- 
dement par  rapport  à la  (99)  : l’exposant  — «-+-  m\z  tend  donc  vers  l'infini 
négatif,  lorsque  m n'est  pas  comparable  à z.  Mais  le  nombre  m,  qui  dépend  de 
celui  des  différentiations,  n’ayant  aucune  limite,  on  peut  en  concevoir  des  va- 
leurs telles,  que  m\z  égale  z puis  le  surpasse  autant  qu’on  voudra,  quel  qu'il 
soit;  alors  l’exposant  — - z-\-  ml  * passera  du  négatif  au  positif,  et  augmentera 

sans  cesse;  ainsi  les  coefficients  différentiels  de  la  fonction  c * ne  s'évanouis* 
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Si  l’on  mét  ensuite  a,  2 a,  3a,  etc.,  à la  place  de  x,  on  ob- 
tiendra les  valeurs  de  A„  A',,  etc.,  A„  A’,,  etc.,  et,  depuis  o 
jusqu’à  x = n a,  on  aura 


* r * 

j e~*  dx  = ^ e"“ 


’(«— 0*1 


7.  I 


i a'e 
1 1 . 


7.  ri1**1 


I ' I 

1 a?e  nx  / 1 2 \ 1 a*e  / 1 6 G \ 

2 1.2.3  \n‘a'  nJa3y  2 1.2. 3. 4 \n6a6  n5a5  n'a.*) 


etc. 


Lorsqu’on  veut  s’arrêter  à la  limite  x — 1 , il  faut  faire  a = - ■ » 


et  il  vient  alors 


i ~ r n n n n ~i 

Je  xda;  = i^e  ' -+-e  a-he  .5-*-...+  e 

. j 1 + 1 [(”  — 2)  r~T  , (»  — 4)  c~; 

2 ne  4n*e  6[  1 16 

. (»  — 6)  “5  n — 2(n  — 1)  -~t] 

+ 8i  e +...+  (n_i)4  e 


■+•  etc. 


i2  n3e  48  n*e 

En  se  bornant  aux  termes  qui  sont  écrits,  et  faisant  n = io,  on 

sent  pas  tous,  lorsque  x = o : après  avoir  été  nuis,  ils  croissent  jusqu’à  l’infini. 
Cette  circonstance  ne  nuit  pas  cependant  à l’application  indiquée  dan9  le  texte, 
parce  que  les  premiers  termes  de  la  formule  (111)  suffisent  seuls  pour  donner 
une  approximation  de  plus  en  plus^rande  (250).  . ’ . 
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trouvera,  suivant  Euler,  la  valeur  de  Je  *dx,  à un  millio- 
nième d’unité  près,  et  on  l’aura  avec  une  exactitude  vingt  fois 
plus  grande  encore,  si  l’on  prend  n ==  20. 

240.  Le  théorème  de  Taylor  donne  aussi  deux  développe- 
ments généraux  de  l’intégrale  /X  dx.  En  désignant  par  C la 

valeur  de  cette  intégrale,  quand  x — o,  et  représentant  par 

d X. 

A,  A',  A",  etc.,  ce  que  deviennent  alors  les  quantités  X, 
d3X 

-t— ->  etc.,  on  aura 
dx 

/X  dx  = C -t-  A - +-  A'  — + A"  -h  etc. , 

série  dans  laquelle  C tient  lieu  de  la  constante  arbitraire. 

En  partant  de  la  valeur  générale  de  /Xdx,  que  je  représen- 
terai par?-,  pour  revenir  à celle  qui  répond  à x = o,  et  que  C 
désigne,  il  est  évident  qu’il  faut  faire  A —■ — x,  dans  la  série 
de  Taylor,  ce  qui  donnera 

_ drx  d’ y x’  d3  r x3 

C —y  — ■rL-+-r~, 5 -H  etc.; 

J dx  1 dx3  i.2  dx3  1.2.3 

remettant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  y,  etc., 

leurs  valeurs,  et  prenant  celle  de  /X  dx,  on  aura 

...  . ' ,r  x ■ dX  x3  dsX  x3 

/Xdx  = C-l-X -r t-  -p— =■ — etc.  ï 

J 1 dx  1.2  dx3  1.2.3 

la  quantité  C est  encore  ici  la  constante  arbitraire. 

L’intégration  par  parties  conduit  aussi  à ce  développement. 
En  effet,  si  l’on  décompose  la  différentielle  X dx  dans  les  deux 
facteurs  X et  dx,  qu’on  intègre  le  second,  on  aura 

. ' /Xdx  = Xx—  /xdX, 

puis 

fx  dX=ff  .xdx='x>^  -i  fx*£*.  ' 

J J dx  2 dx  2 J dx 

r^£x=  /v*x, 

J dx  J dx3  3 dx3  3 J dx3 

f , d3X  /*d3X  1 ,d'X  1 C (d‘X 

I x3  — — - = j j— r‘XJdx  = 7x‘ x-r  — 7 I * rr3 
J dx3  J dx3  4 dx3  4 J dx3 
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mettant  successivement  pour  f xdX,  / x1 
valeurs,  il  en  résultera 

dX  x*  d’X  x * 


d»X 

dx 


> etc.,  leurs 


/X  dx  = X-- 


etc., 


et  pour  que  l’expression  de  l’intégrale  soit  complète,  il  faudra 
ajouter  une  constante  à ce  développement,  qui  par  là  devien- 
dra semblable  au  précédent.  Celte  série  a été  donnée  pour  la 
première  fois  par  Jean  Bernoulli,  et  elle  porte  son  nom,  comme 
celle  du  n°  20  porte  celui  de  Taylor. 

211.  Jusqu’à  présent  je  n’ai  considéré  que  le  coefficient  dif- 
férentiel du  premier  ordre;  mais  si  l’on  ne  connaissait  que 
celui  du  second  ordre,  il  faudrait  alors  deux  intégrations  suc- 
cessives pour  remonter  à la  fonction  primitive  dont  il  tire  son 
origine. 

Soit  X le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  de  la  fonc- 
. d*  y 

non  y;  on  aura  j-£  = X,  et  en  multipliant  les  deux  membres 
d5  y d*r  . 

par  dx,  il  viendra  -r-1-  = X dx:  or  est  la  différentielle  de 
dx  dx 

d y , 

prise  en  regardant  d#  comme  constante;  on  aura  donc 

(J  y 

-p  .=  fXAx.  Si  P représente  la  fonction  primitive  dex,  égale 

à JXAx,  et  C la  constante  arbitraire,  il  viendra  ^ = P + C; 
multipliant  ensuite  les  deux  membres  par  dx,  on  trouvera 
dr  = P dx  C dx, 

et,  en  intégrant,  on  obtiendra 

y — / P dx-|-  Cx  -+-  C', 

C'  étant  une  seconde  constante  arbitraire.  Si  l’on  remet  JXAx 
au  lieu  de  P,  il  en  résultera 

y — J dx  / X dx  -f-  Cx  -+-  C, 

expression  où  /dx  fXAx  indique  deux  intégrations  succès 
sives. 
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Je  passe  maintenant  aux  différentielles  du  troisième  ordre. 
Soit  X le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  y,  relatif  à cet 
ordre.  On  aura 


d\r_  v 

dx>~ 


d’où 


ë=xd- 


(J*  y (J*  y dar 

mais  — d ; donc  g-j-,  = fX-dx  + C,  ce  qui  donne 
dx  f\dx  + Cdx. 

En  intégrant  une  seconde  fois,  il  viendra 

=fdxfXdx-hCx  + C 

d’où  l’on  conclura  . 

d^-=d^/dx-/'Xd^r-f-Carda:-hC,da?, 
et,  par  une  troisième  intégration,  on  aura  enfin 

y = f dx  f dx  yx  dx + ^ x'-{- C x -y  C". 

ç 

Dans  celte  expression,  on  peut  d’abord  changer  - en  C,  puis- 
que la  constante  C est  arbitraire;  ensuite,  il  faut  bien  observer 
que  chaque  signe  f doit  être  regardé  comme  appliqué  à tous 
ceux  qui  le  suivent  : c’est  pourquoi,  en  faisant  abstraction  des 
constantes  arbitraires,  on  indique  encore  plus  simplement  les 
intégrations  successives  par  la  notation  que  voici  : 

Lorsque  X désigne  le  coefficient  différentiel  du  second  or- 
dre, on  a 

d,l)''  = Xda:,,  ' 


et,  en  prenant  l’intégrale  de  chaque  membre,  on  trouve 
dr  = /Xdar’;  - 

puis,  en  intégrant  encore  une  fois,  il  vient 
r=//Xd*«  = /’Xd*>. 

On  a de  même,  quand  X est  le  coefficient  différentiel  du  troi- 
sième ordre, 

d,ip=Xd#?, 
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puis  en  intégrant, 

dy=JXdx3,  dy  = f/Xdx3,  y—fffXdxi=pXdxi, 
et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  supérieurs. 

242.  On  peut  ramener  ces  expressions  à des  intégrales  sim- 
ples, au  moyen  de  l’intégration  par  parties;  car,  en  mettant  P 
au  lieu  de  J'Xdx  dans  pXdx*=  J dx  JXdx,  il  vient 

fdxfXdx  = JPdx=Px-fxdP  = xfXdx-fXxdx, 

d’où 

pXdx*=:x  JX  dx — “ JXxdx. 

Passant  ensuite  à pXdx3  — fdx pXdx 3,  et  mettant  pour 
pXdx3  la  valeur  précédente,  on  obtient 

pXd  x3  — fx  d xfXdx — fdxfXxdx; 

observant  alors  que 

fxdxfXdx  — ^x'fXdx — i fXx'dx , 

/ dar /Xx  dx  = x fXxdx  — fXx'dx, 
on  trouve  - . , -, 

pXdx3  = ^(x1/Xdx — 7x fXxdx  -y  fXx'dx), 

et  continuant  ainsi  on  forme  ce  tableau  : . 
fXdx=/Xdx, 

pXdx3  = - j^r/Xdi; — fXxdx], 

pXdx3  = [x'fXdx — ixfXxdx-yfXx’dx], 

f,Xàx‘=  [ x3fX d x — ix3fXxdx-y3x JXx3 dx — fXx3dx], 

etc.  , ' - 

Les  coefficients  numériques  de  ces  expressions  sont  les 
mêmes  que  ceux  des  puissances  du  binôme  a — b;  et  tandis 
que  l’exposant  de  x hors  du  signe  f diminue  d’une  unité  à 
6*  éd.  1.  19 
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chaque  terme,  en  allant  vers  la  droite,  son  exposant  sous  ce 
signe  augmente  de  la  même  quantité. 

On  restituera  les  constantes  arbitraires  que  j’ai  omises  dans 
ces  formules,  en  écrivant /Xdx-t-C  pour  /Xdx,  /Xxdx-f-C' 
pour_/Xxdx,  fX: r’dx+C"  pour  fXx’dx,  et  ainsi  des  au- 
tres; car  les  constantes  C,  C',  C",  etc.,  étant  affectées  de  di- 
verses puissances  de  x,  seront  irréductibles  entre  elles. 


24-3.  Les  différentielles  que  j'ai  traitées  jusqu’ici  sont  prises 
en  regardant  dx  comme  constante,  parce  que  ce  sont  les  seules 
qui  ne  renferment  qu’un  coefficient  différentiel;  mais  lors- 
qu’on fait  varier  en  même  temps  djr  et  dx,  on  a (131) 
d3j=çdx3-t-pd3x.  Si  donc  on  se  proposait  la  différentielle 
Udx3-f-Vd3x,  il  faudrait  qu’on  eût  \—p  et  ii  = <7  , d’où  il 


résulte  U = — — ; et  celte  condition  étant  remplie,  on  n’aurait 
plus  qu’à  intégrer  /Vdx. 

Cette  condition  ne  serait  pas  nécessaire,  si  l’on  particulari- 
sait la  relation  qu’on  suppose  entre  x et  7;  car  par  son  moyen 
on  chasserait  x,  dx  et  d’x,  et  l’on  aurait  <l\y  en  t et  df  seuls. 


Application  dn  Calcul  intégral  à la  quadrature  des  courbes  et  à 
leur  rectification , à la  quadrature  des  surfaces  et  à l'évaluation 
des  volumes  qu'elles  comprennent. 

, De  la  quadrature  des  courbes. 

• V ' . ' 

24-4.  La  quadrature  des  courbes  se  réduit  à l’intégration  de 
la  différentielle  Xdx,  en  nommant  X la  fonction  de  x,  qui  ex- 
prime leur  ordonnée  (65)  : il  ne  s’agira  donc  ici  que  d’appli- 
quer à celles  qu^sont  les  plus  connues,  les  méthodes  exposées 
précédemment  pour  effectuer  cette  intégration. 

Les  courbes  dont  l’équation  est  la  plus  simple  sont  4es  pa- 
raboles des  divers  ordres,  dans  lesquelles  y*  = pxm;  on  èn 

I m *“  • i . 

lire /= p"x*9  et  par  conséquent 

• 1 

I m ~ r» -H» 

/Xdx=//r”dx  = — — x “ -hconsl. 

J r m-t-n  ■; 
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Toutes  ces  courbes,  comme  on  voit,  sont  cartables;  c'est- 
à-dire  qu’on  a l’expression  finie  et  algébrique  de  la  surface  du 
segment  compris  entre  leur  arc,  l’axe  des  abscisses  et  l’ordon- 
née. II  est  facile,  par  l’expression  de  ce  segment,  de  calculer 
celle  de  tout  antre  espace  contenu  entre  une  portion  de  la 
courbe  et  des  lignes  droites  formant,  avec  les  abscisses  et  les 
ordonnées,  des  polygones  dont  la  Géométrie  élémentaire  donne 
la -mesure;  on  en  verra  plus  bas  des  exemples  (252-255). 

Les  courbes  proposées,  passant  par  l’origine  des  abscisses, 
puisqu’on  a en  même  temps  ar  = o et^-=  o,  si  l'on  veut  avoir 
leur  aire,  à partir  de  ce  point,  il  faut  supprimer  la  constante 


arbitraire,  parce  que  l’expression 


7 m-H» 

—1—X  * 


s’anéantit  d’ellc- 


même  quand  on  y fait  x = o.  Pour  avoir  ensuite  l’aire  BCMP 
(Jig.  44),  comprise  entre  les  ordonnées  BC  et  PM,  correspon- 
dantes aux  abscisses  AB  = a et  AP  = #,  il  suffira  de  retrancher 


np « — nn * 

de  — ; — x * , qui  exprime  l’aire  ACMP,  la  quantité— Ç — a * 


OT-t-rt 

égale  à l’aire  ACB,  et  l’on  aura  ainsi 


m-t-ra 


BCMP 


np*  ( » 

— £ — \ x * —a  * )■ 


np*  — 

Quand  l’exposant  n est  pair,  l’expression  — _^_nx  " est  sus- 
ceptible du  double  signe  et  comme  alors  la  même  abscisse 
AP  appartient  à deux  branches  ACM  et  Aem,  on  a deux  seg- 
ments, ACMP  et  AcmP  : celui  qui  renferme  les  ordonnées  po- 
sitives a une  valeur  positive,  et  l’autre  une  valeur  négative. 

Lorsque  les  exposants  m et  n sont  impairs  l’un  et  l’autre, 

m- H» 

la  quantité  x * n’a  qu’un  seul  signe  et  reste  toujours  positive, 
quel  que  soit  le  signe  de  x;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  dans 
ce  cas  l’une  des  deux  branches  de  la  courbe  proposée  a ses  ab- 
scisses et  ses  ordonnées  négatives  en  même  temps.:  il  suit 
donc  de  là  que  les  aires  correspondantes  à des  abscisses  et  à des 
ordonnées  négatives  doivent  être  regardées  comme  positives. 

V-  . * , - * « • ' 1 9 • . 
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,Si  n seule  est  impaire,  alors  la  quantité  x " devient  néga- 
tive en  même  temps  que  x ; mais  dans  ce  cas  les  deux  bran- 
dies de  la  courbe  proposée  sont  du  même  côté  de  la  ligne  des 
abscisses,  et  les  ordonnées  demeurent  toujours  positives. 

En  rapprochant  ces  remarques,  on  en  conclura  que"  l'aire 
d'une  courbe  est  positive  quand  l’abscisse  et  l’ordonnée  sont  de 
• même  signe,  et  négative  lorsque  le  contraire  a lieu. 

Tous  les  segments  paraboliques  ont  "un  rapport  constant  avec 
lè  rectangle  ADMP,  formé  sur  l’abscisse  et  sur  l’ordonnée;  car 
l'expression 

' • n 


•-•vV 


/ - 


X ■ p"  X" 


équivaut  à 


T? 


m-\-n 


xy,  en  vertu  de  l’équation  y — pn  x"- 


Lorsque  n — m,  la  parabole  devient  une  ligne  droite,  puisqu’on 

I ■ , 

a y=p"x\  le  segment  ACMP  se  change  dans  le  triangle  AMP, 
dont  la  valeur  est,  par  la  formule  ci-dessus  comme  par  la  Géo- 
métrie élémentaire,  égale  à ^ xy.  , • : 

En  faisant  n — 2 et  m = 1 , on  tombe  sur  le  cas  de  la  parabole 
2 

ordinaire,  et  l’on  trouve  -^xy  pour  la  valeur  du  segment  ACMP. 

245.  Je  vais  chercher  maintenant  la  valeur  du  segment  des 
courbes  représentées  par  l’équation  xmym=p,  qui  se  tire  de 

I m 

y^zzzipx",  en  y changeant  -l-m  en — m;  on  a y=p"x  ■ et 


fXdx. 


np" 


■const. 


Les  courbes  proposées  sont  les  hyperboles  des  divers  ordres, 
rapportées  à leurs  asymptotes,  et  sont  composées  de  plusieurs 
branches,  telles  que  UMV  [fig.  45),  inscrites  dans  les  angles 
que  forment  ces  droites.  En  comptant  les  segments  de  l’ori- 
gine des  abscisse^,  ils  renferment  l’espace  infini  en  longueur, 
compris  entre  la  partie  CV  de  la  courbe  et  son  asymptote  AY, 
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et  dont  l’aire  est  infinie  ou  finie,  selon  que  m est  plus  grande 
ou  moindre  que  n.  En  effet,  pour  avoir  l’espace  BCMP,  pris 
depuis  l’abscisse  AB  = « jusqu  a l’abscisse  AP  = b,  il  faut 

faire  (235)  successivement  x = a et  x — b dans  l’expression 


np" 

n — m 


x " > et  retrancher  le  premier  résultat  du  second  : on 


aura  donc  BCMP  : 


„ / n—m  n—m\ 

-!¥L-{b  » —a  " / . Si 

n ni  ' ' 


maintenant  on  sup- 


n — m 

pose  a = o,  le  point  B tombera  sur  le  point  A,  et  l’espace  BCMP 

n — m 

se  changera  en  YAPM  V ; or  la  quantité  a " sera  infinie  ou  nulle, 
selon  qu’on  aura  /»>  ou  <[n:  dans  le  premier  cas. 


YAPMV 

* 

et  dans  le  second 


np " 


m- 


* ■ 1 . 1 . • 

. • „ ■ / n—m  \ “ n—m 

’ yapMv  = -^-(b  » — 

n — m \ J n — m 

. - ' ' * r'  * * 1 I 

En  laissant  a.  d’une  grandeur  assignable,  et  faisant  b infini, 
on  aura  alors- l’espace  XBCU,  qui  sera  infini  si  m est  moindre 


. np«  üzr 

que  n,  et  qui  sera  égal  a ^ ^ a ",  si  m surpasse  n.  Il  résulte 

de  là  que  quand  m et  n sont  inégaux,  des  deux  espaces  asymp- 
totiques, l’un  est  infini  et  l’autre  fini> 

La  raison  de  cette  différence  se  trouve  dans  le  plus  ou  moins 
de  rapidité  avec  laquelle  la  courba  s’approche  de  son  asymp-' 

i i 

— 

tote;  et  puisque  y=  — et  x — — , il  est  facile  de  voir  que 

m "en 

x“  jr"' 

quand  m>» n,  j décroît  beaucoup  plus  vite  que  x,  que. par 
conséquent  la  courbe  s’approche  beaucoup  plus  rapidement 

de  l’axe  des  abscisses  que  de  celui  des  ordonnées,  et  vice  vend. 

, • 

* - * * ‘ - 
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\ Ht 

En  mettant  / au  lieu  de  p"x  * dans  l'expression 


— £ — x " : 


x . p*x  " , 


elle  deviendra - 


xy,  et  la  valeur  de  l’aire  YAPMV  sera 


nxy  ...  , nxr  . . 

- — 1-  const.  11  semblerait  que  le  terme = — doit  seva- 

n — m - n — m 

nouir  lorsqu’on  fait  x—  o;  mais  ce  qui  précède  prouve  la  né- 
cessité de  ne  rien  prononcer  à cet  égard,  avant  d’avoir  substitué 
pour  y sa  valeur  en  x. 

, 1 ' 1 

246.  Quand  n = m,  on  a xy  = p*,  ou  xy=  p,  en  changeant  pn 
en  p,  ce  qui  est  indifférent;  la  courbe  dont  il  s’agit  dans  ce  cas 
est  l’hyperbole  ordinaire,  et  équilatère  si  l’angle  des  coordon- 
nées est  droit.  L’expression  générale  de  l’aire,  trouvée  au 
n°  précédent,  se  présente  alors  sous  une  forme  infinie,  quelle 


que  soit  x,  et  la  différentielle  de  cette  expression,  étant 


pdx 


a pour  intégrale  p\x  -y  const.  Les  espaces  asymptotiques  sont 
infinis  l’un  et  l'autre,  car  \x  devient  tel  par  la  supposition  de 
x = oet  par  celle  de  x infini. 

Soit  UMV  IJig.  46)  une  des  branchés  de  l’hyperbole  équi- 
latère dont  le  demi-axe  transverse  AC  = «,  et  la  puissance 

. BC  X AB  ==  AB*  = (Jri g.,  164)  ; on  aura  p=  ^ a\  et  comp- 

tant les  airesà  partir  de  l’ordonnée  BC,  correspondante  au  som- 

1 I T A p 

met  C,  on  obtiendra BCMP  = -«,J  ■ AP a,l.AB=-«îl.T-s- 

2 2 2 AB 

Si  l’on  prend  AB  pour  l’unité,  il  viendra,  à cause  de 
l.i=o,  BCMP  = 1 . AP.  On  aura  de  môme  BCM'P' = l.AP'f 
BCM"P"=-1.AP",  etc.,  d’où  il  suit  que  si  les  abscisses  AP,  AP', 
AP",  etc.,  sont  en  progression  par  quotient,  les  aires  corres- 
pondantes BCMP,  BCM'P',  BCM"P",  étc.,  seront  en  progression 
par  différence. 

247.  L’hyperbole  que  je  viens  de  considérer  étant  équilatère, , 
n’a  donné  que  des  logarithmes  népériens;  mais  en  variant 
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l’angle  deâ  asymptotes  et  prenant  toujours  AB  = i,  on  peut  ob- 
tenir une  infinité  d'autres  systèmes  de  logarithmes.  Soit  UMV 
[fig*  47).  une  hyperbole  quelconque;  en  menant  les  ordonnées 
PM,  parallèles  à l’asymptote  AY,  on  prouvera,  par  des  raison- 
nements analogues  à ceux  du  n°G5,  que  le  parallélogramme 
PMRP'  est  la  différentielle  de  BCMP.  Or,  si  l’on  mène  P'Q  per- 
pendiculaire sur  PM,  on  trouvera 

P'Q  = PP' . sin  P'  PQ  = PP'. . si  n XAY  ; 

désignant  parwi’angle  des  asymptotes,  on  aura  P'Q  = d.r  sinw, 
et  par  conséquent  PMKP'=jd.r  sinw.  Si  l’on  met  pour  y sa 
I (J  ce 

valeur  - , il  en  résultera  sinw  pour  la  différentielle  de  l’aire 
x x 

BCMP  ; et  par  conséquent  BCMP  = 1 x=  1 . AP,  en  prenant  sinw 
pour  module  (28).  * 

Celui  des  logarithmes  ordinaires  étant  0,4342945  (.30),  on  a 
sinw  = o, 4342945,  d’où  il  suit  que  tes  asymptotes  de  l’hyper- 
bole dont  les  aires  donnent  les  logarithmes  ordinaires,  font 
entre  elles  un  angle  de  o», 28601. 

248.  Considérée  analytiquement,  la  quadrature  de  l’hyper- 
bole ordinaire  présente  une  singularité  qui  ne  peut  être  passée 
sous  silence  ; c’est  que  les  espaces  asymptotiques  ykpmv 
[fig-  4^),  correspondants  aux  abscisses  négatives,  ne  sauraient 
être  compris  dans  la  même  formule  que  les  espaces  YAPMv 
qui  répondent  aux  abscisses  positives.  En  effet,  la  fonction  \x 
qui  exprime  ceux-ci  (246),  non-seulement  devient  infinie  quand 
x — o,  mais  passe  à l’imaginaire  quand  x devient  négatif,  parce 
que  l’équation  u—  \x,  dérivant  de  x=e“,  n’admet  point  de 
valeur’ négative  pour  x. 

Cette  difficulté,  sur  laquelle  je  ne  saurais  m’arrêter  ici,  tient 
au  passage  de  l’ordonnée  y par  l’infini,  qui  paraît  rompre 
quelquefois  le  lien  de  la  continuité  entre  les  aires  (*).  Cha- 
cune de  ces  aires  s’exprime  cependant  très-bien  en  particulier; 
car  si  l’on  prend,  sur  le  côté  négatif  de  l’axé  des  abscisses,  des 


(*)  Voir  le  Traité  in-4°,.  tome  I,  page  t34>  tome  11,  page  161J  Ionie  III, 
pagoüiï.  • 
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parties  Ab  = AB,  Ap=AP,  on  aura 

bcmp  = BCMP  = 1 . = (246). 

La  même  chose  se  conclut  aussi  du  calcul,  en  observant  que 
si  l’on  change  .r  en — x,  la  différentielle  de  l’aire,  devenant 

• . . ' ■ ' • t 

— dx  dx  ' 


i * ■ i 

a encore  pour  intégrale \x-\-const.  > ' . 

249.  En  faisaniÂC  = rt,  AP=xet  PN  =/  (Jig.  48),  l’équa- 
tion du  cercle  ANE  sera /,  = 2éw — x',  et  le  segment  ANP 
aura  pour  expression  JdxsJ^ax — ■ x 3,  qui  se  transforme 

en  — /d«(fl! — u1)1,  lorsqu’on  fait.r  = a — u.  Or,  la  for- 
mule (B)  (195)  donne  - 

— fdu(a'— u’ÿ  ——  £«(as— «J)T  — ia’/dt^a’—  u»)"* 


= — -«y/a’ — w’-f -a’  Ç . 

2 2 J y/  a? — 

de  plus 

(“*=;)  (36)i 

avec  celte  valeur  et  celle  de  u,  on  trouve 

fd  x V2 ax-^x'—  ; . i 

— - («  — x)\j 2 ax- — .r’  -H  - aJ  arc  (cos  = r-~x\  , 
2 . a-  \ a ) 

résultat  qui  s’évanouit  quand  x—o. 

11  est  facile  de  reconnaître,  dans  la  partie 

-(a—  x)  ijiax  — x\ 

l’aire  du  triangle  PCN,  de  voir  que 


1 , ! a — x\ 

- a1  arc.  cos  = ■- 

2 \ a ) 


> ou  AC.  arc  AN, 

2 


est  celle  du  secteur  ACN;  or  ANP  ==  ACM — PCN. 
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Quand  on  y fait  x = 2 a,  l’expression  de  ANP  devient^  n’ arc 
(cos  = — 1)=  -rt’w.ir  désignant  la  demi-circonférence  du  cer- 
cle dont  le  rayon  est  1 ; et  elle  appartient  alors  au  demi-cercle  : 
on  aura  donc  pour  le  cercle  entier  a'n  = Vîob,  ainsi  qu’on 

le  prouve  dans  les  Eléments  de  Géométrie. 

Le  développement  de  fAx^Jzax — x\  trouvé  dans  le  n°  205, 
donne  des  valeurs  approchées  de  l’aire  ANP. 

Si  l’équation  du  cercle  était  rapportée  au  centre,  on  obtien- 
drait immédiatement  par  la  formule  (B)  (195) 

fAx^a' — x2=z~x  \Ja’ — xJ  -(-i  a’ arc  ^sin  — • 

250.  L’ordonnée  de  l’ellipse  étant  ^2 ax — x % le  segment 

elliptique  AMP  sera  égal  a^/Ax  sj-iax — x\  et  comme  il  est 

nul  en  même  temps  que  le  segment  circulaire  ANP,  on  aura 
ANP:AMP::a:ê;  car  il  est  facile  de  Conclure  du  n°  236  que, 
quand  deux  différentielles  sont  dans  un  rapport  constant,  ce- 
rapport  est  aussi  celui  des  intégrales,  si  ces  intégrales  sont 
nulles  en  même  temps.  , . 

D’après  ce  qui  précède,  l’aire  du  cercle  décrit  sur  le  grand 
axe  d’une  ellipse,  pris  pour  diamètre,  étant  à l’aire  de  cette 
courbe  comme  le  grand  axe  est  au  petit,  celle-ci  est  équiva- 
lente au  cercle  décrit  sur  un  rayon  moyen  proportionnel  entre 
les  moitiés  de  ces  axes.  En  effet,  par  le  rapport  ci-dessus,  l’aire 

de  l’ellipse  estera’  X - ou  vab,  et  cette  dernière  quantité  re- 

présente  évidemment  l’aire  du  cercle  dont  le  rayon  serait  \füb. 

251.  L’hyperbole  rapportée  à son  axe  transverse  a pour 

b1 

équation  y1  — — ( 2 ax  + x1),  et  donne 


AQK  — ~f' d x \j2ax-\-x'. 
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Cette  intégrale  peut  s’obtenir  par  les  logarithmes  (483)  ou  se 
développer  en  série;  mais,  au  lieu  de  m’arrêter  à calculer  ces 
résultats,  je  m’occuperai  des  secteurs  elliptiques  et  des  sec- 
teurs hyperboliques,  dont  les  expressions  différentielles  se 
présentent  souvent.  . . 

252.  Soit  AB ab  une  ellipse  dont  le  demi  grand  axe  AC  = a, 
le  demi  petit  axe  BC  = b-,  en  faisant  CP=x  il  vient 

I ‘ • ‘ ' 

« 

H est  évident  que  le  secteur 

ACM  = CMP  H-  AMP, 

d . ACM  — d . CMP  d . AMP, 

CMP  = - CP  X PM  = - — 

2 2 a . 

iAur='-i(ax*?=?—£^\ 

2 a\  y ia'  — x1  J 

d . AMP  = — - dx  fa'  — x\ 
a 

La  dernière  de  ces  différentielles  est  affectée  du  signe —,  parce 
que  l’aire  AMP  décroît  lorsque  x augmente  ; et  elles  donnent 

r A fl1  d x 

d.ACM  = — --  -=====. 

2 a y a’  — xJ 

Si  l’on  fait  ^ = 1 , le  secteur  elliptique  ACM  se  changera  dans 

le  secteur  ACN,  appartenant  au,  cercle  AE ae  décrit  sur  le  grand 
axe  A a comme  diamètre  : on  aura  donc 

d.ACN=  — =-ax-  aAx 


2 V«J  — x1  2 


y /a3  — x1 


aAx 


étant  la  différentielle  de  l’arc  AN,  il  en  résulte. 


Mais  -, 

y a1 — x' 

ainsi  que  de  la  Géométrie  élémentaire, 

ACN  = - a X AN  AC  X AN  ; 
2 2 
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et  puisque  les  secteurs  ACN  et  ACM  ont  leur  origine  commune 
au  point  A,  on  en  conclura  (250)  que  le  secteur  elliptique 


ACM  = - ACN  = - BC  X AN. 
a -2 


253-  Dans  l’hyperbole  Xkx,  décrite  sur  les  mêmes  axes  que 
l’ellipse  ABo5,  et  dont  l’équation  est 


y — - Jx’ — a1, 

J a 

le  secteur  ACR  = CQR  — AQR,  ce  qui  donne 

r . 

d.ACR=  d.CQR — d.AQR; 


et  comme 


bx 


CQR  = ^ CQ  X QR  = ^ 


on  aura 


d.AQR  = - Ax  six' — a\ 


. . ,.n  1 b «’dx 

d.ACR  = - ■ 

2 a y/x- 


a‘ 


d’où  l’on  voit  que  la  différentielle  du  secteur  hyperbolique  est, 
aux  signes  près,  la  même  que  celle  du  secteur  elliptique. 

254.  Le  secteur  hyperbolique  ACM  [Jig.  47)  est  égal  à l’es- 
pace asymptotique  BCMP;  car 


et 


ABC  = 


ACM  = BCMP  4-  ABC  — AMP, 


ABxBCXsinB  APxPMxsinB 


= AMP. 


255.  Ce  qui  précède  suffit  pour  faire  voir  comment  le  calcul 
intégral  s’applique  à la  quadrature  des  courbes  ; cependant  je 
ne  puis  quitter  ce  sujet  sans  donner  quelques-uns  des  résultats 
intéressants  auxquels  les  géomètres  sont  parvenus  par  rapport 
aux  courbes  transcendantes. 

Dans  la  logarithmique,  dont  l’équation  est  y — I x,  on  a 
J'y d.r= y’dxlx  = .rlar — x consi . (207)..  La  partie  variable 
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de  cette  expression  devient  nulle  lorsque  x — o\  car  en  fai- 
sant .t?=— , elle  prend  la  forme  — — -,  sous  laquelle 

^ . r fH  fît 

elle  est  nulle  quand  ni  est  infinie  (99).:  il  est  donc  inutile, 

d’après  cela,  d’y  ajouter  une  constante  lorsqu’on  veut  avoir  les 
segments  à partir  du  point  A ( fig . 4g). 

En  y faisant  a?=-AE=i,  elle  donne  l’expression  de  l’espace 
asymptotique  cKEx,  qui  est  fini  et  égal  à — i. 

Si  l’on  prend  les  ordonnées  à la  place  des  abscisses,  on  aura 
f xdy=.J dx  = x pour  l’espace  eOMr,  appuyé  sur  l’axe  des 
ordonnées  AC,  et  dont  l’expression  est  algébrique  ; je  n’y  ai 
point  ajouté  de  constante,  parce  qu’elle  s’évanouit  en  même 
temps  que  x.  L’espace  cAEa?,  qui  répond  à a?  = AE  = i,  a, 
par  cette  formule,  la  même  valeur  que  par  la  précédente,  abs- 
traction faite  du  signe. 

J’ai  supposé  le  module  égal  à l’unité;  s’il  était  désigné  parltf 
on  aurait 

fdxlx  = xlx — /Mdx  = xlx  — Ma? 
et 

f xdy  = Mx. 

256;  En  discutant  la  courbe  dont  l’équation  est 

a* 

y — —i 

on  trouvera  sans  peine  la  forme  indiquée  dans  la  fig.  5o. 
L’axe  CC’  des  r est  asymptote  des  branches  11F,  R' F',  et  AB', 
côté  négatif  de  l’axe  des  x,  l’est  de  la  branche  M'K\ 

La  quadrature  de  cette  courbe  dépend  de  l’intégrale 

dont  le  développement  en  série,  obtenu  dans  le  n°214,  semble 
ne  pouvoir  convenir  à la  partie  de  l’aire  correspondante  aux 
abscisses  négatives,  à cause  de  son  premier  terme  1 xc  qui  de- 
vient imaginaire;  cependant  si  l’on  appliquait  à cette  recherche 
le  procédé  du  n°  233,  on  obtiendrait  des  résultats  réels.  Cette 
difficulté,  du  même  genre  que  celle  qui  a été  indiquée  dans  le 
n°  248,  se  lève  en  changeant  le  signe  de  x avant  l’intégration  ; 
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J' a-1  X — dx 


X 


=/ 


a~*Ax  , xlrt  x’flrt}*  x’flnV 

= 1 x 1 i — i ' — -+-  etc.  H -const., 

x t . i 1.2. a 1.2. 3. 3 


comme  si  l’on  avait  changé  x en  — x dans  les  seuls  termes  _ 
algébriques  du  développement  cité. 

Pour  savoir  ce  que  sont  les  trois  espaces  asymptotiques  de  la 
courbe  proposée,  il  faut  chercher  les  valeurs  que  prend  l’inté- 


, fa*  dx 

sraleJ  — 


entre  les  limites 


et  x — n. 


et 


: — », 


x = — n et  x = — infini, 

n désignant  une  quantité  finie  quelconque.  Dans  le  premier  et 
dans  le  second  cas,  on  trouve  un  résultat  infini;  puisqu’en 
faisant  x = o,  soit  dans  la  série  du  n°  214-,  soit  dans  celle  qui 
Vient  d'être  rapportée,  elles  se  réduisent  à l.o;  mais  on  ne 
saurait  rien  prononcer  sur  le  troisième  cas,  parce  que  les  termes 

du  développement  de  J ~~~~  étant  alternativement  de  signes 

çontraires,  il  se  peut  que  la  différence  entre  la  partie  positive 
et  la  partie  négative  demeure  finie,  quoique  chacune  de  ces 
parties  soit  infinie;  et  c’est  ce  qui  arrive  en  effet,  comme  l’a 
prouvé  Mascheroni,  en  déterminant  la  constante  arbitraire  de 
manière  que  l’intégrale  s’évanouisse  lorsqu’on  y suppose  x in- 
fini; en  sorte  que  l’espace  asymptotique  B'P'M'K',  compris 
entre  les  limites  x—-^n  et  x = — infini,  est  d’une  grandeur 
finie  (*).  ” „ 

La  transformée  / (214),  obtenue  en  faisant  a*=z,  pré- 

sente les  mêmes  circonstances  à cause  du  terme  11  z qui  com- 


(*  ) Voyez  le  Traité  in-/(°,  tome  III,  page  5|3. 
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mence  son  développement,  et  qui  devient  imaginaire  quand  la 
est  négatif  (*). 

257.  L’équation  de  la  cycloïde  étant 

(Ht). 

v2«r— y*  , 

il  vient 


expression  qu’il  serait  facile  d’intégrer  par  les  arcs  de  cercle, 
au  moyen  de  la  formule  du  n°  199  ; mais  on  peut  arriver  à un 
résultat  plus  simple  en  prenant  la  différentielle  du  segment 
ACQM  ( Jig . 5i),  dont  l’ordonnée  QM  = AC  — PM  = ?.a — y. 

Posant,  en  conséquence,  — y = z,  on  aura 


et  l’on  obtiendra 
z 

donc 


d.  ACQM  = zAx, 


Ax  = (*?-r).rdr  = dj  v^-rp. 

V 2 ay  — y1 


ACQM  =fdy  2 ay — y* -y  const. 

Or  cette  intégrale,  exprimant  Paire  d’un  segment  du  cercle 
dont  le  diamètre  est  2 a et  l’abscisse  / (249),  représente  le  seg- 
ment Imn,  qui  s'évanouit  quand  y = o,  ainsi  que  le  segment 
ACMQ;  donc  ACMQ  — 1 mn.  Au  point  K,  où  y=ia,  le  seg- 
ment ACK  devient  égal  au  demi-cercle  lmKI.  Enfin  il  est  vi- 
sible que  l’espace  KMQ  = ACK  — ACQM  = K mn. 

Le  rectangle  AK,  ayant  pour  hauteur  IK  et  pour  base 


(*)  La  courbe  qui  répond  à l'équation  transcendante  .7=—-,  offre  une 

circonstance- remarquable.  Ne  s’étendant  point  du  côté  des  z négatifs,  puisque 
leurs  logarithmes  sont  imaginaires  (248),  et  passant  par  l’origine  des  coordon- 
nées, àcausequel.o  est  infini,  ce  qui  donne  7 = 0,  cette  courbe  commence 
brusquement  h ce  point,  ce  qui  est  contraire  à la  proposition  établie  par  rap- 
port aux  courbes  algébriques  (10t>).  Les  courbes  du  genre  logarithmique  pré- 
sentent encore  d’autres  singularités.  Voyez  le  Traité  in*4°,  tome  III,  page  Gi5, 
et  un  Mémoire  de  M.  Vincent,  Annales  de  Mathématiques , tomes  XV  et  XVI. 
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AJ  = ImK,  sera  quadruple  du  demi-cercle  1/mKI  ; retranchant 
de  ce  rectangle  l’espace  ACK  = !/kK1,  ii  restera  AMki  =3  fois 
I/nKI.  Il  suit  de  là  que  l'espace  AKLA,  compris  entre  une 
branche  de  la  cycloïde  et  son  axe,  est  triple  du  cercle  généra- 
teur. . ' . 


258.  11  me  reste  à parler  des  spirales;  je  vais  m’occuper 
d’abord  de  celles  que  représente  l’équation  ù —at‘  (117),  dans 
laquelle  t est  l’arc  ON  [J>g.  5a)  d’un  cercle  dont  le  rayon  A0=  i 
et  u — AM.  Les  coordonnées  étant  polaires,  la  différentielle  de 


u'At 


2 


(120).  Mettant  pour  « sa  valeur,  et  intégrant, 


■cortst.;  et  quand  n est  positive,  on  doit 


l’aire  sera 

il  viendra  

2 

négliger  lg  constante  lorsque  l’on  compte  les  aires  en  parlant 

de  la  ligne  AO*  sur  laquelle  t ==  o : alors  l’aire  ACM  = 

- 4 n 4-  2 . 

Après  une  révolution  du  rayon  vecteur,  on  aura  l’espace 


ACMR  : 


«J(  2ff) 


4«  -I-  2 

n étant  la  demi-circonférence  du  cercle  ON. 

*■  *.“  ’ . ■ ’ I 

Dans  la  spirale  d’Archimède  (117),  a — — » n = i et 

25  TT 

t3 

ACM  =—r— j résultat  qui,  lorsqu’on  y fait  t—m,  donne 
24ir 

ACMB  = |>  c’est-à-dire  le  tiers  du  cercle  ON,  puisqu’il  s’agit  < 

d’unités  carrées,  et  que  l’aire  de  ce  cercle  est  * (i)*. 

Dans  la  seconde  révolution,  le  rayon  vecteur  AN  repasse  sur 
l’aire  tracée  dans  la  première,  et  ainsi  de  suite  à chaijue  révo- 
lution, en  sorte  que  ces  aires  s’ajoutent  les  unes  aux  autres, 
et  que  pour  donner  seulement  celle  qui  est  terminée  par  la 

—j—  doit  être  prise  entre  les 

limites  t — (m  — i ) a*  et  f=«.2ir; 


m 


Pour  la  spirale  d’Archimède  on  trouve  ainsi 


. m 3 — [m — i)J 


. . « 


. *,  \ 
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Si  l’on  calcule  l’aire  terminée  par  la  révolution  suivante, 
e’est-à-dire  la  [m  -+-i et  qu’on  en  retranche  celle  qui  la 
précède,  on  aura  pour  l’espace  compris  entre  deux  révolutions, 
ou  spires, 

,(R  + ,)>->É+(R-)'f=a||t) 


ce  qui  revient  à s.n  quand  m = i,  et  montre  que  l’espace  com- 
pris entre  la  m1*"*  et  la  (m  + i)'™*  spire  est  égal  à m fois  celui 
qui  est  renfermé  entre  la  première  et  la  seconde,  ainsi  que  l’a 
trouvé  Archimède. 

Dans  fa  spirale  hyperbolique,  où  n = — i , on  a 


P2 


co  nsi., 


et  l’aire  comprise  entre  les  deux  rayons  vecteurs  correspon- 
dants à<=6età/=c  sera 


expression  qui  devient  infinie  quand  t==o,  à cause  de  l’espace 
comprisentreraxeAB(_/îg.32)  et  la  branche  infinie  MK  (p.  t4o). 
Dans  la  spirale  logarithmique  enfin.  t = \u  (128), 


u? 

-t  -(-  const. 

4 


De  la  rectification  des  courbes.  , 

259.  La  différentielle  de  l’arc  d’une  courbe  rapportée  à des 
coordonnées  perpendiculaires  entre  elles  est  exprimée  par 
vM x7-+-  dj1  (64);  en  y substituant,  au  lieu  de  d/%  sa  valeur 
tirée  de  l’équation  différentielle  de  la  courbe  proposée,  elle 
prendra  la  forme  Xda:,  et  son  intégrale  donnera  la  longueur 
de  l’arc  d’une  courbe.  Demander  la  longueur  de  l’arc  d’une 
courbe,  c’est  demander  sa  rectification,  parce- que  la  solution 
de  ce  problème,  lorsqu’elle  s’obtient  exactement,  met  en  état 
d’assigner  une  ligne  droite  qui  soit  égale  à l’arc  dont  il  s’agit. 

2G0.  Je  prends  pour  premier  exemple  les  paraboles  des  di- 
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vers  degrés  représentées  par  l’équation  y = px ",  n étant  un 
nombre  quelconque  entier  ou  fractionnaire;  il  vient 

d_y  = npx'~'dx,  \j d x7 -4-  djJ  = dx\/i  + ; 

l’arc  parabolique  sera  donc  exprimé  par 

‘ I. 

fdx  (i  n7p7x,K-7)\. 

¥ 

Cette  intégrale  s’obtiendra  sous  une  forme  finie  et  algébrique 
lorsque  l’exposant  in  — 2 sera  égal  à l’unité  ou  s’y  trouvera 
contenu  un  nombre  exact  de  fois  (192). 

3 

Soit  d’abord  m — 2 = 1,  il  en  résultera  n — - et 

2 


J dar  (i-l—  *= 


: — ^1(14-  7 p7X 

27/r 4 


• const.', 


la  courbe  proposée  sera  donnée  par  l’équation  y = px 7 ou 
p*x \ et  sera  par  conséquent  la  même  que  la  parabole  du 
troisième  degré  qui  est  ta  développée  de  la  parabole  ordi- 
naire (81).  Si  l’on  compte  les  arcs  à partir  du  point  où  x = a, 
on  aura  * ’ 


En  faisant 


= »,  i désignant  un  nombre  entier,  on 


trouvera  n ■ 


2 i — f- 1 , 

: : — •>  et  l’équation  y^'  — p7'. rJ,+‘  fournira  une 


infinité  de  paraboles  rectifiables;  à l’égard  des  autres,  on  ne 
peut  obtenir  leùrs  arcs  que  par  approximation. 

Pour  la  parabole  ordinaire,  dans  laquelle  71=2,  on  a 

Jdx[i  -|-4 p7x7)2  ; par  la  formule  (B)  du  n°  195,  on  trouve 

/ . - 

fdx  (l  + Hp'x'ÿ  = ?-x(l  + 4p7X7Ÿ  f 1^=; 

2 J VI -+-AP  X- 

et  comme 


/; 


.dar  _ _r_  j , 
\ji-+-4p7x7  7 P ^ ^ 


■sJ  1 4-  ^p7x7)  + const.  ( 184), 


G*cd.  I. 
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/d x ( i 4-  4 P'x 1 ) ’ = j x ( 1 4-  4/»J^5 ) * 

■ . 4-  ^ I (2 px  + \Ji  4- 4 p'x7)  4-  const. 

Telle  est  la  valeur  d’un  arc  quelconque  de  la  parabole  ordi- 
'naire;  on  peut  y supprimer  la  constante,  en  faisant  commen- 
cer l’intcgrale  lorsque  x =0. 

L’arc  des  hyperboles  données  par  l’équation  y — px~n,  a 

pour  expression  >/x-',~,dx  (x1"+,  4-7pp,),(  et  né  peut  s’obte- 
nir que  par  approximation. 


261.  La  différentielle  de  l’arc  de  cercle  est 


ad  x 


qu’on  partde  l’équation/1  ==a’  — x'  (64),  et  • 


adx 


;»  lors- 


1 :)  quand 

Va  ax — x r* 

on  emploie  l’équation^1  = 2 ax  — x’;  sous  l’une  et  l’autre  de 
pes  formes,  son  intégrale  ne  peut  s’obtenir  que  par  approxi- 
mation, et  j’en  ai  déjà  donné  plusieurs  développements  (205). 

262.  Je  passe  à l’ellipse,  et  je  prends  pour  équation  de  cette 
000^)6/*  = — (a*  — x’);  la  différentielle  de  son  arc  sera 


dx  \fa* — (a1 — 6J)  x1 


En  faisant  pour  plus  de  simplicité  le  grand 


a V*  « ’ — x1 

axea  = i,  et  le  carré  de  l’excentricité  a 7 — b7  — 1 — b,  = e,t 

/i\X  J | _ g*!  . 

-==——•  Déjà,  dans  le  n°206,*j’ai  rap- 

Vi— 

porté  une  série  qui  donne  la  valeur  approchée  de  cette  inté-r 
grale,  lorsque  e est  très-petit,  et  qui  convient  aux  ellipses  peu 
aplaties.  ' • • . ' 

En  supposant  x = i dans  cette  série,  et  mettant  ^àla  place 

de  l’arc  A,  qui  est  alors  de  1»,  on  obtient 

1 ! 1 .)  1 . 1.1.3  1 .1 . 1 .3.3.5  \ 

— ir  1 e’ -—r—,  * TTr#  c.  e6  — etc.  ) , 

2 \ 2.2  2. 2. 4.4  l.î.j.lo.D'  J 
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développement  très-convergent  lorsque  e est  une  petite  frac- 
tion. 

263.  La  différentielle  de  l’arc  elliptique  s’exprime  d’une 
manière  très-simple,  au  moyen  de  l’arc  qui  lui  porrespond 
dans  le  cercle  décrit  sur  .le  grand  axe  comme  diamètre.  Soit 
EN  = ? (fg.  48)  ; on  aura 

r>n  • dj? 

CP  = :r=  sin<p,  = a <f, 


<J  i — .r* 


et  par  conséquent 


d.BM  = dç  y ï — è? siny’. 

* - ' v V ’ * 

264.  L’équation  de  l’hyperbole  étant 


r2  = — ( x7 
a7' 


■a'), 


on  a 


dx  s/ (a7 -i- b2) x'r-1  a* 


pour  la  différentielle  de  son  arc.  En 

1 a \Jx7- — ax 

faisanl«=  i,'a’ = e%  cet  arc  se  trouve  exprimé 

/d  x \j cP  x*  --  f ^ 

■'  — 5 et  peut,  dans  le  cas  ou  e est  très-près  de 

F1-'' 

l’unité,  se  développer  en  série  par  un  procédé  analogue  à celui 
du  n°  206. 

265.  Il  me  reste  à parler  des  courbes  transcendantes.  L’équa- 
tion de  la  cycloïde  étant 

d*=-J4^(m), 


on  en  tire 


\]dx7  -\~  dj 


>!  ?.ay — y1 

djr  y'âg 


y/îa — y 

différentielle  dont  l’intégrale  est 

= — 2 y^2a(2«—  y)  -f-  const. 

Il  est  évident  que  — y)  est  l’expression  de  la  corde 

mK  (Jig.  51)  du  cercle  générateur;  et  comme  la  partie  variable 
de  l’intégrale  s’évanouit  au  point  K oïi  y==2(i,  il  s’ensuit 

20. 
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qu’elle  exprime  l’arc  MK  : on  a donc 


MK  = 2.  ^ 2 a ( ■-•a — y)  = ?.mK. 

Quand  j = o,  cet  arc  devient  AK  = 2IK,  résultat  qui  s’accorde 
avec  ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  11G,  et  d’où  il  suit  que  l’arc 
total  AKL  est  quadruple  du  diamètre' du  cercle  générateur  (* *). 

266.  Pour  donner  un  exemple  de  l’usage  de  la  .formule 
^«'d/’-t-dM1,  qui  exprime  la  différentielle  de  l’arc  d’une 
courbe  rapportée  aux  coordonnées  polaires  (125),  je  prendrai 
les  spirales  dont  l’équation  est  u=.atn,  et  j’aurai  à intégrer  la 
différentielle 

d t \] d‘ t‘" ->r  n* a*  = at—'  d / ( P -h  h’)7- 

• •+* 

Æ.  jp  r 

Lorsque  n = i,  on  a seulement  adt  (P-m)’,  différentielle 
de  la  même  forme  que  celle  de  l’arc  de  la  parabole  ordi- 
naire (260),  et  d’où  il  suit  que  c’est  à la  rectification  de  cette 
courbe  que  se  rapporte  celle  de  la  spirale  d’Archimède.  • 

©ans  la  spirale  logarithmique  on  a t = 1 u,  ce  qui  donne 

\/  n'd  I3  -t-  d «’  = d u V 2 : 

l’arc  de  cette  courbe  a donc  pour  expression  u^2-+-consl., 
ou  seulement  u ^2,  en  partant  de  l’origine  des  rayons  vec- 
teurs; et  l’on  voit  que  quoiqu’il  se  trouve,  entre  cette  origine 
et  un  point  quelconque  de  la  courbe,  une  infinité  de  révolu- 
tions, elles  ne  composent  cependant  qu’une  longueur  finie, 
égale  à la  diagonale  du  carré  fait  sur  le  rayon  vecteur. 

De  la  cubature  des  corps  terminés  par  des  surfaces  courbes,  de 
la  quadrature  de  leurs  aires,  et  de  l'intégration  des  différen- 
tielles partielles.  1 

267.  Les  surfaces  courbes  que  les  géomètres  ont  considé- 


(*)  Si  l'on  représente  par  s l’arc  MK,  par  y’  la  ligne  Kn  = au  — r,  et  qùo 
l’on  change  an  en  a',  l’expression  de  MK,  trouvée  ci-dessus,  donne  l'équation 

J ;=  , ou  j*  = \ a' y', 

dont  on  se  sert  dans  la  Mécanique.  - , • * 


I ' ~ ’ ■ ‘ . ' ’ 
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rées  les  premières,  sont  celles  de  révolution,  parce  que  les 
différentielles  de  leurs  aires  et  des  volumes  qu’elles  com- 
prennent, ont  une  expression  plus  simple  que  leurs  analogues 
dans  les  surfaces  courbes  en  général. 

Soit  « le  volume  du  corps  engendré  par  le  segment  AMP 
[Jig.' 53)  d’une  courbe  quelconque  A/,  tournant  autour  de  l’axe 
AB  pris  dans  son  plan  ; il  est  évident  que  ce  volume,  terminé 
par  le  plan  circulaire  décrit  par  l’ordonnée  MP,  est  une  fonc- 
tion de  l'abscisse  AP=.r.  Si  l’on  prend  une  autre  abscisse  AI1', 
que  l’on  mène  une  seconde  ordonnée  M'P'  et  les  droites  MB 
et  SM',  parallèles  à PP',  on  verra  que  le  volume  u s’accroît  de 
celui  que  décrit  le  trapèze  curviligne  PMM'P',  en  tournant  au- 
tour de  PP',  et  que  ce  dernier  corps,  compris  entre  les  cy- 
lindres engendrés  par  les  rectangles  MP'  et  M'P,  diffère  d’au- 
tant moins  de  l’un  et  de  l’autre,  que  les  points  M et  M'  sont 
plus  rapprochés,  en  sorte  que  la  limite  des  rapports  de  ces  trois 
corps  est  l’unité:  on  peut  donc, 'lorsqu’il  s’agit  8e  limites, 
prendre  le  cylindre  décrit  par  MP',  pour  le  corps  engendre  par 
PMM'P'.  Ce  cylindre  ayant  pour  base  le  cercle  décrit  par  le 
rayon  PM  = y,  son  volume  sera  t y’  X PP',  en  nommant  iz  le 

rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ; et  l’on  trouvera,  par 

* ‘ » ■* 

le  raisonnement  du  n°  G5,  que ^ = ry1,  d’où  u-=t f ÿ'ùx. 

Lors  donc  qu’on  aura  l’équation  de  la  courbe  AMZ,  on  substi- 
tuera pour  y sa  valeur  enx,  et  l’intégration  fera  connaître  le 
volume  d’un  segment  quelconque  du  corps  engendré  par  cette 
courbe. 

268.  Pour  trouver  la  différentiélle  de  l’aire  du  même  corps, 
il  faut  observer  que  l’accroissement  de  cette  aire  étant  décrit 
par  l’arc  MOM',  qui  s’approche  sans  cesse  de  la  corde  MM', 
tend  à se  cônfondre  avec  l’aire  du  tronc  de  cône  droit  décrit  par 
cette  corde;  et  en  passant  aux  limites,  on  peut  prendre  l’une 
pour  l’autre  (*).  Mais  l’aire  du  tronc  de  cône  droit  décrit  par 


(*)  On  verra  aisément  qu’il  n’en  est  pas  ainsi  de  celles  des  cylindres  inscrit 
et  circonscrit,  engendrés  par  MR  et  SM'. 
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MM',  aura  pour  expression 

••  .•  , ; ‘ < ■ • ; 

- (2*  MP  -1-2* M'P')  MM'  = * (MP  -+-  M'P')  MM'; 

2 . „ 

r.  •’  ' . 

et  en  la  comparant  à l’accroissement  de  l’abscisse  PP',  on  ob- 
tiendra 


ir(MP-f-M'P 


y n/  \ MM'. 


PP 


1/  * 


or,  en  passant  aux  limites,  M'P'  se  confond  avec  MP  ou  y,  et 
MM' 

PP' 


II'  / dV° 

1/  1 ■+"  (®*) : donc  le  coefficient  différentiel  de 

l'aire  décrite  par  l’are  AM,  est  égal  à 


y 1 


d y2 
dx^, 


et  par  conséquent  airj  ^x’-t-d^-’  est  Ta  différentielle  de  cette 
aire.  . ' • . 

On  parvient  sur-le-champ  à cette  expression,  ainsi  qu’à  celle 
du  numéro  précédent,  en  regardant  la  courbe  AMZ  comme  un 
polygone;  car  alors  l’élément  du  volume  est  le  cylindre  décrit 
par  le  rectangle  MP',  celui  de  l’aire  est  le  tronc  de  cône  décrit 
par  le  côté  MM'. 

\ t » ’ 

269.  J’insisterai  peu  sur  les  applications,  qui  n’ont  par  elles- 
mêmes  aucune  difficulté.  Si  l’on  prend  l’équation  à l’ellipse, 

- -v 

J3  — — *’)*  on  trouvera  que  le  volume  d’un  segment 

du  corps  qu’elle  engendre,  en  tournant  autour  de  l’axe  dé- 
signé par  2 a,  est  exprimé  par 

•r b 2 C.  . nb1  / x'\ 

— I {lax  — x1)  Ax  = ~rUx'—~  \+const.  (267); 

et  l’intégrale  étant  prise  depuis  x—  o jusqu’à  x = 2 a,  donne 
4' *ab ! . , 

— 5 — pour  le  corps  entier. 

Quand  a = b,  ce  oorps  devient  une  sphère,  et  son  volume 

^ ic  a? 

CSV  3 — ’ a'nsi  qu’on  le  trouve  par  la  Géométrie  élémentaire. 
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Si  l'ellipse  était  rapportée  à son  centre,  ou  qu’on  employât 

, . 7 b1  ' * . • • - - ; 

l’équation /J=  — (a1 — x’),  le  segment  serait 


/ 


7T  y T7 

— (aJ — x1)  dx  = (3 a’x  — x1)  'i-const. 


intégrale  qu’il  faudrait  prendre  depuis  x = — a jusqu'à  x = a 
pour  obtenir  le  corps  entier,  ët  qui  donnerait  alors  le  môme 
résultat  que  ci-dessus.  w ‘ \ 

L’pxpression  de  l’aire  serait 

l • ' . "■  • « •’  1*  . • i » 

. fixbûx^a' — (u1 — à,)xî 

J «r  ; 

Lorsque  cette  intégrale  se  rapporte  facilement  à l’aire 


du  segment  circulaire  dont  l’abscisse  est  x et  le  rayon  ^ ^ • 

Elle  est  logarithmique  quand  a</>,  puisque  le  radical  prend 
alors  la  forme  \jak- 1-  (6* — a1}  x’.  Enfin,  si  l’on  suppose  a — b, 
on  a seulement 

. ■ + 

/arradx  = nxax  -+-  const., 

intégrale  qui  donne,  en  la  prenant  depuis  x= — a jusqu’à  x—a, 

4 *a’  pour  l’aire  totale  de  la  sphère.  . i , 

270.  Je  considère  maintenant  les  surfaces  courbes  en  géné- 
ral, en  les  rapportant  à trois  plans  perpendiculaires  entre  eux, 
au  moyen  des  coordonnées  AP=x,  PM'=r,  M'M=i  (Jtg.  54). 

Le  segment  APGMM'QHD,  ayant  sa  base  APM'Q  sur  le  plan 
des  xy,  et  termine  par  les  deux  plans  PM'MG,  QM'MH,  res- 
pectivement parallèle^  à ceux  des  yz  et  des  xz,  et  par  la  sur- 
face courbe  proposée,  est  nécessairement  une  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  x et  y;  il  peut  s’étendre  succes- 
sivement dans  le  sens  de  chacune,  ou  varier  par  rapport  à 
toutes  deux  simultanément.  En  effet,  si  l’on  suppose  que, 

^-  demeurant  constant,  x se  change  en  AP  + Pp,  ce  segment 
s’accroîtra  de  la  tranche  PGMM'/n'mgp , et  de  la  tranche 
QHMM'  ni  nhqK  si  l’on  fait  varier  y seul  de  Qq;  enfin  si  x et  j 
deviennent  simultanément  AP  + Pp,  AQ  -+-Qq,  le  même  seg- 
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ment,  ayant  alors  pour  limites  les  plans  />N'Ng-,  gN'N/i,  diffé- 
rera de  son  état  primitif  par  les  deux  tranches  déjà  énoncées 
et  par  l’espèce  de  prisme  tronqué  M'm'N'n'aMmN,  qui  n’est 
autre  que  l’accroissement  de  la  première  trahchc  lorsqu’on  y 
fait  varier  y seul,  ou  celui  de  la  seconde  quand,  dans  cette 
dernière,  on  fait  varier  x seul. 

Si  l’on  représente  par  u la  fonction  de  a:  et  de  y qui  exprime 
le  volume  du  segment  APGMM'QUD,  il  est  évident  que,  dans 
l’expression  du  changement  total  de  celte  fonction  (41),  les 
termes  où  a:  a varié  seul  donneront  l’expression  de  la  première 
tranche,  ceux  où  y a varié  seul,  celle  de  la  deuxième  tranche, 
et  que  les  autres  appartiendront  au  prisme  tronqué  M'N;  on 
aura  donc 


M'N  = 


dJ« 

dardy 


hk  + 


i d 3 u 

i dar3dy 


/t’/r -t- 


1 d*« 

2 dardy3 


/i/r1  -H  etc. 


divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  hic,  et  passant 
aux  limites  relatives  à l’anéantissement  de  h et  de  le,  celle  du 
n 

second  membre  sera  • Or  le  prisme  tronqué  M'N  tend 

sans  cesse  vers  le  parallélipipède  formé  sur  la  base  M'm'N'/i' 
et  l’ordonnée  M'M,  et  peut  en  approcher  aussi  près  qu’on 
voudra.  Mais  si,  en  prenant  l’un  pour  l’autre,  puisqu’il  s’agit 
de  limites,  on  substitue  M'm'x  M'/i'x  M'M,  au  prisme  M'N, 

qu’on  fasse  M'm'  ou  P p = h,  MV  ou  Qq  = k,  le  rapport 

lin 


se  réduit  à M'M  = z;  il  résulte  donc  de  là  que 


d’« 


da?dy 


= z,  et 


que  pour  obtenir  le  segment  APGMM'  QHD,  il  faut,  par  l’intégra- 


Vion,  remonter  du  coefficient  différentiel 


d3« 

dardy 


à la  fonction  u. 


• * d7  u 

271.  Quoique  le  coefficient  différentiel  - — — soit  relatif  à 

dardy 

deux  variables,  on  peut  néanmoins  parvenir  à la  fonction  dont 
il  dérive  par  les  méthodes  données  pour  l’intégration  des  fonc- 
tions d’une  seule,  parce  que  chacune  de  ces  variables  est  re- 
gardée comme  constante  à son  tour.  En  effet,  à cause  de 


'rt 
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d’«  dx  dx  , . , . 

= -j—  » on  aura  d/  = z d/,  et  prenant  1 intégrale 

de  chaque  membre,  en  ne  considérant  comme  variable  quej 

seul,  il  viendra  fzdy,  d’où  l’on  tirera 

d x •*  J 

dx=dxfzdy ; 

intégrant  dé  nouveau,  mais  par  rapport  à x seulement,  on 
trouvera  u—  f dx fzdy. 

En  ne  considérant  cette  recherche  que  du  côté  purement 
analytique,  il  est  évident  que  la  constante  qu’il  faudra  ajouter 
pour  compléter  la  première  intégrale  peut  renfermer  x d’une 
d’une  manière  quelconque;  que  celle  qu’on  mettra  à la  suite 
de  la  seconde  intégrale  doit  être  considérée  comme  une  fonc- 
tion quelconque  de  y,  et  cela  parce  que  toute  fonction  de  a;  seul 
doit  disparaître  comme  une  constante  lorsqu’on  ne  dlfférentie 
que  par  rapport  à y,  et  qu’il  en  est  de  même  de  toute  fonction 
de  y lorsqu’on  ne  différentie  que  par  rapport  à x. 

L’ordre  des  intégrations  est  indifférent  (40)  (*).  En  s’occu-/ 

^ d u 

pant  d’abord  de  la  variable  x,  on  aurait  eu 

dxd  y dx 

et  de  là  on  aurait  tiré  successivement 

^L=zfzdx.  u=fdyfzdx. 

Ce  résultat  et  le  précédent  s’écrivent  comme  il  suit  ; 

u—ffzdydx,  u^ffzdxdy, 

en  faisant  passer  les  deux  différentielles  sous  le  dernier  sig  nef, 
ce  qui  est  permis  lorsqu’on  observe  que  chaque  signe  n’est 
relatif  qu’à  l’une  des  variables  en  particulier. 


(*)  M.  Cau,chy  a montré  que  ceci  n’était  plus  généralement  vrai,  lorsqu’il 
s’agissait  d’intégrales  définies;  on  en  trouvera  des  exemples  dans  la  note  Eà  la 
(in  de  cet  ouvrage. 
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Pour  éclaircir  et  confirmer  ce  qui  précède,  soit  z = — - — 54 

X’-r-Jr 

il  viendra 

* t ' I 

La  première  succession  d’intégrales  donne 

'■/pf?=5arc(tan«=5)+-XV 

résultat  dans  lequel  X'  représente  une  fonction  arbitraire  de  x, 
ajoutée  pour  compléter  l’intégrale;  en  intégrant  de  nouveau 
par  rapport  à x et  faisant  /X'dx==X,  on  trouve 

/d-/^=/d^[iarc(ta»g  = 7)  + X'] 

•;  V J>  ■;  =fir arc (*"* ~ x)  +'x* ; % 

L’intégrale  J' ^ arc  ^tang  s’obtient  en  série,  en  met- 

tant au  lieu  de  arc^tahg  = ^ son  développement 

etc.  (202);  • 


. y*  ■ 

5xl 


x'  : iif 

. ■ ■ ’•  . ■ 

et  comme  il  faut,  après  cette  intégration,  ajouter  une  fonction 
arbitraire  de/,  en  la  désignant  par  Y,  on  aura. enfin 

r çdxdr  _ jpJfSïz , ü_ _ +-zL_etc- 

JJx*+y—  ^ x 9*-’  ?.5x*^49x’ 


" x cjx* 

, / * * t 

En  opérant  dans  un  ordre  inverse,  d’après  la  seconde  suc- 
cession d’intégrales  on  trouvera 

- » 

f ~r~~2—  ~arc  (tan?  — — )+Y', 

J x*-hjr*  J \ x)  \ 

fAr  f = y d-r-  [y  arc  (tang  V'] 


=Jy’rc  (U"g=j)+Y: 
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Mais  si  l’on  observe  que 

arc  (lang  = ^ = 2 — arc  (lang  = ^ , 

on  aura,  après  la  dernière  intégration  et  l’addition  d’une  fonc- 
tion arbitraire  dè  x, 

ïj£&= = i jf-Zr*  H = f> +v + * ; 

et  comme  on  peut  comprendre  le  terme  - 1/  dans  la  fonction 
arbitraire  V,  ce  résultat,  qui  se  changera  par  là  en 

: V ?)•' 

sera  le  même  que  le  précédent,  ainsi  qu’on  peut  s’en  con- 
vaincre en  mettant  pour  arc  ^tang  = ~^  son  développement. 

2Ÿ2.  Lorsque  l’on  regarde  Jfzdxdy  comme  exprimant  fc 
volume  d’un  corps,  il  faut  avoir  égard  aux  limites  entre  les- 
quelles doit  être  prise  chaque  intégrale,  ét  qui  tiénnent  à la 
nature  des  surfaces  par  lesquelles  le  corps  proposé  est  terminé 
latéralement. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  le  corps  est  fermé  par 
quatre  plans,  parallèles  deux  à deux  aux  plans  coordonnés 
CAD,  BÀD.  En  supposant  que  les  premiers  répondent  aux 
abscisses  x = a,  x — a',  et  les  seconds  aux  abscisses  y — b, 
y=b',  on  prendra  l’intégrale  f z dx  depuis  x=a  jusqu’à  x=a', 
en  y regardant  d’ailleurs  y comme  constant  ; et  nommant  P le 
résultat  obtenu,  il  restera  à prendre  l’intégrale /Pdj  depuis 
y = b jusqu’à  y — b'. 

Lorsque  le  corps  proposé  est  terminé  latéralement  par  des 
surfaces  courbes,  les  valeurs  extrêmes  de  l’une  des  variables 
sont  liées  avec  celles  de  l’autre,  ainsi  qu’on  va  le  voir  dans 
l’exemple  suivant,  où  il  s’agit  de  trouver  le  volume  d’une 
sphère  dont  le  centre  est  en  A et  dont  le  rayon  est  égal  à r. 

On  a x7  -h  y3  z3  = r1,  et  par  conséquent 


ff  zdxdy  = f f d x d>  y r-  — x1  — y2  ; 
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puis,  en  supposant/  constant  et  r’ — y3  = r1’,  on  trouve 


fzdx—  f dxfr'1—xi=^x\/r'i — .r’-t-^r'!arc^sin=^  (249). 


Cela  posé,  l’intégrale  fzdx,  exprimant  l’aire  de  la  section 
faite  dans  la  sphère,  parallèlement  au  plan  des  xz,  et  à la  dis- 
tance AQ  =/,  doit  être  prise  entre  les  limites  de  cette  section, 
qui  sont  d’une  part  le  plan  CAD,  et  de  l’autre  le  cercle  BFEC, 
suivant  lequel  la  sphère  rencontre  le  plan  BAC.  A la  première 
limite,  x — o;  à la  seconde,  x = QF.  Mais  cette  dernière  est 
liée  avec  AQ;  car  en  faisant  z = o,  on  trouve  ^r'-i-/1  = r*  pour 
l’équation  du  cercle  BFEC,  d’où  il  suit  que 


QF  = \J  r3 — AQ  = \Jt3 — f“—  i*  î 

et  par  conséquent,  pour  une  valeur  quelconque  de/,  les  va- 
leurs extrêmes  de  x sont  o et  r'. 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  le  résultat  obtenu  plus  haut  se 

r"  s IC  TC  ^ L 

réduit  à puisquearc  (sin=i)=->  et  l’intégrale  fdyfzdx 
devient 


Cette  dernière  doit  être  prise  depuis  la  plus  petite  valeur  de  y, 
que  je  supposerai  nulle,  en  fermant  de  ce  côté  le  corps  par  le 
plan  BAD,  jusqu’à  la  plus  grande,  qui , dans  le  cas  actuel , est 
AC=.r:  le  volume  du  segment  ABCD,  qui  est  la  huitième 

v i TT 

partie  de  la  sphère,  sera  donc  -g->  et  par  conséquent  le  vo- 
lume de  la  sphère  entière  sera  — • 


Il  est  à propos  de  remarquer  qu’on  peut  obtenir  immédiate- 
ment le  volume  de  tout  l’hémisphère  supérieur  au  plan  BAC 
en  prenant  la  première  intégrale  depuis  x=  — Jr3 — /* jusqu’à 
x — -+■  ^ i3 — /*;  car  dans  ce  cas  les  Valeurs  extrêmes  de  x se 
terminent  de  part  et  d’autre  à la  circonférence  du  cercle  BFEC, 
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dont  AC  est  le  rayon,  et  l’on  a la  valeur  complète  de 
fzdx=  £ (r»  — J1). 

Prenant  ensuite  l’intégrale 

■ vLa  Nj  • .•  .*  ..  » * . 

^/dj(rJ-r)=;  (O—' Ç)> 

dans  toute  l’étendue  de  la  partie  de  l’axe  des  y comprise  dans 
le  cercle  BFEC , c’est-à-dire  depuis  l'extrémité  de  son  dia- 
mètre, située  derrière  le  plan  BAD,  où  — r,  jusqu’à  l’autre 

airr*  . .. 

extrémité  C,  ou  y~  + r,  on  trouve — ^ — ; et  en  doublant  on  a, 

j.3  ^ 

comme  ci-dessus, pour  la  sphère  entière  (*). 

273.  En  considérant  les  différentielles  comme  les  accroisse- 
ments infiniment  petits  des  variables,  on  peut  négliger  la 
différence  du  prisme  trônqué  M'N,  au  prisme  complet  ayant 
pour  hauteur  M'M,  et  le  regarder  alors  comme  formé  de  petits 
parallélipipèdes  ayant  pour  base  le  rectangle  M'  m' N' n! , pour 
hauteur  dz,  et  étant  par  conséquent  exprimés  par  AxAyAz. 
Pour  obtenir  la  somme  des  parallélipipèdes  contenus  dans  le 
prisme  entier,  il  faut  intégrer  cette  expression  par  rapport  à z 

— •:'U 1 — 

^ 4»  î » 4* 

(*)  On  passe  bien  aisément  de  ec  résultat  à l’expression  du  volume  d’un  ellip- 
soïde quelconque.  L’équation  de  sa  surface  étant 


et  posant 


on  obtient 


x*  , 4 / **  F. 

Ïl-t-jï  + ÿ^r,  donne  * = c y/ . — ^ ; 


■ = r',  d’où  d x = «dx'#  dyxxbdy1, 


ff  idxdy  = abc/f  dx'dy'xjx — x” — 

Or  le»  limites  des  variables  x,  y,  étant  a,  b,  celles  de  x',  y',  seront  1,  et  par 

conséquent  l’intégrale  ffdx'dy'^x— x'5— jrn  exprimera  le  volume  de  la  sphère 
4 • 

dont  le  rayon  = i : le  volume  de  l’ellipsoïde  sera  donc  abc»~y  c’est-à-dire 

le  même  que  celui  d’une  sphère  dont  le  rayon  est  \/abe,  résultat  analogue  à 
celui  du  n°  230.  - . ' 


•1 

-H 


y 


1 

À 

| 

j 

.■M 

1 

ï 


WM 


•J 
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seulement,  ce  qui  donnera 

f d xdydz  — zdxdy, 

comme  on  l’a  trouvé  ci-dessus. 

On  observera  ensuite  que  la  valeur  complète  d&dyfzdx 
est  l’expression  dp  la  somme  des  parallçlipipèdes  contenus 
dans  la  tranche  FIIQgA/,  comprise  entre  deux  plans  parallèles 
au  plan  BAI)  des  xz  ; mais  J z d x étant  l’aire  de  la  section  FHQ, 
il  s’ensuit  que  la  tranche  infiniment  mince  FHQ ÿA/peut  être 
regardée  comme  égale  à FHQ  X Q q,  c’est-à-dire  à l’aire  de  la 
courbe  qui  lui  sert  de  base,  multipliée  par  l’épaisseur  Qq.  On 
voit  enfin  que  fdyfzd x exprime  la  somme  de  toutes  les 
tranches  semblables  comprises  dans  le  volume  cherché. 

Il  est  évident  qu’on  représente  toutes  ces,  opérations,  en 
considérant  l’intégrale  triple  / / /dard/dz  dont  chaque  signe 
se  rapporte  à l’une  des  variables  x,  y et  z. 

274.  En  général,  s’il  faut  obtenir.la  portion  du  corps  pro- 
posé, terminée  latéralement  par  le  cylindre  élevé  perpendicu- 
lairement au  plan  BAC  {fig.  55)  sur  la  coürbe  donnée  E'N'G', 
on  prendra  l’intégrale  fzdx,  depuisx  = AP  jusqu’à x=  A P, 
afin  que  l’expression  dyfzdx  devienne  celle  de  la  tranche 
MM'N'Nnn'm'm:  Les  lignes- AP  et  kp,  respectivement  égales 
à QM'  et  QN',  seront  données  en  fonction  de  A Q=y,  par 
l’équation  delà  courbe  E'N'G'  dont  elles  sont  les  abscisses;  en 
les  représentant  par  F (y)  et  f[y),  on  devra  prendre  fzdx, 
depuis  x=  F (y)  jusqu’à  x—f{y),  ce  qui,  comme  l’on  voit, 
introduira  de  nouvelles  fonctions  de  ^*que  z ne  renfermait  pas, 
et  pourra  augmenter  ou  diminuer  la  difficulté  de  la  seconde 
intégration.  Pour  obtenir  ensuite,  dans  celle-ci * la  valeur 
totale  de  l’espace  cherché,  ou  la  somme  des  tranches  dont  on 
a déjà  l’expression  générale,  il  faudra  prendre  f d/  fzdxj  de- 
puis y=.  AF  jusqu’à  j = AH,  valeurs  qui  répondent  aux  limites 
E'  cl  G'  de  la  courbe  E'N'G',  dans  le  sens  desj.  • , 

Il  pourrait  arriver  que  le  contour  E' N'G',  au  lieu  d’être  une 
courbe  continue,  fût  l’assemblage  de  plusieurs  portions  de 
courbes  différentes;  l’application  des  principes  précédents  à ce 
qis  est  trop  facile  pour  qu’il  soit  besoin  de  s’y  arrêter. 
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275.  On  parvient  à l’expression  générale  de  la  différentielle 
de  l’aire  d'une  surface  courbe,  en  imaginant  cette  surface  par- 
tagée en  zones,  telles  que  EGge  (Jig.  54),  par  des  plans  paral- 
lèles à l’un  des  plans  coordonnés,  et  en  concevant  que  cha- 
cune de  ces  zones  soit  découpée  en  portions  quadrangulaires 
MmN«,  par  des  plans  parallèles  à un  autre  plan  coordonné.  A 
l’inspection  de  la  figure,  on  voit  que  l’aire  DGMH,  que  je  re- 
présenterai pars,  s'accroît  du  quadrilatère  curviligne  GMmg, 
quand  a:  augmente  deP/>,  et  que  ce  quadrilatère  s’accroît  de 
Mm  NA,  quand /vient  ensuite  à augmenter  de  Qq.  Un  raison- 
nement semblable  à celui  du  n°  270  fera  voir  que  la  limite  du 

rapport  de  ■ ^ — est  égale  au  coefficient  différentiel  S 


dxdy 

on  observe  d’abord  que  les 


Vp  X Qq 

Pour  parvenir  à celte  limite, 
quatre  plans 

m'M  et  N'n,  n'M  et  N'm, 

parallèles  deux  à deux  aux  plans  des  xz  et  des/z,  et  qui  dé- 
terminent le  quadrilatère  courbe  MsiNn,  déterminent  aussi, 
sur  le  plan  tangent  au  point  M ( Jig . 56),  un  parallélogramme 
MXZY,  sur  lequel  toutes  les  lignes  tirées  du  point  M seraient 
tarfgentes  aux  diverses  sections  que  feraient,  dans  le  quadrila- 
tère courbe,  des  plans  menés  par  l’ordonnée  M'M,  et  auraient 
avec  les  arcs  de  ces  sections  un  rapport  tendant  sans  cesse 
vers  l’unité  (63)  : on  peut  donc,  dans  la  limite  cherchée,  subs- 
tituer au  quadrilatère  courbe  MmNn,  le  parallélogramme 
MXZY,  dont  faire  esta  celle  de  sa  projection  M'm'NV,  comme 
le  rayon  est  au  cosinus  de  l’angle  compris  entre  le  plan  tangent 
et  celui  des  aj(*).Or,  la  normale  MG  et  l’ordonnée  M'M  étant 
rèspectivement  perpendiculaires  à ces  plans,  l’angle  qu’ils 
comprennent,  sera  égal  à GMM',  et  aura  par  conséquent  pour 
cosinus,  7 .V,  . 


M'M 

MG 


t/n-p 


50), 


( * ) Y or  pour  cotte  proposition  le  n°  60  «lu  Complément  îles  Éléments  de 

Géométrie,  et  pour  ce  qui  précède,,  le  Traité  in-4°,  tome  II,  page  198,  note. 
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MXZY  = M'ro'  NV . ^ = d a:  d y \!\i~p'+-q'  : 
on  a donc 

s = f f Ax Ay  \J  1 p'  + q' , 

où  il  faut  observer  que  AyfAx  <Ji+p'-t-q7  représente  l’aire 
de  la  zone  FH  hf  [ fig . 54). 

276.  Si  l’on  prend  encore  la  sphère  pour  exemple,  son 
équation x 2 -h y3  + 2’=^,  donnera 


X y I ; ; r 

’ ? = — J»  S h + p7  + q7  = -’ 


et 


J Ax  <Ji-+-p'-yq'=  j-j. 


rdar 

— x7—y ’’ 


posant  ensuite  r7  —y*=r't,  cette  intégrale  deviendra 

r/^fe=r'arC(Sin=?)(186)’ 

qui,  prise  depuis  x = o jusqu’à  x — iJ=  \Jr 7 — y7,  est  égale  à 
->  ■>  et  ne  laisse  pour  la  seconde  intégration  que 
ir r r,  itr 

— /dr=— r- 


Il  est  aisé  de  voir  que,  comme  on  n’a  pris  le  radical 
yV  — x7 — y3  qu’avec  le  signe  -f-,  on  n’a  dû  obtenir  que  la  por- 
tion d’aire  supérieure  au  plan  des  xy,  que,  de  plus,  les  limites 
assignées  à x nlembrassent  qu’une  moitié  de  la  partie  supé- 
rieure de  la  zone  perpendiculaire  à l’axe  des  y,  et  qu’ainsi  la 
zone  entière  serait  exprimée  par  zitry,  c’est-à-dire  par  la  cir- 
conférence d’un  grand,  cercle , multipliée  par  la  portion  du 
diamètre  comprise  entre  les  plans  qui  terminent  cette  zone, 
résultat  conforme  à ce  qu’on  a vu  dans  la  Géométrie  élémen- 
taire. Quant  aux  limites  de  y,  il  est  évident  qu’il  faut  prendre 
— r et  -4-  r,  lorsqu’on  veut  obtenir  l’aire  totale  de  la  sphère. 
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277.  L'Application  de  l’Analyse  à la  Mécanique  conduit  sou- 
vent à des  intégrales  triples  de  la  forme  fffX  AxAyAz,  dans 
lesquelles  la  fonction  V peut  renfermer  les  trois  variables 
x,  y,  z,  considérées  comme  indépendantes  les  unes  des  autres, 
en  sorte  que  chaque  signe  d’intégration  ne  tombe  que  sur  une 
d’elles  en  particulier  (273).  11  est  aisé  de  voir  que  ces  inté- 
grales proviennent  de  la  détermination  d’une  fonction  u dé- 
pendante de  trois  variables  x,  y,  z,  et  dont  on  ne  connaît 
. (1jm 

que  le  coefficient  différentiel  donné  par  l'équation 

dJw  , 

- — - — — = V ; car  on  tire  de  la,  en  opérant  comme  dans  le 
AxAyAz  r 

n°271,  i°  en  regardant  x et  y comme  constants, 


d3«  , , dJ« 

d z = d 


AxAyAz 


d x dy 


: XAz, 


d’w 
d.r  dy 


: J"V  Az  -f-  T", 


T"  étant  une  fonction  arbitraire  de  x et  de  y;  2°  en  regardant 
x et  z comme  constants, 

j^-dr=d^=<ir/va,+T-dr. 

^ = /d.r/yd2+T'+S', 

T' désignant  la  fonction  arbitraire  de  a:  et  dey,  résultante  de 
JT“dy,  et  S'  une  fonction  arbitraire  de  x et  de  z;  3°  enfin,  en 
regardant  / et  z comme  constants, 

Ax  = AxfAyfX  Az+-  T'dx  -t-S'dx, 

u = fAx  JAyfXAz-\-T  — |—  S — i—  R, 

T et  S représentant  des  fonctions  arbitraires  résultantes  de 
JV  Ax  et  de  fS'Ax,  et  R étant  une  fonction  arbitraire  dey  et 
de  z : l’intégrale  cômplète  renferme  donc  trois  fonctions  arbi- 
traires, savoir,  une  de  x et  dey,  une  de  x et  de  z,  et  une 
dey  et  de  z.  En  réunissant  les  différentielles  sous  le  dernier 
signe  d’intégration,  f AxfAyfX  Az  dcvientt/£/'Vd.r  dydz,  et 
a,  Sous  cette  dernière  forme,  la  même  signification  que  sous 
la  précédente. 
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Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  on  reviendra  du 
coefficient  différentiel  d’un  ordre  quelconque  d’une  fonction 
de  plusieurs  variables  à cette  fonction  elle-même.  Les  fonc- 
tions arbitraires  introduite^  ici  n’ont  rapport,  comme  dans  le 
n°  272,  qu’au  cas  où  les  intégrales  sont  prises  entre  des  limites 
pour  lesquelles  les  variables  x,  y et  z sont  indépendantes  les 
unes  des'  autres;  mais  le  plus  souvent  l’intégrale  relative  à z 
doit  être  prise  depuis  .z=F  (x,y)  jusqu’à  z =f[x,y),  F et/ 
étant  des  fonctions  données,  l’intégrale  relative  à y,  depuis 
^=F,  [x]  jusqu’à/=/)  (x),  et  enfin  l’intégrale  relative  à x, 
depuis  x—a  jusqu’à  x = a!. 


De  l’intégration  des  différentielles  totales  contenant  plusieurs 
variables  indépendantes. 

278.  Les  fonctions  contenant  plusieurs  variables  indépen- 
dantes ont  deux  sortes  de  différentielles,  savoir,  des  différen-  . 
tielles  partielles  et  des  différentielles  totales  (46);  on  a déjà 
vu  dans  les  n°5  271,  277,  comment  on  pouvait  remonter  d’une 
différentielle  partielle  exprimée  par  les  variables  indépen- 
dantes, à la  fonction  primitive,  et  que  ce  problème  est  tou- 
jours possible,  puisqu’il  se  rapporte  immédiatement  à l’inté- 
gration d’une  différentielle  à une  seule  variable.  Il  n’en  est 
plus  de  même  quand  on  prend  au  hasard  une  expression  de  la 
forme  Mda+N  dy,  pour  la  différentielle  totale  d’une  fonction 

de  deux  variables,  parce  que  l’équation  ^ ^ ( 40  ) 

établit,  entre  les  quantités  M et  N,  une  relation  sans  laquelle 
elles  ne  peuvent  dériver  d’une  même  fonction  primitive. 

En  effet,  si  l’on  pose  - < 


d«  = Mdx-4-Nd'f, 


il  en,  résulte 

du  du 

1 — Mj  , - 

d.r  dy 

et  par  conséquent 


:N, 


d’a 


d!tf 


d’u 


dydx 

d M d N 

d^-  d.r 


dN 

d/’  dxdj  dx’ 
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11  faudra  donc  que  toute  expression  Md x -+-  N Ay,  quand 

elle  sera  la  différentielle  totale  d’une  fonction  des  variables 

x et  y,  rende  identique  l’équation  ci-dessus;  et  alors,  pour  ' 

v > , -,  d«  xt  d«  . 

remonter  a son  intégrale  u,  on  aura  M = v-i«=  t— » d ou 
° dx  Ay  r 

l’on  déduira  la  valeur  des  différentielles  partielles. 

En  prenant  celle  de  la  différentielle  relative  à x,  par  exem- 
ple, il  vièndra  ^ dx  = M dx,  et  par  conséquent  u = f\l  d x 4-  Y. 

On  ajoute  dans  ce  cas,  comme  dans  celui  du  n°271,  une  fonc- 
tion arbitraire  de  y,  puisque  l’intégration  n’a  eu  lieu  que  par 
rapport  à la  variable  x;  mais  ici  cette  fonction  se  détermine 
parce  que  la  valeur  de  u doit  satisfaire  encore  à l’équation 

N = — • 

d y . 

L’équation  u — /Mdx  -+-  Y donne 

d«  d/Mdx  *Y 

d y d/  d y 

Représentant  /Mdx  par  v,  on  aura 


d’où  l’on  tirera 


et,  en  intégrant, 


d « de  dY „ 

d y d/”^"  dx  ’ 


dY_  de 

dj  d/. 


T = /(N— 3?)d'! 

on  trouvera  donc 

«=/Mdx+  /(N— 

telle  est  l’intégrale  de  la  fonction  proposée. 

d V 

Ce  résultat  fait  voir  que  la  fonction  N — ne  doit  renfermer 

que  la  seule  variable/,  sans  quoi  il  ne  serait  pas  Vfai,  comme 
on  l’a  supposé,  que  Mdx  et  Nd/  fussent  les  différentielles 
partielles  d'une  même  fonction  u.  11  suit  de  là  que  la  fonc- 

' ..  ’ 21. 
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tion  N — jj-j  ne  contenant  pas  ar,  ne  doit  pas  varier  par  rap- 
port à cette  quantité,  et  qu’ainsi 


mais  on  a 


dar  dard  j 


d’e  dac dar  ^ 

dard/  d/dar  d/  dar 


il  vient  donc 

d’t / dM  dN  d M 

/•  dard/  d/  el  dar  d/  °‘ 

Cette  condition,  trouvée  plus  haut,  est  par  conséquent  la  seule 
nécessaire  pour  assurer  l’intégrabilité  de  la  différentielle 
Mdar-f-Nd/;  et  quand  elle  n’est  pas  remplie,  l’expression 
proposée,  ne  pouvant  résulter  de  la  différentiation  d’une  fonc- 
tion primitive  à deux  variables,  ne  saurait  être  une  différen- 
tielle exacte. 

/ - • f / . ' , • 

279.  La  fonction  ■ZlËiî — fîiiZ  étant  écrite  ainsi , 
ar  -+*/* 

/ . x , 


donne  successivement 


N = — 


ar’  -t-  /* 


dM ara  — /*  dN 

d/  (ar1-//5)1  dar’ 


/*  dar 

'fMAx=f-^~=j  -^  = arc(tang  = ^)=„ 


u = arc  ^tang  = -+-  Y. 
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Différenlianl  ei faisant  tout  varier,  on  trouvera 
jdx  — xd  y 


du  = ■ 


■dV; 


x 2 > 

comparant  avec  la  fonction  proposée,  on  aura 
dY=o,  d’où  Y ==const., 

t \ 

et  par  conséquent 

p ~ =arc  (te”6  = j)  + const'  (*)• 

Soit  encore  la  fonction 


dx  j3dx  ydy  (/dx — xd/)  t/x3-t-/3  djc. 

x » . */’ 

en  la  comparant  avec  la  formule  Md  a;  -4-Ndj,  on  a 


m=  i + y'' 

x x 3 


d’où  l’on  déduit 


N = 


—y—  Vx3  -t-r1 

■T1  2/’ 


dM ?./-f  v'ar’+j1 J1-8 

dr — a?5  *» ^x3-t-/3’  - " 

d N 2 j -4-  a >/x3  •+■  y* x 

dx  ~~  x3  x»  y/x’-h/3 

Ces  valeurs  étant  réduites,  deviennent 

d M 2 j x3  -f-  *. j3  dN^ 

d/— x*  x3  \/x3  -t-  jJ 

et  par  conséquent  la  fonction  proposée  peut  s’intégrer  immé- 
diatement. On  obtient  d’abord 

fMàx  = lx-  -^  +yj'^  y/x*  -t-/3; 


(*)  Je  me  suis  arrête  sur  cette  intégration,  parce  qu'elle  sert* de  base  à une 
démonstration  trcs-éléganto  du  principe  de  la  composition  des  forces,  donnée 
pa  u La  place,  dans  sa  Mécanique  celé stc 
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mais  l’intégration  par  parties  donne 


c s 


/^*’+r’=/V*’+r^ 


\lx*-\-y 


■2.X* 


L+*f> 


dx 


x^x*-+-y* 

et  faisant  \J  x'-yy*  = z,  on  trouve,  en  opérant  comme  dans  le 
n° 198, 

dx  it( — y-ysjx7  . 

x y/x*  -y  y1  T x . 

donc 

r*  yy/zt+y'  «t(—  r+'Jx'+r')  ,^t._ 

■2X*  2X*  2 X 


I: 


fMdx 
On  a ensuite 


N~d- 

d7 


Jx* 


r 


2xJ  2 x*  x* y* 

i i 


‘2.  v/ÏM -y*  2X  2y 

d’où  il  résulte  Y = - lr  -t-  const.,  et  enfin 
- 2 

U=.u_zl_rv^±?  ■ /;  ••  •. 

IX*  2X* 


i j ^ — rJ-f-r  ^’+r’j 


const. 


280.  Les  différentielles  contenant  un  nombre  quelconque 
de  variables  s’intégrent  par  une  extension  de  la  méthode  pré- 
cédente, qu’il  suffira  d’appliquer  aux  fonctions  de  trois  va- 
riables. Soit  . 

Mdx-t-Ndj  + Pd.3 

une  différentielle  de  ce  genre,  M,  N,  P désignant  des  fonctions 
de  x,y  et  z ; en  y supposant  alternativement  d z,  dj,  dx  nuis, 
c’est-à-dire  en  regardant  tour  à tour  z;.y  et  x comme  constants, 
on  doit  successivement  obtenir  trois  différentielles  exactes 

. ' ••  4 
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entre  deux  variables,  savoir, 

Mdx-(-Ndj,  Mdar  + Pds,  Ndj-f-Pdz, 

desquelles  il  résultera  nécessairement 

dM  _ dN 
dj*  Ax 

Lorsque  ces  équations  de  condition  sont  vérifiées,  la  diffé- 
rentielle proposée  est  exacte  et  peut  s’intégrer  en  commençant 
par  opérer  sur  l’une  quelconque  des  différentielles  à deux  va- 
riables qu’on  en  a déduites.  Si,  par  exemple,  on  a fait  à la  pre- 
mière, Mdar  + Ndjr,  l’application  du  procédé  du  n"  278,  et 
qup  le  résultat  soit  représenté  par  e,  on  aura 

• .v  ^(Mdar-l- Nd/-f- Pda)  = e-f-Z, 

Z étant  une  fonction  de  z seul,  et  provenant  des  termes  de  la 
fonction  primitive  cherchée,  qui  ne  contiennent  pas  x et  y. 
Cela  posé,  si  l’on  différentie  l’équation  ci-dessus,  en  y faisant 
tout  varier,  il  viendra 

..  de  ' 

M = 1 — y N: 


d e 

’dr’ 


P=ÿ 

d z 


dZ 
d z 


La  dernière  de  ces  équations  donne 


dZ  de 

Â*-p-rz’ 


d’où 


d s 4-  const., 


de 


pourvu  que  P — -y-  ne  contienne  ni  x,  ni  y : on  doit  donc 

Cl  Z ‘ 


avoir 


dP 

d’ e 

— O 

dP 

d’e 

d x 

AxAz~  ’ 

Ay 

AyAz 

ce  qui  revient  à 

'■ 

dP 

dM_ 

dP 

dN 

dar 

ds  — ’ 

dj. 

Az 

en  intervertissant  l’ordre  des  deux  différentiations  indiquées 
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sur  v,  .el  menant  pour  4^  et  ~ leurs  valeurs  M et  N.  Les 
r dar  dy 

deux  conditions  que  je  viens  de  trouver,  jointes  à 


dM 

d/ 


dN 
d x 


que  suppose  l’intégration  de  la  différentielle  M d a?  + N d^, 
étant  les  mêmes  que  celles  qui  se  sont  présentées  au  commen- 
cement de  l’article,  font  voir  que  ces  dernières  sont  suffisantes 
pour  constater  l’intégrabilité  d’une  fonction  différentielle  quel- 
conque à trois  variables;  et  lorsque  ces  conditions  ne  sont 
pas  satisfaites,  la  proposée  ne  peut  dériver  d'aucune  fonction 
primitive  renfermant  le  même  nombre  de  variables  indépen- 
dantes. 

En  général,  il  est  visible  qu’une  différentielle  exacte  corn- 


prenant  n variables,  doit  présenter 


. #»(«-!) 


différentielles 


exactes  à deux  variables,  ce  qui  fournit  un  pareil  nombre  d’é- 
quations de  condition;  et  de  là  on  peut  s’élever  aux  conditions 
que  doivent  remplir  les  différentielles  des  ordres  supérieurs  : 
mais  elles  s’offriront  presque  d’elles-mêmes,  dans  le  Calcul  des 
variations,  qui  entre  dans  le  plan  de  cet  ouvrage,  c’est  pour- 
quoi je  ne  m’y  arrêterai  pas  ici  (*). 

281.  Le  procédé  suivi  pour  obtenir,  dans  le  n°  278,  l’expres- 
sion de  équivalente  à conduit  à une  formule 

dr  dr 

très-utile,  qui  apprend  à différentier  sous  le  signe  /,  par  rap- 
port à une  autre  variable  que  celle  à laquelle  il  se  rapporte. 

En  effet,  l’équation 


d’v 

_ dM 

d x d >'  "" 

— dr’ 

* 

revenant  à 

.de 
d -r- 

dr_ 

dM 

donne 

dM  , 

— — d x , 

\ 1 

Ax 

" dr  ’ 

d x 

Ay  ’ 

• 1 •/ 

• '<v‘ 

(*)  ypycs  d’ailleurs  le  Traité»  in*^0,  lomc  II,  pape  232, 
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et  chacun  des  membres  de  celte  dernière  étant  intégré  par 
rapport  à x,  il  vient 


, d / M d x 

d x ou  -- — 


de  _ TdM 

d y~  J d r ” - d y 

en  remettant  pour  v sa  valeur /Mdx  (*). 


Ix  rdfiïj 


De  l'intégration  des  équations  différentielles  à deux  variables. 

De  la  séparation  des  variables  dans  les  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre. 

282.  Dans  ce  qui  précède,  j’ai  supposé  que  les  coefficients 
différentiels  de  la  fonction  cherchée  étaient  exprimés  immé- 
diatement par  le  moyen  de  la  variqble  indépendante;  mais  le 
plus  souvent  on  n’a  qu’une  équation  différentielle  qui  renferme 
aussi  cette  fonction.  Pour  le  premier  ordre,  l’équation  diffé- 
rentielle, lorsqu’elle  est  du  premier  degré  par  rapport  à Ax  et 
à dj,  a nécessairement  la  forme  Md/r-é-Nd 7 = 0,  et  elle 
exprime,  ainsi  qu’on  l’a  fait  voir  h°  48,  une  relation  entre  la 
• - d v 

variable  x,  la  fonction  y et  son  coefficient  différentiel 


(*)  Leibnitz t à qui  ce  théorème  est  dû,  Vappelait  dlj(ferentiatio  de  curvâ  in 
curvam , parce  cjuc,  dans  la  question  qu’il  se  proposait  de  résoudre,  il  passait 
d’une  courbe  à une  autre  de  même  espèce,  en  faisant  varier  une  constante. 

On  y parvient  aussi  en  cherchant  immédiatement  la  différentielle  de  y M dx, 
par  rapportai;  car  il  est  évident  que  pour  obtenir  cette  différentielle,  il  faut 
substituer  j + dy  à y dans  la  fonction  /Mdr,  qui  devient  alors 


etc. 


J”(m  4-  dr-t-etc.  J dx  = fMdx-hJ'^-ydxdj'- 

= fMdx-t-ds  J'^jdx-i-etc., 

f , , 

puisque  le  signe  f n’est  relatif  qu’à  la  variable  x : on  aura  donc 
d/Mdx  , /MM 

dj  ~ J df  ‘ X 

Ici  les  intégrales  sont' supposée»  indéfinies,  les  autres  seront  considérées  dans 
la  note  E,  h la  fin  de  l’ouvrage.  ■ • 
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Le  moyen  qui  s’est  offert  le  premier  aux  analystes,  pour  dé- 
rouvrir l’équation  primitive  dont  celle-ci  tire  son  origine,  a été 
de  chercher  à séparer  les  variables,  c’est-à-dire  à ramener 
l’équation  Md.r-f-Nd/  = o à la  forme  Xdx-+- Yd_y  = o, 
X étant  une  fonction  de  x seul,  et  Y une  fonction  de  y seul. 
En  effet,  lorsqu’on  est  parvenu  à ce  point,  les  termes  X d x et 
Ydj  s’intégrent  par  les  méthodes  enseignées  précédemment, 
et  l’on  a JXAx  -\~f  Yd/=C,  C désignant  une  constante 
arbitraire.  v • . 

Pour  donner  un  exemple  des  cas  où  l’équation  différentielle 
se  présente  immédiatement  sous  la  forme  ci-dessus,  soit 
x"da;-t-j*d/  = o;  on  trouvera  sur-le-champ 


m -+- 1 n 4-  i 


: C. 


Si  l’équation  proposée  était  yAx — ^dj-=o,  la  séparation 
serait  facile  à effectuer,  car  l’on  voit  qu’en  divisant  par  xy,  on 
(j  x dr 

trouverait —o;  prenant  séparément  l’intégrale  de 

x y 

chaque  terme  de  cette  dernière,  on  aurait  1.»  — \y=C,  ou 

OC 

=C;  et  puisque  l’on  peut  regarder  la  constante  arbitraire 

OC 

comme  un  logarithme,  on  en  conclurait  1 - = 1 c.  En  passant 


x 


aux  nombres,  il  viendrait  - 

y 


■ c,  ou  x = cy. 


Après  cet  exemple,  on  reconnaît  sans  peine  que  la  sépara- 
tion des  variables  s’effectuera  de  la  même  manière  dans  les 
équations  Ydar  — Xdr  = o,  XY,d;r  — YX,d/=  o?  car  la  pre- 
mière donne  . 

dar  dr 

X-T=°’ 

et  la  seconde  t ' 

Xdx  Ydy 

X Y7  ^ °‘ 

En  général,  si,  lorsqu’on  prend  la  valeur  de  dans  l’équation 
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proposée,  on  trouve  ~ = XY,  ïl  est  facile  d’en  tirer 


et  par  conséquent 


Xd#  — iï  = o, 


JXdx  — f±f  = C. 


283.  Il  y a encore  un  cas  très-étendu  où  l’on  sépare  fatile- 
ment  les  variables  ; c’est  lorsque  M et  N sont  des  fonctions 
homogènes  de  x et  de/.  On  s’appuie  pour  cela  sur  ce  quë,  si 
dans  une  fonction  algébrique  des  quantités  x,  y,  z,  etc.,  où  la 
somme  des  exposants  de  chacune  de  ces  lettres  est  la  même 
pour  tous  les  termes,  et  égale  à m,  on  substitue  Pxdy, 
Qx  à z,  etc.,  le  résultat  sera  divisible  par  x".  En  effet, 
. un  terme  quelconque  de  cette  fonction  étant  de  la  forme 

kx'yfzs deviendra,  par  la-,  substitution  indiquée, 

AP?Q? x*+i>+'>+t,c;  mais  par  l'hypothèse  on  a,  dans  tous  les 

termes,  n +/>  -+-  q -+■  etc. . . . = m:  donc  xm  sera  facteur  com- 
mun. Il  suit  de  là  que  si  la  fonction  proposée  était  égalée  à 
zéro,  ou  bien  qu’elle  fût  une  fraction  ayant  pour  numérateur  et 
pour  dénominateur  deux  polynômes  homogènes  du  même  de- 
gré, la  quantité  .r  disparaîtrait  entièrement  du  résultat. 

D’après  ce  qui  précède,  il  suffit  de  faire  /=  xs,  pour  sépa- 
rer les  variables  dans  l’équation  Md.r  -t-  Nd/  = o.  En  effet,  les 
fonctions  M et  N prennent  la  forme  Zx*,  Z.jt",  Z et  Z,  ne  ren- 
fermant que  la  nouvelle  variable  z;  divisant  alors  par  xm,  et 
mettant  pour  d/sa  valeur,  zdx-^-xdz,  il  vient 

Zdx'+Z,  (zdx  + xd  z)  = o, 
résultat  qu’on  peut  Changer  en 


Z,d  z 
Z -4-  z Z, 


et  d’où  l’on  tire 


c i r z.,dz  „ 

J X Z-4-üZ,  \ 


J’appliquerai  d’abord  cette  transformation  à l’équation 
xdx  -+-/d/==:  tiydx  1 
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(æ:  — ny)  dx  -+-  ydy  — o, 

en  passant  tous  les  termes  dans  un  membre;  j’aurai 

_ ..  Tdar  C zdz  „ 

J sc  J i—nz  + z2 

OU  ‘ • 

, • , , c zAz  n 

1 x -4-  I = C. 

J i — nz  -+-  z1 

L’intégrale  J - — ■ , ^ peut  se  simplifier  en  observant 


que 


zdz 


i — nz  -+-  z 1 
car  il  vient  alors 


î 2zdz  — ndz 
2 i — nz  -h  Z2 


ndz 


2 i — nz  -f-  z' 


1 x H — 1 (i — nz  -\-z2)  -4- 
2 


1 r n 

2 J 1 — r 


dz 


nz  + z3 


- c. 


L’intégrale  qui  ^este  à obtenir  dépendra  des  logarithmes  si 
- > i , des  arcs  de  cercle  si  - < i , et  sera  algébrique  si  - = i , 
Je  ne  rapporterai  que  le  résultat  relatif  à ce  dernier  cas  : 


/ 


i — nz-t-z3 
2dz 


.devient  alors 


/ r 


1 (i  — nz-f-z3)  = l(> — z)3, 


[l: Z)3  . I Z 

et  l’on  a par  conséquent  1 zr -f- 1 ( i — z) 


t- 


C,  ou 


x y* 

1 (x  — r)  H = C,  en  remettant  pour  z sa  valeur  -• 

' x — y r x 

x . > , ' 

Le  terme peut  être  changé  en  un -logarithme,  en  ob- 

x y . 

servant  que,  par  la  définition  des  logarithmes  népériens,  une 

quantité  quelconque  u est  le  logarithme  du  nombre  e“;  et 

d’après  cette  remarque,  on  écrira  l’équation  précédente  sous 

la  forme 


I [x — y ) —1  r, 
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dont  on  déduit  successivement 

l.(x — y)e‘=z  = le,  et  (x — y)e*~r  = c. 

Il  est  à propos  de  faire  attention  à cette  manière  de  passer  des 
logarithmes  aux  nombres,  parce  qu’on  l’emploie  souvent. 

Soit  encore  à intégrer  l’équation 

xd/ — jdx  = dx  \Jx’  +y‘. 

En  faisant  y — xz,  et  divisant  par  x tous  ses  termes,  réunis 
dans  un  seul  membre,  on  trouvera 

, Ax  \Ji-\-22  — xAz=o, 

ce  qui  donnera 

Ax  Az 
■— =o. 

* \j\  -h  z* 

On  obtiendra  ensuite,  par  l’intégration  de  chaque  terme  en 
particulier, 

1 x — 1 (z  ■+■  \/i  -t-a’)  = lc,  ou  7=  =c; 

ï + + 

Y 

et  remettant  pour  z sa  valeur  - , 11  viendra 

OC 

. X - — c.  ou  — y-y-\Jx,.-y-y'  = c, 

y-^-s/x’-yy1 

en  multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre  par 
y + y s : faisant  disparaître  le  radical,  on  aura  enfin 

l’ic’  + î cy. 

284.  L’équation 

(a-y-mx  + ny)Ax+[b  + px  +qy)Ay  = o 

peut  facilement  être  rendue  homogène.  En  substituant!  + «à 
la  place  de  x,  et  «4- P à celle  de  y,  on  a Ax  — At,  Ay  = Au, 

[a  + nix  -j-  4-  flit 4*  nu)  d t 

-y-[b  + pa  + qp-\-pt-\-qU)Au=o; 

on  fait  disparaître  les  termes  constants,  en  posant  les  équations 
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a -+-  ma  + «p  = o,  b-\- pa  + q^  — o,  au  moyen  desquelles  on 
détermine  les  quantités  <*  et  p,  et  il  reste  alors  l’équatiün  dif- 
férentielle 

(ntt  ■+■  nu)  df-+-  (pt-+-qu)  d«  = o, 

homogène  par  rapport  aux  nouvelles  variables  « et  t. 

La  transformation  précédente  est  la  même  que  celle  dont  on 
se  sert  pour  changer  l’origine  des  coordonnées  sur  un  plan 
lTr‘g:  j 22)  : elle  ne  donne  aucun  résultat  quand  mq  — np  = o, 
cas  dans  lequel  les  valeurs  de  a et  de  p deviennent  infinies; 


mais  alors  on  a q 


= nJ-,  d’où 
m „ 

px-\-qy=  £-  (mx  + ny), 
m 


et  l’équation  proposée  se  changeant  en 

adx  -+-  bdy-+-  (/nx-+-  ny)  ^dx  + — d/^  =0, 

il  suffit  de  faire  mx  -t-n/  = z,  pour  y séparerles  variables. 

En  substituant  celte  valeur,  ainsi  que  celle  de  ûÿ,  qui  en 
résulte,  et  dégageant  dx,  on  trouve 

6x  | (bm+pz)dz  =q 

amn — ,bnt*  + (mn — pm  ) z 

équation  dont  l’intégrale  renfermera  des  logarithmes,  excepté 
lorsque  mn — pm=. o,  d’où  il  résulte 

2 bmz  4-  pz 1 _ 

30  — j—  • - ■ ■■■  — L . 

2 [amn  — bni1) 

La  substitution  de  z,  au  lieu  de  mx-\-ny,  a changé  l’équa- 
tion proposée  en  une  autre  où  l’une  des  variables  n’entre  que 
par  sa  différentielle  ; et  il  est  facile  de  voir  que,  quelle  que 
soit  l’équation  sur  laquelle  on  ait  produit  cet  effet,  on  pourra 
lui  donner  la  forme  dx  + Zdz  = o,  Z étant  une  fonction  de  z 
seul,  et  qu’on  en  tirera  x + f Zd z = C. 

285.  La  séparation  des  variables  s’opère  d’une  manière  très- 
simple  sur  l’équation  dy  + Pydx  = Qdx,  dans  laquelle  P et  Q 
désignent  des  fonctions  quelconques  dex.  En  y substituant 


Diç/ttized  by  Google 


'T- 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL.  335 

Xz  et  zdX  -+-  Xdz,  au  lieu  de  y cl  de  dj,  elle  devient 

z dX -t- Xd z PXz  da:  = Q dx  ; 

la  quantité  X étant  considérée  comme  une  fonction  indéter- 
minée de  x,  il  est  permis  d’en  disposer  pour  partager  l’équa- 
tion précédente  en  deux  autres  où  les  variables  puissent  se 
séparer  : or  il  est  facile  de  voir  que  celte  condition  sera  rem- 
plie si  l’on  fait  Xdz-f-  PXzd:r=o,  ce  qui  donne  zdX=Qdx. 
En  divisant  la  première  de  ees  équations  par  X,  elle  se  réduit 

àdz-i-Pzdx  = o;onen  tire  — Pdx=o,  lz-t-  /Pd.r=lc, 

et  en  passant  aux  nombres  (283),  z =ce~!rit.  Prenant  ensuite 
la  valeur  de  dX  dans  la  seconde  équation,  après  y avoir  sub- 
stitué celle  de  z que  l’on  vient  de  trouver,  on  aura 

dX  = ^ eJ'p4rQdx,  X = ->/VM*Qd.r -4- C, 

et  par  conséquent  .(  v 

y=  c- efp,>*Qdx  -+-  C), 

puisqu’on  pèut  changer  en  G le  produit  arbitraire  Ce,  ce  qui 
montre  qu’on  aurait  pu  faire  lc  = o. 

L’équation  dj-|- P jd x = Qdar,  remarquable  parce  que  la 
variable  y et  sa  différentielle  ne  s’y  trouvent  qu’au  premier 
degré,  s’appelle,  à-cause  de  cette  circonstance, équation  linéaire 
du  premier  ordre,  dénomination  que  j’ai  cru  devoir  changer 
dans  celle  A' équation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ( *). 

286.  Les  premiers  analystes  qui  se  sont  occupés  du  Calcul 
intégral  classaient  les  équations  différentielles  par  le  nombre 
de  leurs  termes.  Dans  celles  qui  n’en  ont  que  deux,  et  dont  la  • 
forme  est  par  conséquent  p«rz*dz  ==  a.u’zidu,  les  variables  se 
séparent  sur-le-champ,  puisqu’on  en  lire  pz*~Aiz  = aa*-»d« ; 


( *)  Le  mot  linéaire  est  impropre;  il  est  relatif  à la  Géométrie,  et  en  l’app)i~ 
quant  aux  équations,  ou  a eu  en  vue  la  ligne  droite,  dans  l'équation  de  laquelle 
l’ordonnée  et  l’abscisse  ne  se  trouvent  qu’au  premier  degré  : on  ne  saurait  donc 
regarder  comme  linëàires  des  équation^  telles  que  d/-4- P/dx  = Qdx,  qui 
appartiennent  le  plus  souvent  à des  courbes  transcendantes. 
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mais  il  n’en  est  pas  de  même  des  équations  à trois  termes 
comprises  dans  la  formule 

7«‘.z*dz  + $iiszhdu  = au'zfdu. 

On  peut  lui  donner  une  forme  plus  simple  en  divisant  tous 
ses  termes  par  yu'zJ;  elle  deviendra 

d z -+-  - us~‘  zk~f  d u = - u'~'d  « ; 

7 7 


supposant  ensuite 


zk~!d  7. — • — 


dar 


on  aura 


d’où 


I y-r — ■>  i‘s~:  d u == j— — » 


zk~l+'  = y,  uf~i+'  — x. 


dr h- ‘ d * = (/r  ^"!"!ia xS~'+' d x ; 


(g—  > +1)7 


et  en  faisant,  pour  abréger. 


(fl-—  /+»)?  L (h-^f-t-1) 

(g—i~ tr>).7  ’ (g—  *-+-i)7 


à-f 


:n. 


k—f  4-i  ’ g-i- 

il  en  résultera  l’équation  dj-t-  ùj"dar  = «a^d^r. 


m, 


287.  Le  cas  le  plus  simple,  après  celui  qui  rentée  dans  l’équa- 
tion du  premier  degré,  est  celui  où  n = 2;  on  tombe  alors 
sur  l’équation  dy-^-by^dx  = ax"dx,  traitée  pour  la  première 
fois  par  Riccati,  géomètre  italien,  dont  elle  a conservé  le  nom. 

Les  variables  se  séparent  immédiatement  dans  cette  équa- 
tion quand  m = o ; elle  devient  dj+  b^dx  = a dar,  et  donne 


dar  = 


_ d.r 


: = 7T7 


dj 


dj 


a — îy*  a +)•  \fb  . \[â — y^bj 

On  trouve,  en  intégrant, 


2 yab  \ya — jr.y  b J 
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Pour  chercher  à rendre  la  même  équation  homogène,  on 
fait  = z*  ; elle  se  change  en 

Arz*-'dz  -f-  bzlkdx  = ax"'dx, 

• l 

et  prendra  la  forme  demandée  si  k — 1=2 k — m,  ce  qui 
donne  k = — 1 , et  suppose  qu’on  ait  m = — 2 ; il  vient  alors 

d2  b&x  adx 


Je  ne  m’arrêterai  point  à l’intégration  de  cette  dernière  équa- 
tion , mais  je  passerai  à une  transformation  plus  générale,  celle 
qui  résulte  de  y — Axp  •+•  xiz.  On  trouve  dans  cette  hypothèse 

d^’=  ( pkx r-1  h-  qxi~' z)  d xA-  x^dz, 
y1  dx  — ( A’jjV-i-  7.h.xr**<z  + x^z')  dx, 

■ . 1 ( 

et  par  conséquent 

xidz  *f-  [qxi~'  ■+■  ?.b\xP+i-{-  bx'iz)  zdx 
-+-  (p \xp~'  -(-  bA.'x’t)  da?  = ax" dx. 

i _ • • 

Cette  équation  se  réduira  elle-même  à trois  termesf  si  l’on  a 
les  suivantes  : 

p — 1=2  p,  pA-f-6A,=  o,  q — 1 = p -f-  q,  q -zbk  — o. 
La  première  et  la  troisième  s’accordent  à donner  p = — 1 ; on 
lire  de  la  seconde  et  de  la  quatrième  A =±  q = — 2,  valeurs 

qui  conduisent  à ^ = ^ + 

(j  ^ 

x~3d2  -+-  bx-'z'tdx  = ax’'dx  ou  dz-t-Az’ ==  axm+idx. 

x • 

/Ce  moyen  réduira  l’équation  proposée  à l’homogénéité  si 
ni  — — 2,  et  il  montre  de  plus  qu’on  pourra  séparer  les  va- 
riables si  m = — 4,  puisqu’on  aura  dans  ce  cas 

,,  , . d#  dz  dar 

d z-t-  6z2 — «J — ~ = o ou  -7— I — I r = °- 

' ' x'  bz’—n  x » 

dx  , , 1 

Si  dans  l’equation  dz  -+-  bz1 —^-  — axm+'dx,  onfaitz=p> 
««  ed.  1.  . ‘ 22 
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il  viendra 

jq  d oc 

— d yJ-y-b — = ay,xm+:Ax  ou  AyJ-y-ayixm+,Ax  — b — 

OC  s OC 


posant  ensuite  xm+*Ax 


dx' 


w + 3’ 

x"+!  — x' , Ax  — 


m ■ 


on  trouvera 


x<  m+3  ,\x' t 


d/- 


a 


m ■ 


-t yJ,Ax'  = 3 x'  ”,+3dar'; 

j m -4-  j 


puis  faisant,  pour  abréger, 


; = A', 


, m + 4 , 

■ a et — , = m'. 


w+3  ’ w+3 

on  tombera  sur  l’équation 

dy  + b'y*Ax'  = a'  x'"’  d x' , 

semblable  à la  proposée,  et  par  conséquent  susceptible  des 
mêmes  transformations  : la  séparation  des  variables  y et  x’ 

1 1 Z* 

sera  donc  possible,  après  la  substitution  de  ^=77—7  H — r,’ 

o oc  oc 

si  m!— — 4- 

Si  celte  condition  n’avait  pas  lieu,  on  ferait  encore,  dans  la 
transformée  en  2', 


2'=—,  x'-'+‘=x". 


r 

b' 


m 


m'  + 4 


= m": 


ces  expressions,  pareilles  aux  précédentes,  conduiraient  né- 
cessairement à l’équation 

dj"+  «'«‘'■’djr', 

encore  semblable  à la  proposée,  et  susceptible  de  la  séparation 
des  variables,  quand  m"— — 4- 
En  poursuivant  de  cette  manière,  on  parviendrait  à une 
équation  séparable,  si  dans  la  suite  des  exposants 


m,  m' 


-3’ 


m'+4 


» ni’ 


w"+4 


» etc.. 
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il  s en  trouvait  un  égal  à — 4*  En  supposant  successivement 

que  ce  soit  m,  m! , m" , m'“,  etc.,  on  obtient  pour  m les  nom- 

hrp<!  4 8 12  16  . 

ur  7’  — 3’  ~ -jp»  —y»  etc.,  compris  dans  la  formule 


m : 


4* 


21 1 

i désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque.  Cette  for- 
mule donne  aussi  la  valeur  m = o,  remarquée  dans  le  numéro 
précédent;  la  valeur  — s répond  à i infini  (*). 

Ces  cas  ne  renferment  pas  encore  tous  ceux  que  l’on  sait 
déduire  des  transformations  précédentes.  Pour  en  trouver  une 

nouvelle  série,  il  suffit  de  commencer  par  faire  y=  — dans 


( ) On  arrive  directement  à la  forme  générale  de  m,  en  rapportant  à cette 
.quantité  les  valeurs  de  m',  m',  etc.  i car  en  mettant  la  valeur  de  ni  dans  celle 
de  m",  puis  le  résultat  dans  la  valeur  de  m",  et  ainsi  de  suite,  on  trouve 


m'=_ÎL±|t  m.  = _3m  + 8, 

Jm- f-5* 


5m  .4-  m 
3m-t-7 


> etc., 


et  de  là  on  conclut  que 


„(*)_  _ (ai^Qm-t-4i 
im  + ji+i 


Cette  valeur  ae  vérifie  par  la  relation 

f 

„('+i)  _ m(l)-i-4_  fa(i-t-i)  — «~[m-t-4(i-t-i) 

3 ( * -t"  i)™  -t-  2(i  -t-  r)-t-  i * 

qui  fait  voir  que  la  loi,  ayant  lieu  pour  un  nombre  quelconque  i,  aura  lieu  pour 
le  suivant  t<f  i. 

L’équation  proposée  étant  intégrable  quand  l’exposant  de  x dans  le  second 
membre  est  nul,  si  l’on  fait  m(<>  = o,  on  trouvera 


JH  = 


Quand  m<‘>  = — 4,  on  obtient 


-AL. 

ai  — i ' 


4‘-M_  4(»-*-0  . 

, **  -t- 1 â’(i- H 1)  — 1 ’ — 

’ 

ce  qui  indique  une  transformée  de  plus  que  dans  le  cas  précédent,  et  revituf  à 
poser  = o. 

* *■ . î » * ■ * 

v . . 22. 
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la  proposée,  ce  qui  donnera 

dry-)-  ay*.T"‘ da"=  6d x; 

et  posant 


■or,  — 


m -+- 1 


= ni  , 


ni  -+- 1 ni.  -+- 

il  en  résultera 

dj'-f-  6'  y' 5 d#'  = a'  x'm'  A x'  ■ 

Cette  nouvelle  équation,  étant  semblable  à la  proposée,  est 
aussi  susceptible  des  mêmes  opérations  ; c’est-à-dire  qu’en  y 
faisant 

I zf 

r'=¥y  Ic^ 

et  continuant  comme  on  l’a  indiqué  pour  les  premiers  cas,  on 
parviendrait  à une  transformée  séparable,  si  le  nombre  m' était 

Ai  . 

quelqu’un  de  ceux  que  comprend  la  formule  — — - — - , et 


2J  — i 


par  conséquent,  si  l’on  avait 
m 


4' 


On  tire  de  là 


4< 

2 7-1-1 


et  donnant  à i les  valeurs  î,  2,  3,  etc.,  il  vient  la  suite  des 
nombres 

4 H 12  i(» 

— ?»  — > , etc. 

3 5 7 9 

Il  suit  donc  de  tout  ce  qui  précède  que  l’équation  de  Riccati, 
est  séparable  quand  l’exposant  m est  de  la  forme  - . > com- 
prenant o et  — 2.  ...  , 

On  pourrait  multiplier  davantage  les  exemples  ; mais  toutes 
ces  équations  particulières,  d’une  forme  bizarre  le  plus  sou- 
vent, ne  se  rencontrant  jamais  dans  les  applications,  n’offrent 
aucun  intérêt-  Je  passerai  donc  à une  autre  méthode,  due  à 
Euler. 
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Recherche  du  facteur  propre  à rendre  intégrable  une  équation 
différentielle  du  premier  ordre. 

288.  Il  faut  se  rappeler  qu’une  équation  différentielle  n’est 
pas  toujours  le  produit  immédiat  de  la  différentiation  d’une 
équation  à deux  variables,  mais  qu’elle  résulte  en  général  de 
l’élimination  d’une  constante  arbitraire  entre  l’équation  primi- 
tive, dont  elle  tire  son  origine,  et  la  différentielle  immédiate 
de  cette  équation  (53). 

L’élimination  s’effectue  sur-le-champ,  lorsque  l’équation 
primitive  est  sous  la  forme  u = c,  u désignant  une  fonction 
quelconque  de  x et  de  y;  car,  en  différentiant,  on  ad«  = o. 
Si  la  fonction  dw  n’a  aucun  facteur  par  lequel  elle  puisse  être 
divisée,  elle  conservera  la  forme  de  différentielle  exacte  à deux 
variables,  et  pourra  par  conséquent  s’intégrer  par  le  procédé 
du  n»  278. 

289.  Lorsque  l’équation  primitive  n’est  pas  sous  la  forme 
u = c,  ou  que  la  différentielle  di*  = o renferme  des  facteurs 
qui  disparaissent,  l’équation  du  premier  ordre  qui  en  résulte 
n’est  plus  immédiatement  intégrable.  Si  l’on  avait,  par  exem- 
ple, u— y — c.r  = o,  on  trouverait  d«  = d/ — cd«=o,  et 
éliminant  c,  il  viendrait  xdy — jdx  = o,  équation  qui  ne  sa- 
tisfait pas  à la  condition  d’intégrabililé,  puisqu’elle  donne 


M = - 


N: 


dM 

■ x,  — = — », 

dr 


dN 

dx 


— t. 


Mais  si  l’on  dégage  la  constante  c,  on  aura  ^ = c,  et  en  diffé- 
xdy — rdx 


x 


rentiant, 


= o;  sous  cette  forme 


, y i dM  i-  dN 

x 3’  1 x'  d_y  x 1 dx' 

V On  voit  donc  que  l’intégrabilité  de  l’équation  xdy — ^d#  = o 
tient  à. la  restitution  du  facteur^,  qui  a disparu  dans  l’élimi- 
nation de  la  constante  arbitraire. 

En  général,  toute  équation  différentielle  à deux  variables. 
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dans  laquelle  les  différentielles  ne  passent  pas  le  premier  de- 
gré, est  susceptible  de  devenir  une  différentielle  exacte,  par  le 
moyen  d’un  facteur,  si  elle  répond  à une  équation  primitive. 
En  effet,  soient 

Mdx -|-Nd^=  o et  u = c, 

l’équation  différentielle  proposée  et  son  équation  primitive;  la 
première  doit  donner  pour  ^ la  même  valeur  que 

du.  du  . 

7~dx4-  — dr  = o, 
dx  dj  J 

différentielle  immédiate  de  la  seconde  : il  faut  donc  qu'on  ail 

du  du 


M 

'N: 


du 

dx 

■37T’ 

dr 


.,  , dr  dx 
dou  = 


et  nommant  z ces  derniers  quotients,  on  en  conclura  _ 

•^  = M z,  ^ = Nz,  d u = Mzdx  4- Nzdr.  ' 
dx  dj  J 

. • , • j ‘ 

On  déterminerait  ainsi  le  facteur  z,  si  l’intégrale  de  l’équa- 
tion proposée  était  connue,  puisqu’il  suffirait  de  résoudre  cette 
intégrale  par  rapporta  la  constante  arbitraire,  afin  de  lui  don- 
ner la  forme  u = e;  et  comme  on  verra  bientôt  que  toutes  les 
équations  différentielles  à deux  variables  admettent  nécessai- 
rement une  intégrale  complète,  au  moins  sous  la  forma  d’une 
série,  il  s'ensuit  qu’il  existe,  au  moins  sous  cette  forme,  un 
tocteur  propre  à rendre  différentielle  exacte  l’une  quelconque 
de  ces  équations. 

290.  Quand  l’Intégrale  n’est  pas  connue,  on  n’a  pour  déter- 
miner le  facteur  z que  la  condition  * 

d.M  z d.Ns 

dj  dx  ' 

, > 

à laquelle  doit  satisfaire  Mz  dx-f-  N ;idty  = dM,  comme  diffé- 
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■ \ '• 

rentielle  exacte;  et  en  développant  cette  condition,  on  trouve 


ou 

(A) 


d z dM  , dz  dN 

M -T-  -+-  z-p-  = N — -4-  z — , 
dr  dy  ax  ax 

,,  dz  vdz  /dM  dN\ 

Mdj-Nd^+ld7-d^j2==0- 


Si  l’on  pouvait,  en  général,  tirer  de  l’équation  (A)  une  va- 
leur de  Zj  l’intégration  des  équations  différentielles  quelcon- 
ques du  premier  ordre  s’effectuerait  par  le  procédé  du  n°  278; 
mais  cette  équation  est  presque  toujours  plus  difficile  à traiter 
que  la  proposée,  puisque  la  fonction  z qu’elle  renferme,  dépen- 
dant de  deux  variables,  a deux  coefficients  différentiels,  et 
qu’elle  est  par  conséquent  de  l’espèce  de  celles  dont  la  forma- 
tion a été  indiquée  n°  140.  Je  ne  saurais,  pour  le  moment,  en- 
treprendre sa  résolution,  qui,  comme  on  le  verra  dans  la  suite, 
ramène  au  point  d’où  l’on  est  parti;  mais  je  vais  montrer 
encore  quelques-unes  des  propriétés  du  facteur  z. 

Il  esta  remarquer  que  lorsqu’on  connaît  une  valeur  de  z,  on 
en  déduit  une  infinité  d’autres,  en  observant  que  si  l'on  mul- 
tiplie les  deux  membres  de  l’équation zMdx-t-zNdj  = d«, 
par  une  fonction  quelconque  de  u,  que  je  désignerai  par  ç (m), 
les  deux  membres  du  résultat 


z<f{u)  Mdx  ■+■  z<f(u)  Nd/=  ? («)  du, 


seront  aussi  des  différentielles  exactes;  ainsi  z étant  un  facteur 
propre  à rendre  intégrable  l’équation  Mdar-t-  Nd/  = o,  le  pro- 
duit z<p(«)  jouira  de  la  même  propriété. 

11  suit  de  là  que  si  l’on  parvenait  à découvrir  deux  facteurs 
distincts,  propres  à rendre  intégrable  l’équation  différentielle 
proposée,  on  aurait  sur-le-champ  son  intégrale  ; car  l’un  de 
ces  facteurs  étant  pris  pourz,  l’autre  serait  de  la  forme  z? («), 

et  en  posant  z^--  = c,  on  en  conclurait  ?(«)  = c,  ce  qui 

revient  à u ==  const. 


291.  Il  y a des  cas  où  le  facteur  z ne  doit  renfermer  que 
l’une  des  variables  x ou  y,  et  alors  il  est  aisé  d’en  obtenir 
l’expression  au  moyen  de  l’équation  (A).  Supposant  en  effet 
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dans  cette  équation,  o,  elle  deviendra 

„ d z /dM  dN\ 

— N -, \-z  ( — -j—  ) = o, 

d x V dj  dx) 

et  l’on  en  tirera 

dz  i /dM  dN\  . 

* — N \;djr  d*  / dx’ 

équation  qui  aura  lieu  si  la  quantité 


dM 

dN\ 

, dj 

dx) 

se  réduit  à une  fonction  de  x.  En  représentant  cette  fonction 
parX,  et  en  intégrant,  on  trouvera 

lz  = /Xdx,  ou  a=e/«*  (283). 

Cette  formule  s’applique  à l’équation 

dj-t-  Pjdx  = Qdx, 

puisqu’il  vient 

n rv  n.  i /dM  dN\  n 

M = iy— Q,  N = ,, 

et  par  conséquent  z = e/pdl.  Multipliant  ensuite  l’équation 
dj+P/d  x — Qdx  = o par  e*VAz,  on  trouve  • 

efvdi^y.  ^ Pj. — Q) e-fpdldx  = o; 

intégrant  le  terme  ep<ud y,  par  rapport  à y,  on  obtient 
u — yeiViz  -4-  X,  X étant  une  fonction  de  x,  déterminée  par 
l’équation 

• ' î^+g-irr-Q)^-. 

de  laquelle  on  tire 

^t  = -eS™'Q,  \ = -/eS^Q  dx, 
et  par  conséquent 

yeS^—Jel™*  Qdx  = C, 
ou,  comme  dans  le  n°  285, 

y = e~SVil  [f  eJtA*Qdx‘+  C).  - 


Ojgitizeâ  by  Google 


DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTÉGRAL  345 

Je  ne  m’arrêterai  point  au  cas  où  le  facteur  2 ne  devrait  ren- 
fermer que  la  variable  y;  on  voit  aisément  que  son  expression 
serait  alors  2 = eJ'YdJ’)  en  faisant  * 


t /dN  dM\ 
M \dx  dj ) ' 


et  que  ce  cas  n’aurait  lieu  qu’autant  que  Y serait  indépendant 
de  x. 

292.  *11  existe,  entre  une  fonction  homogène  et  ses  coeffi- 
cients différentiels,  des  relations  particulières  qui  facilitent 
beaucoup  l’intégration. 

Si  V désigne  une  fonction  homogène  de  x,  y , etc.,  et  qu’on 
y substitue  tx,  ty,  etc.,  au  lieu  de  x,  y,  etc.,  elle  prendra 
nécessairement  la  forme  /"V,  m étant  la  somme  des  exposants 
des  variables  dans  chaque  terme  (283).  Supposant  ensuite  que 
t—  1 ■+•§•,  on  aura  (1  + gr)“V  au  lieu  de  V ; dans  la  même  hy- 
pothèse x,  y,  etc.  se  changeront  respectivement  en 

x-ygx,  y-hgy,  etc., 

et  mettant  gx  pour  A,  gypour  k,  dans  la  formule  du  n°  Al,  on 
parviendra  à cette  équation 


dV 


d\ 


d*«*-|-dj;sr+elc- 


2 \d;r 
■etc. 


. d*  V 

'dxdyb 


En  développant  le  second  membre,  et  comparant  ensemble  les 
termes  affectés  de  la  même  puissance  de  l’indéterminée  g,  on 
aura  • * . 


dV 


dV 


TT^+  -7- J H-  etc.  — mW, 


dx 

d’V 

d#’ 

etc. 


x1- 


d y 

dsV  d’V 

d?r’ + elc’ = w (w-,)  v’ 


293.  Au  moyen  do  ces  relations,  le  facteur  z se  détermine 


> • / 
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assez  facilement  dans  les  équations  différentielles  homogènes. 
Voici  comment  M.  Poisson  y est  parvenu,  par  un  procédé 
plus  exact  que  celui  dont  Euler  avait  fait  d’abord  usage. 

Si  Mdx-+-Ndy  = o est  une  équation  homogène,  et  que  la 
somme  des  exposants  de  x et  de  y dans  M et  dans  N soit  égale 
à m,  en  supposant  que  z soit  aussi  une  fonction  homogène  du 
degré  n,  et  faisant  Mzda:-4-Nzdy=du,  il  résulte  des  théo- 
rèmes du  numéro  précédent  que 

d(Mz)  d(Mi)  , ... 

mais  il  faut,  pour  que  la  différentielle  proposée  soit  exacte, 
que 

d (Mz)  d (Nz) 
dy  dz  ’ 

équation  qui  fournit  le  moyen  de  chasser  de  la  précé- 

dente, qu’elle  change  en 

d(Mz)_  , d (Nz) 


dx  ~ 1 dx 

> . 

Cela  posé,  il  est  visible  que 


y = ( m-hn ) Mz. 


d (Mz*) d (Mz)  d(Nzy)_  d(Nz) 

dx  — a _ x+mz,  —-À-—  — - A _■  y. 


dx 


d x 


d.r 


l’équation  trouvée  plus  haut  peut  donc  s’écrire  ainsi  : 


d(Mza?)  d(Nzy)_ 


= (m  + »+i)Mi; 


da:  da: 

or,  l’exposant  n étant  indéterminé,  si  l’on  fait 
m-j-n-f-  i=o, 


il  en  résultera 


d’où 


d (Mza:)  . d(Nzy) 
ix  dx  °’ 


Mza:-f-Nzy=c  et  Z; 


’Mx  + Ny’ 

il  est  d’ailleurs  évident  qu’on  peut  faire  c = i,  ainsi 


Ma"  -f  Nr 
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sera  un  des  facteurs  propres  à rendre  intégrable  l’équation 
Mdx  + Ndy  = o (*). 


Des  équations  du  premier  ordre , dans  lesquelles  les  différentielles 
passent  le  premier  degré. 

294.  Par  la  génération  des  équations  différentielles,  dont  j’ai 
donné  plusieurs  exemples,  n°  53,  on  voit  qu’il  peut  s’en  pré- 
senter dans  lesquelles  les  différentielles  passent  le  premier 

degré.  La  formule  générale  de  ces  équations  est 
> * 
d/*4-Pdy*-'  dx-^-Qdr*~,dx, . . . -f-Tdjdx"-'  -4-Udx’’=o; 

si  on  la  divise  par  la  plus  haute  puissance  de  dx,  elle  deviendra 


+ T^  + U = o; 
dx 


f d y 

en  la  résolvant  par  rapport  au  coefficient  différentiel  et 

Q OC 

désignant  par  p,p',p">  etc.,  ses  racines,  on  aura 


dj 

dx 


— p — o. 


r*-p"= °’ elc*’ 


résultats  qui  pourront  tous  se  traiter  par  les  méthodes  précé- 
dentes, puisque  les  différentielles  ne  s’y  trouvent  qu’au  pre- 
mier degré.  L’intégrale  de  chacun  d’eux  sera  aussi  l’intégrale 
de  l’équation  proposée,  qui  sera  encore  satisfaite  par  les  va- 
leurs tirées  de  l’équation  formée  du  produit  de  toutes  ces  inté- 
grales. 

En  effet,  la  proposée  étant  équivalente  à 


= o. 


sera  vérifiée  par  toutes  les  équations  qui  annuleront  un  de  ces 


(*)  On  a supposé  ici  que  le  facteur  a était  une  fonction  homogène,  mais  on 

. . . , . , „ Md*-+-Ndr 

justifie  cette  hypothèse,  en  montrant  qne  la  différentielle  ^ est 

exacte  toutes  les  fois  que  M et  N sont  des  fonctions  homogènes.  ( Voyez  le  Traité . 
in-4°»  tome  II,  page  266.)  On  trouve,  à la  page  suivante  du  même  volume,  la 
détermination  à posteriori  du  facteur  s,  d’après  la  séparation  des  variables. 
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facteurs.  De  plus,  si  l’on  considère  qu’une  équation  primitive 
de  la  forme  . - 

MNP..  . =o, 

n’a  lieu  que  par  l’anéantissement  successif  de  chacun  de  ses 
facteurs,  on  en  conclura  que  la  différentielle  immédiate  de  son 
premier  membre,  savoir, 

dM.NP.;.-t-dN.MP...-t-etc.  = o, 

se  réduit  toujours  à un  seul  terme  ; car  si  l’on  prend,  par  exem- 
ple, M = o,  il  ne  restera  que  d M . NP. . , = o,  ou  seulement 
dM  = o : l’équation  MNP...=o  vérifiera  donc  l’équation 
différentielle  à laquelle  satisferait  l’équation  M = o. 

Les  deux  exemples  suivants,  quoique  très-simples,  éclairci- 
ront toutes  les  difficultés  que  pourrait  renfermer  l’énoncé  ci- 
dessus. 

295.  i°.  Soit  dy1 — cette  équation  se  décompose 
en  dy-+-adx  = o,  Ay — «dx  = o,  dont  les  intégrales  sont 
y -+-ax  — c,  y — ax  = c';  et  il  est  facile  de  voir  que  chacun 
de  ces  résultats  satisfait  à la  proposée.  L’équation 

(y-)-ax — c)  ( y — ax  — c')  = ® 
y satisfait  aussi;  car  elle  donne 
(y-t-ax — c)  (d y — ad^)-f-(j — ax — c')  (d/-f-adx)  =o, 
d’où 

g. [{y-+-ax  — c)  — [y—ax  — c')]adx  _ 

2 y — (c-t-c') 

et  mettant  successivement,  au  lieu  de  y,  ses  valeurs  c — ax, 
c'  -\-ax,  on  trouve 

d y = — ad  x,  d^  — -y  adx. 

L’intégrale  ( y-+-ax — c)  [y — ax — c')  = o,  renfermant  deux 
constantes  arbitraires  et  irréductibles,  paraîtrait  plus  générale 
que  celle  des  autres  équations  du  premier  ordre  qui  ne  com- 
portent qu’une  constante;  mais  il  faut  bien  faire  attention  que 
chacun  de  ses  facteurs  doit  être  considéré  isolément,  et  qu’on 
n’en  lire  pas  .d’autres  lignes  que  celles  qui  résulteraient  d’une 
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intégrale  renfermant  une  seule  constante,  dont  celle  équation 
est  aussi  susceptible.  Celte  dernière  intégrale  s’obtient  en  fai- 
sant Ay—mAx  dans  l’équation  différentielle  A y1 — aJdx3=o, 
qui  se  change  en  m’ — a1  = o,  ce  qui  détermine  la  quantité  m, 
dont  il  faudrait  ensuite  substituer  la  valeur  dans  l’intégrale 
de  d y ±=  m d x , qui  est  y—mx-{-c.  11  suit  de  là  que  l’inté- 
grale de  la  proposée  est  le  résultat  de  l’élimination  de  m,  entre 
les  équations 

y = rnx  -+-  c,  m 2 — a2  = o, 
desquelles  on  tire 


La  dernière  étant  du  second  degré,  donne,  pour  chaque  valeur 
particulière  de  la  constante  c,  deux  lignes  droites,  inclinées 
dans  des  sens  différents,  par  rapport  à l’axe  des  x;  c’est  aussi 
tout  ce  que  fournit  l’autre  intégrale, 

[y-\-ax — c)  (y — ax  — c')  = o, 

excepté  que  chaque  facteur  ne  représente  que  les  lignes  incli- 
nées dans  le  même  sens;  mais  comme  en  donnant  séparément 
à c et  à c'  toutes  les  valeurs  possibles,  ces  quantités  passeront 
nécessairement  par  les  mêmes  degrés  de  grandeur,  si  l’on 
assemble  les  droites  correspondantes  aux  mêmes  valeurs  des 
constantes  c etc',  on  retombera  sur  les  solutions  comprises 

— a1—  o,  qui  ne  contient  que  la 

seule  constante  c. 

il  est  bon  d’observer  que  toute  équation  ne  renfermant  que 
d y,  dx  et  des  quantités  constantes,  peut  être  intégrée  en  y 
faisant,  comme  ci-dessus,  Ay  = niAx. 

2°.  Soit  encore  l’équation  dj2 — «xdx2  = o;  on  en  tire 
dj-f-dx  \Jax—o,  Ay — dx  ^ôx  = o,  et  en  intégrant,  on 
aura 

2 - - y,  - - 

y-h^a’  x’ — c — o,  y — ja’  x' — e'  = o. 

• '• 

Ces  équations,  ainsi  que  leur  produit,  pourront  être  considé- 
rées séparément  comme  des  intégrales  de  la  proposée;  mais 
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ce  cas  diffère  du  précédent,  en  ce  que  les  radicaux  que  con- 
tiennent les  deux  intégrales  obtenues  forment  entre  elles  un 
lien  qui  permet  de  les  comprendre  toutes  deux  dans  une 
même  équation,  avec  une  seule  constante;  car,  si  l’on  fait  dis- 
paraître le  radical  dans  l’équation 

j-t-|  sjax1 — c = o. 


on  obtient  (y — c),=-axi.  Ce  résultat  est  encore  l’intégrale 

de  l’équation  proposée,  à laquelle  il  conduira  immédiatement 
par  l’élimination  de  c.  Il  appartient  à une  espèce  de  paraboles 
dont  chacune  des  équations  irrationnelles  ne  présente  qu’une 
branche;  et  le  produit  de  ces  équations  ne  répondrait  qu’à  des 
groupes  de  branches  appartenantes  à des  courbes  différentes, 
mais  qui,  étant  rassemblées  deux  à deux  pour  les  mêmes  va- 
leurs des  constantes,  ne  donneraient  rien  de  plus  que  l’inté- 
grale rationnelle.  * 

296.  Ce  qui  précède  faisant  dépendre  l’intégration  des  équa- 
tions où  les  différentielles  passent  le  premier  degré,  de  la  ré- 
solution des  équations  algébriques,  pour  laquelle  on  est  bien- 
tôt arrêté,  voici  quelques  procédés  qui,  dans  certains  cas, 
peuvent  éluder,  au  moins  en  partie,  les  difficultés  que  pré- 
sente la  résolution  de  l’équation  différentielle  proposée,  par 

, dy 

rapport  a 

Quand  cette  équation  necontientavec^  que  l’une  des  deux 

variables,  x par  exemple,  et  qu’il  est  plus  facile  de  la  résoudre 

« dy 

par  rapport  a x que  par  rapport  au  coefficient  que  je  re- 
présenterai , pour  abréger,  par  p,  on  en  tire  d’abord  x = P, 
P désignant  une  fonction  quelconque  d ep;  et  comme  l’équa- 

dr_, 

dx' 

l’on  met  pour  x sa  valeur  P,  il  viendra 


lion  = p donne  dj'  — pdx,  d’où  y=px — /ad/H-  C,  si 


y==Pp—/Pdp-hC. 
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Alors  l’élimination  de  p,  entre  les  deux  équations 

•r  = P,  y-Pp—fl'ûp-hC, 

conduisant  à une  équation  primitive  entre  x,  y et  la  constante 
arbitraire  C,  donnera  l’intégrale  demandée. 

Soit,  par  exemple, 

xdx ady— b \J dx'-\- dy*,  ou  x-+-  ap  = b -+-  p % 

en  écrivant  p au  lieu  de  cette  dernière  équation  donne 
immédiatement 

x — — ap-h  b ^ i -\-p',  P = — ap  -4-  b ^ i -\-  p', 
et  par  conséquent 

y — bp  \j  i-\-  p1  — ^ ap 1 — bfdp  -\-p* -h  C. 

297.  Quand  les  deux  variables  entrent  en  même  temps  dans 
l’équation  proposée,  mais  que  l’une  d’elles,  y par  exemple, 
n’y  monte  qu’au  premier  degré,  si  l’on  prend  alors  la  valeur  de 
y en  x et  p,  on  en  tirera 

d y = Rdar-(-Sd/>, 

d’où  il  suit 

/>dx  = Rd.r-+-Sd/>  ou  (R — p)  dx-hSdp=  o; 

et  si  l’on  parvenait  à intégrer  cette  dernière  équation,  on 
aurait,  entre  p,  x et  une  constante  arbitraire,  une  relation 
au  moyen  de  laquelle,  chassant  p de  l’équation  proposée,  on 
obtiendrait  une  équation  primitive  qui  serait  l’intégrale  cher- 
chée. 

Quand  la  variable  x ne  s’élève  pas  non  plus  au  delà  du  pre- 
mier degré,  l’équation  proposée,  étant  alors  de  la  forme 

y = N«  + P, 

où  N et  P désignent  des  fonctions  de  p,  conduit  à une  différen- 
tielle analogue  à l’équation  traitée  dans  le  n°  285  ; mais,  pour 
plus  de  simplicité,  bornons-nous  au  cas  particulier 

y — px  + P. 
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On  ad/  = />d.r  + dp;  el  Pu'sQue  d/=pd;r,  il 

reste  l’équation  ^ j dp  —o,  qui  se  décompose  en  deux 
dP 

facteurs x 4- ^ = o,  dp  = o.  Le  premier  n’est,  au  fond, 

qu’une  équation  primitive  entre  x et/?;  il  n’y  a lieu  à intégrer 
que  le  second,  qui  donne  p = c,  ou 

dy  — cdx  et  y = cx-yc'. 

Les  constantes  c et  d ne  sont  pas  arbitraires  toutes  deux  ; car 
en  faisant  dans  l’équation  proposée  p = c,  on  a y—  ex  -y  C, 
C étant  ce  que  devient  P dans  la  même  circonstance,  et  l’on  tire 
delàc'  = C:  l’intégrale  demandée  est  donc  y = cx-yC,  et 
s’obtient  en  changeant  p en  c. 
dP 


Le  facteur  x - 


dp 


= o n’est  point  étranger  à la  question.  Si 


on  le  combine  avec  l’équation  proposée,  pour  éliminer  p,  on 
obtient  entre  x et  y une  équation  primitive  qui  satisfait  aussi 
à cette  proposée  ; car  la  relation  qu’il  établit  entre  x eip  ré- 
duit encore  à pdx  la  yaleur  de  dy,  déduite  de  l’équation  pro- 
posée elle-même  ; mais  cette  dernière  solution,  ne  renfermant 
pas  de  nouvelle  constante,  n’est  que  particulière. 

Soit,  pour  exemple,  l’équation 


y dx  — .rdy  = n ijdx*  -4-  d >J, 
qui  se  met  d’abord  sous  la  forme 

y — px-yn  y/i-t-p2; 

en  la  différentiant,  on  trouve 

■ , * npdp 

dy  = pdx  + xdp  H — y-  _ — > 
V 1 H ~P2 

et  à cause  que  dy  = pdx,  il  reste 

1 npdp 

xdp  H — - . — = o. 
\Ji-yp- 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  facteurs 


np 


t/i-t-p1 


= o et  dp  = o; 
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y — ex  -t-  « t/i  -+- 
Le  premier  facteur  donne 


/»  = = 


V,/ï’ 


\Jh! — ; 


substituant  dans  l’équation  proposée,  on  a y’ -4-  x,=  n1,  équa- 
tion qui  ne  renferme  point  de  constante  arbitraire,  qui  n’est 
point  comprise  dans  l’intégrale 


y = ex  -H  « v i -t-  c'i 

et  telle  néanmoins,  que  les  valeurs  de  y et  de  dy  qui  s’en  dé- 
duisent, satisfont  à l’équation  différentielle  proposée,  dont  elle 
offre  par  conséquent  une  solution  particulière.  Je  reviendrai 
dans  la  suite  sur  ce  genre  de  solutions. 

* y* 

De  l'intégration  des  équations  différentielles  des  ordres  supérieurs 
en  général,  et  de  celles  du  second  en  particulier. 

298.  La  difficulté  d’intégrer  les  équations  devient  d’autant 
plus  grande,  qu’elles  sont  d’un  ordre  plus  élevé  : on  n’y  réussit 
que  par  rapport  à un  petit  nombre  d’équations  très-particu- 
lières ; et  cependant  toute  équation  différentielle  à deux  va- 
riables, dans  quelque  ordre  que  ce  soit,  n’exprime  point  une 
relation  absurde,  lorsqu’elle  ne  donne  pas  une  valeur  imagi- 
naire pour  le  coefficient  différentiel  de  l’ordre  le  plus  élevé... 
Cette  proposition,  déjà  annoncée  dans  le  n°  289,  se  prouve 
aisément  par  le  théorème  de  Taylor. 

En  effet,  une  équation  différentielle  quelconque  de  l’ordre  n, 
étant  résolue  par  rapport  au  coefficient  différentiel  de  cet 
ordre,  en  donnera  l’expression  par  ceux  des  ordres  inférieurs, 
et  l’on  aura  en  général 


d"y  et  dy 
— dx’ 


d’>- 

d.r’ 


dn~ 


dx" 


d’où,  par  des  différentiations  successives,  on  tirera  les  expres- 
sions de 

iJn+I  *,»  jJm+2  y» 

— _ ’ . . - - •'  , .\|  n 

dx"n+1  ü*"+I 

0e  ctl.  I.  23 

...  • * ' • 
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en  ayant  soin,  après  chaque  différentiation,  de  mettre  pour 


d"r 

dx" 


la  valeur  qu’a  fournie  l’équation  proposée.  Par  ce  moyen  on 
obtiendra  tous  les  coefficients  différentiels,  depuis  l’ordre  n 
inclusivement,  en  fonction  des  variables  primitives  et  des  n — 1 
premiers  coefficients  différentiels. 

Si  dans  ces  fonctions  on  peut  supposer  x = o sans  qu’elles 
cessent  d’être  réelles  et  finies,  il  faudra  encore,  pour  achever 
de  déterminer  les  coefficients  différentiels  qu’elles  expriment, 
prendre  arbitrairement  les  valeurs  correspondantes  des  quan- 
tités 


d>-  ds,r  d*- ’y 

^ ' dx’  dx3’  ’ dx"-1' 

que  l’équation  proposée  ne  fait  pas  connailre  ; et  en  les  repré- 
sentant par 

A,  A, , A, , • « « , A„_, , 


on  aura,  pour  une  valeur  quelconque  de  x, 


^A  + Ai.+A,  — -+A,„ 

* 1 1.2  i . 2 . . . ( n — 1 


-4-  f (A,  Ai,  À j , . . . , A„_,  ) 


X” 


1.9... . n 


■etc.  (-22), 


série  où  les  coefficients  de  n premiers  termes  sont  des  con- 
stantes arbitraires. 

S’il  arrivait  que  la  supposition  de  x = o rendît  imaginaire  ou 
infinie  l’expression  du  coefficient  différentiel  de  l’ordre  n ou 
des  suivants,  on  ferait  alors  x = n,  a désignant  une  quelconque 
des  valeurs  qui  ne  produisent  pas  cet  effet,  et  l’on  aurait 


. x — a . ■ x- 

r=A  + A, i-  A,  - — 

1 ■ 


■rt"-' 


.2.  . . [n  — 1) 


-4-  f(n,  A,  A„  A,,. . . A„_i)  — — — -H  etc., 

1 . 2 ... n 


série  où  les  quantités  arbitraires  A , A,,  A^.-.A»-,  sbnt  les 
valeurs  de  y et  de  ses  coefficients  différentiels,  correspon- 
dantes à x = a. 

De  cette  manière  comme  de  l’autre,  on  voit  que  si  la  fonc- 
tion désignée  par  f n’est  pas  constamment  imaginaire  pour 


» 


I 
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tonies  les  valeurs  de  x,  l'équation  différentielle  proposée  don-  ' 
liera  toujours  un  nombre  infini  de  valeurs  consécutives  de  y 
par  une  série  qui  sera  d’autant  plus  convergente,  que  les  va- 
leurs de  x différeront  moins  de  la  quantité  a : l’équation  pro-' 
posée  ne  tombera  donc  point  dans  le  cas  d’une  impossibilité 
absolue,  quoiqu'on  manque  de  moyens  pour  l’intégrer.  Cette 
propriété,  qui  est  particulière  aux  équations  différentielles  à 
deux  variables,  se  reconnaît  aussi  par  des  considérations  géo- 
métriques, comme  on  le  verra  plus  bas. 


299.  On  conclut  aussi  de  ce  qui  précède  que  l’expression 
générale  de  y en  x doit  renfermer  n constantes  arbitraires. 

La  quantité  a,  qu’introduit  ici  la  variable  indépendante  x,  ne 
doit  pas  compter  dans  le  nombre  des  constantes  arbitraires 
amenées  par  l’intégration,  comme  on  peut  s’en  assurer  sur  les 
intégrales  complètes  des  équations  du  premier  ordre  consi- 
dérées dans  leur  forme  générale  F [x,y,  C)  = o.  On  ne  peut 
dans  ce  cas  déterminer  la  constante  arbitraire  C qu’en  assignant 
en  même  temps  une  valeur  à x aussi  bien  qu’à  y;  et  si  on  les 
représente  par  « et  b,  on  aura  l’équation  F («,  b,  C)  = o,  de  la- 
quelle on  tirera  la  valeur  C en  n ci  b;  mais  ce  qu’il  faut  bien 
observer,  c’est  que  la  fonction  de  ces  quantités  par  laquelle 
on  remplace  ainsi  la  constante  arbitraire  peut  également  être 
éliminée  par  la  différentiation  ; car  si  l’on  met  l’intégrale  pro- 
posée sous  la  forme 

F,  (x,y)=C,  il  vient  C = F , (n,  b), 
et  ensuite  l’équation  , 


F.  (*,7)  = F,  (a,  b). 


dont  le  second  membre  disparaît  par  la  différentiation. 

On  détermine  semblablement  deux  constantes  C et  C,  dans 
une  équation  primitive  de  la  forme  F [x,  j,  C,  C,)  = o lorsque, 


pour  une  valeur  donnée  de  x,  on  assigne  celles  de  jet  de 

car  en  joignant  à l’équation  ci-dessus  sa  différentielle  première, 
que  je  représenterai  par 


F,  y. 


c.3. 


P 
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et  supposant  qu’à  x '=  a réponde 

, dr_ 

r~~’’  dx  c’ 
on  a les  deux  équations 


F [a,  b,  C,  C, ) = o,  F,  (a,  b,  c,  C,  C, ) = o. 


au  moyen  desquelles  on  détermine  C et  C,  en  a,  b,  c,  par  des 
expressions  qui  se  comportent  dans  les  différentiations  et  les 
éliminations  comme  les  simples  lettres  C et  C,. 

300.  Ces  considérations  nous  ramènent  à la  formation  des 
équations  différentielles  par  l'élimination  des  constantes,  dont 
on  a déjà  vu,  dans  le  n°  5V,  un  exemple  conduisant  jusqu’au 
second  ordre. 

En  parlant  de  l’équation 

(U)  j»=/n  (a’  — x7), 
une  première  différentiation  conduit  à 

(V)  ydy  = — mx  dx. 


résultat  qui  ne  contient  plus  a ; puis  une  seconde  différentia- 
tion, suivie  de  l’élimination  de  m,  donne  l’équation  du  second 
ordre 


(Z) 


dj* 

dx7 


d7y 

xjrdx'=°’ 


qui  ne  renferme  plus  les  constantes  m et  a. 

Cette  même  équation  peut  encore  s’obtenir  en  commençant 
par  éliminer  m entre  l’équation  primitive  et  sa  différentielle 
première,  ce  qui  donnera 

(V')  xydx-y[a7 — a:,)dj  = o, 

puis  différentianl  celle-ci  pour  éliminer  en  dernier  lieu  la  con- 
stante a.  Enfin  si  la  constante  a ne  disparaissait  pas  d’elle- 
même  à la  première  différentiation,  on  pourrait  commencer 
par  différentier  deux  fois  de  suite  l’équation  (U),  puis  éliminer 
entre  cette  équation  et  ses  différentielles  première  et  seconde 
les  constantes  m et  a. 

Quel  que  soit  celui  de  ces  trois  procédés  qu’on  ait  suivi,  on 
arrive  toujours  à 1 équation  (Z);  mais  ce  qu’il  faut  remarquer. 
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c’est  que  chacune  des  équations  (V)  et  ( V'),  y menant  en  par- 
ticulier par  la  différentiation  et  l’élimination  d’une  constante, 
en  est  une  intégrale.  On  les  appelle,  en  conséquence,  intégrales 
premières,  pour  les  distinguer  de  l’équation  (U),  qui  est  17/i/é- 
grale  seconde  ou  V intégrale  primitive , à cause  que  (Z)  n’est 
que  du  second  ordre. 

On  voit  par  là  qu’une  équation  différentielle  du  second 
ordre  peut  avoir  deux  intégrales  premières,  et  qu’en  éliminant 

il  y 

de  celles-ci  le  coefficient  différentiel  -r->  on  obtiendrait,  entre 

ax 

x,  y et  deux  constantes  arbitraires,  une  équation  primitive  qui 
devrait  rentrer  dans  l’équation  (U);  d’où  il  suit  qu’il  suffit  de 
connaître  les  deux  intégrales  premières  pour  trouver  l’inté- 
grale seconde.  • 

Ces  remarques  s’étendent  aux  équations  de  tous  les  ordres. 

Pour  le  troisième,  par  exemple,  l’équation  primitive  doit  con- 
tenir trois  constantes  arbitraires  (299);  car  on  a les  quatre 
équations 

U = o,  d U = o,  dJU  = o,  d3U  = o; 

niais  si  l’on  élimine  d’abord  deux  des  constantes  arbitraires 
entre  les  équations  U = o,  dü  = o,  d3U  = o,  on  aura  trois 
équations  différentielles  du  second  ordre,  puisqu’on  pourra 
conserver  chacune  des  trois  constantes  à son  tour.  Les  équa- 
tions qu’on  obtient  ainsi  sont  des  intégrales  premières  de  l’équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre,  qui  résultera  nécessai- 
rement de  l’élimination  de  la  constante  qu’elles  renferment. 

Les  intégrales  secondes  sont  ici  les  équations  du  premier  ordre 
que  donne  l’élimination  de  chacune  des  constantes  entre  les 
équations  U = o et  dll  = o,  et  l’équation  primitive  U = o est 
l 'intégrale  troisième.  Sans  pousser  plus  loin  ces  considérations, 
on  doit  en  conclure  (\\i  une  équation  différentielle  de  l'ordre  n 
a un  nombre  n d’intégrales  premières ; et  comme  ces  intégrales 
sont  de  l’ordre  n — 1,  elles  ne  renferment  que  les  n — 1 cocf-  / • 
(icients 

dj  d\y  d"_,j 

d-r’  d.r3’  ’ d.**-1’ 

si  donc  on  peut  les  éliminer,  on  aura  l’intégrale  ou 
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l’équation  primitive  qui  répond  à l’équation  différentielle  pro- 
posée. 


301.  Pour  généraliser  la  théorie  précédente,  Lagrange,  par 
l’application  de  la  série  de  Taylor,  a déduit  de  l’équation  diffé- 
rentielle même  cette  multiplicité  de  leurs  intégrales  premières 
qui  vient  d’être  établie  en  partant  de  l’équation  primitive. 

Si  l’on  pose  d’abord,  comme  dans  le  n°  240,  h = — x,  et  que 
l’on  désigne  par  À la  valeur  dej  lorsque  x = o,  on  trouve 


(«)  A —y- 


d r x 
dx  i 


d’r  a;1 

dx ’ I . 2 


d\r 

dx1 


.2.3 


-+-  etc., 


équation  où  l’on  peut  faire  disparaître  tous  les  coefficients  dif- 
férentiels des  ordres  supérieurs  à celui  de  l’équation  proposée. 
Supposons,  par  exemple,  celle-ci  du  second  ordre  et  mise  sous 
la  forme 

dx’ 


(Z) 


on  en  déduira  les  valeurs  des  coefficients  différentiels  des 
ordres  plus  élevés,  et  parce  moyen  l'équation  («)  devenant 

, , . drx  ,/  dr\  x’  . / dr\  x’ 

<*>  k=r~ d^ T +f 7^ -{\x’r’dï)  7X3+-etc” 

est  ramenée  au  premier  ordre,  et  est  une  intégrale  première 
de  l’équation  (Z),  A désignant  alors  la  constante  arbitraire. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  dans  le  second  membre  de  l’équa- 

dy  (J  y 

tion  (a)  —■  au  lieu  de  y;  il  donnera  la  valeur  de  — > corres- 

U^T  j . / Cl  JC 

pondante  à x = o.  En  désignant  cette  valeur  par  A,,  on  aura 


d r d’  r x d3y  x’ 

dx  dx’  r dx3  1.2 


etc., 


d’>*  d3r  , , . , 

et  remplaçant  ^5?  etc.,  par  leurs  valeurs  tirees  de 

l’équation  (Z),  on  obtiendra  . ’ 

qui  sera  encore  une  intégrale  première  de  l’équation  proposée. 
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On  ne  pourra  pas  aller  plus  loin,  puisqu’il  n’y  a d'arbitraire  que 

» d y • 

les  premières  valeurs  de  y et  de 

Sans  qu’il  soit  besoin  d’entrer  dans  de  nouveaux  détails,  on 
voit  que  si  l’équation  proposée  était  de  l’ordre  «,  on  déduirait 
de  l’équation  (a)  des  expressions  de 

d >•  dJr  d”~ 1 y 

d.r’  d-r2’  ’ dar*-1’ 

correspondantes  à x = o,  qui  seraient  toutes  arbitraires,  et  en 
y remplaçant  les  coefficients  différentiels  de  l’ordre  n et  des 
ordres  supérieurs  par  leurs  valeurs  tirées  de  l’équation  propo- 
sée, on  formerait  n équations  de  l’ordre  n — i , qui  en  seraient 
les  intégrales  premières. 

302.  Nous  commencerons  l’intégration  des  équations  diffé- 
rentielles des  ordres  supérieurs  par  celles  qui  ne  renferment 
point  les  variables  primitives. 

Dans  le  second  ordre,  ces  équations  ne  contiennent  que 
et  et  lorsque,  pour  abréger,  ony  fait  ^=/>,  ce  qui 

(1 OL  Q OC  Q OC 

donne  elles  conduisent  à = P,  P étant  une 

djr*  d oc  u# 

A , » 

fonction  de  p.  On  tire  de  là  dar  = ^,  et  par  conséquent 


x—  mettant  pour  dar  sa  valeur  dans  l'équation 

dr  = />d.r,  on  trouve  aussi  X—J' C' : il  ne  s’agit  pli 


us 

et 


que  d’éliminer  p entre  les  deux  équations  x=  f~rrrhC 

y—  C'»  pour  avoir  l’intégrale  en  x et  y,  qui  sera 

complète,  car  elle  renfermera  deux  constantes  arbitraires  (299). 
L’élimination  de  p ne  pourra  se  faire  que- lorsqu’on  aura  effec- 
tué les  intégrations  indiquées;  mais  par  les  quadratures  on 
construira  la  courbe  cherchée. 

_ . „ (d.r2-|-  d r*)’ 

Soit  pour  exemple  1 équation  — (j~r  d*?- — — rt:  en  m<>l- 
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tant  pdx  pour  dy,  etd/jdx  pour  d3/,  on  changera  cette  équa- 


U-f-p’l’dx  . ., 

lion  en Ç- = a,  et  I on  en  tirera 

dp 


dx  — 


adp 


-,  dr  = pdx 


apdp 


{i+p3)' 

L’intégration  donnera 


(«-H/»*)’ 


x L -t- 


up 


r = C' 


s/i-hp1  ‘ yï+p’1 

éliminant  p,  il  viendra 

(*-C)’-t-(j-C')’  = «’, 

résultat  facile  à prévoir,  car  l’équation  différentielle  proposée 
n’étant  autre  chose  que  l’expression  générale  du  rayon  de 
courbure,  égalée  à une  constante  a (8t),  exprime  la  pro- 
priété fondamentale  du  cercle. 

303.  On  ramène  de  même  à l’intégration  des  fonctions  d’une 
seule  variable  les  équations  d’un  ordre  quelconque,  dans  les- 
quelles un  coefficient  différentiel  est  exprimé  par  celui  de 
l’ordre  immédiatement  inférieur. 

' d 3 y (Py*  4 . 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  jpen  fonction  de  jp>  on  ferait 

d’r  ,,  , . , , d3r  dq 

~gi=q,  d ou  il  résulterait  et  par  conséquent 


d#3  dx 


dV  _ 


l’équation  proposée  serait  transformée  en  jp  = Q,  Q repré- 
sentant une  fonction  donnée  de  q.  On  conclurait  de  cette  der- 
nière équation, 


’-/ï- 


C; 


• j ‘ . . 

puis  de  = q,  on  tirerait  successivement 

r = JdxJqdx=  J'ÿ  (J'îAî+cj+C": 


■1 
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l’intégrale  demandée  serait  donc  le  résultat  de  l’élimination  de 
q entre  les  deux  équations 

X = Pq^C’  r==fmP(?  + C,)+C'’ 

et  il  y aurait  trois  constantes  arbitraires  dans  le  résultat.  On 
étendrait  facilement  ce  procédé  à un  ordre  quelconque. 

304.  On  réduit  encore  très-aisément  à l’intégration  des  fonc- 
tions d’une  seule  variable  les  équations  d’un  ordre  quel- 
conque, dans  lesquelles  un  coefficient  différentiel  est  donné' 
par  celui  de  l’ordre  inférieur  de  deux  unités.  Si  l’on  avait,  par 

, d‘r  . . d’r  , . d’r 

exemple,  en  fonction  de  on  représenterait^^  par  q, 

d’où  il  suivrait 


d’r d q d‘  y d:  q 

dar 


dx’  dx4  dx’’ 


et  la  proposée  serait  transformée  en 

dx’ 

Q désignant  une  fonction  donnée  de  q.  En  multipliant  alors  les 
deux  membres  par  d q,  il  viendrait. 

îi.£t=Wfi 

dx  dx 

d2q  * dq  . ...» 

et,  comme  -—■=  d t1  ? on  tirerait  de  la 
dx  dx  . 

a/Qdÿ-t-C  et  = \frfQdq  4-C, 


dx: 
dx  = 

d’r 


dy 

v/a/Qdÿ  + C 


x=f-= 
J t/a 


d q 


y/a/Qd^-t-C 


4-C'; 


mais  de  = ÿ,  on  déduit  successivement 

— J'qA  x = Ç . -t-C", 

d*  J J Va/Qdg-t-C 

y— JA xJ qéx  = ( f qAq^— : +€"')  -t-C" 

J t/s/Qdÿ-+--C \J  \fafQAq-hV.  / 
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l’intégrale  serait  par  conséquent  le  résultat  de  l’élimination 
Acq,  entre  les  équations 

Aq 


■=  ( M ( f- 

J s/2  fQdq  -h  C\J  \ 


v/a/Qdg  + C 
qdq 


+-C', 


CM  +■  G", 


V2/Qdç  + CVJi/2/0d?  + C 

4 

contenant  quatre  constantes  arbitraires.  On  traiterait  de  même 
les  équations  analogues,  dans  les  ordres  plus  élevés. 

d2r  * # 

305.  L’équation  = Y,  ou  Y désigné  une  fonction  quel- 
conque de  y,  est  le  cas  le  plus  simple  de  la  classe  d’équations 
qui  nous  occupe;  il  vient  alors 

ir.Jr=Ydr, 

Ax  da-  J 

îg  = 2/Yd7  + C et  g=^/Ydr  + C. 

Si  l’on  applique  ce  procédé  à l’équation  particulière 
A-ysfây  — Ax'1, 


on  aura 


et 


d2  y 
d#2 


i dj^  d2/ Ay 

y ay  d x d#  ^ny 

d r*  4 / — . r 
--^ay  + C, 


, 4c 


en  intégrant.  Changeant  C en  2p>  on  tirerait  de  là 

y a 


iAx 


dj 


'/a 

faisant  ensuite  c ■+■  ^y=  z,  il  viendrait 

Ax  ( z — c)dz  ( \ -M 

7F— r — = \z  —cz  )àz 

\ja  \jz 

et  enfin 

. ~ = \zy—2,cz'+c'  = \{\lÿ—v)  s/c+\Jr- t-c', 

• J a 3 ô • 
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306.  Les  équations  différentielles  qui  ne  contiennent  qu'une 
seule  des  variables  primitives,  s’abaissent  au  moins  d’un 
ordre. 

Cela  est  d'abord  visible  pour  celles  qui  sont  de  la  forme 


/ d.r  d \r 

\x’  d*’  dx’’  " ' ’ dx"/  ’ 


. d r 


x désignant  la  variable  indépendante  ; car  si  l’on  fait  — p, 


il  vient 


„ / dp  d—'p\ 

Tx"’-’  dlH=0’ 


équation  qui  n’est  plus  que  de  l’ordre  n — i,  par  rapport  aux 
variables  x et  p.  Quand  on  pourra  l’intégrer  et  en  tirer  p en  x, 
ou  bien  x en  p,  on  aura  y par  les  formules 

y—  J pdx  -t-  C,  ou  y — px  — fxdp-t-C. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  différentielle 

• A ' 

(dx*-i-dr*)*  _ ^ 
dxd1^ 

X désignant  une  fonction  donnée,  de  x seul;  cette  équation  se 
transforme  en 


d’où 


(i  -i -p')‘  àx  _ x 
“ dp 

dx  dp 

X 


En  intégrant  il  vient 


/ 


dx 

T 


PY 


p 


yi+f 

/*d  JQ  f 

je  représente  / + C par  V,  et  il  en  résulte 


e = -pi=,  r=/H*+c'=f7^  + c'.  . 

' y,  _v  J < i — V- 

307.  Si  la  fonction  y entrait  dans  l’équation  proposée,  au 

# * * . * 


. f 
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lieu  de  la  variable  indépendante  x,  on  ramènerait  ce  cas  au 
précédent,  en  prenant  d^-  constant,  au  lieu  de  d#  (130). 

On  pourrait  encore,  si  l’équation  proposée  n’était  que  du 

d y 

second  ordre,  chasser  Ax  au  moyen  de  sa  valeur  tirée  de 
l'équation  Ay  = pAx,  et  l’on  aurait  ainsi 


d’,y  _ d p_pAp 
Ax7  dar  dj 


la  transformée  ne  renfermerait  alors  que  p,  Ap,  y et  d/.  Si 
elle  pouvait  s’intégrer,  et  qu’elle  donnât  p en  y,  on  trouverait 

x par  la  formule  x—  { — > et  par  la  formule  x — - 4- 

J P P J P1 

lorsqu’on  aurait  y en  p. 

d 2 y , , *■ 

L’équation  = Y,  déjà  traitée  dans  le  n°  305,  devient,  par 
le  procédé  ci-dessus, 

^=Y,  d’où  p7  = 2/YAy-hC, 

p-P^=\/2/YAy-hC  et  x=  f-==ÉL==- t-C'. 

^ Ax  y J J J s/z/YAy-hC 

308.  Parmi  les  équations  différentielles  qui  contiennent  en 
même  temps  les  deux  variables  primitives,  il  faut  remarquer 
celles  qui  sont  homogènes  entre  la  fonction  y et  ses  différen- 
tielles, considérées  comme  des  facteurs  algébriques  : une 
transformation  très-simple,  faisant  disparaître  la  fonction  pri- 
mitive y,  les  ramène  au  cas  précédent. 

11  suffit  de  poser  y=e“,  d’où  il  résulte 

Ay  = e“Au,  d’y-  = e“  (A7u  4-  dw’), 
dJy-=  e“  (d3«  4-  3diz  d’«  4-  du3),  etc.; 


le  facteur  e“  devenant  alors  commun  à tous  les  termes  de  l’é- 
quation, disparaît,  et  il  ne  reste  plus  que  les  différentielles 
de  k,  avec  x et  Ax. 

Le  cas  le  plus  simple  de  ces  équations  est  celui  où  y et  ses 
différentielles  ne  passent  pas  le  premier  degré  ; il  est  repré- 
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senté  par  la  formule  générale 

d"/4-  Pd'-'/d.r  4-  Qd"-,/d x*  4-.  — (-  U/d xn  = o. 

Prenons  pour  exemple  celle  du  troisième  ordre 

d’/+  Pd’/ da;  -t-Q d/dx’  4-  U/da?1  = o; 

les  valeurs  de  / et  de  ses  différentielles  la  réduiront  à 

d*«4-3d«  d’«  4-  d«*4-  P (d’«  4-d«’)d.r  ) 

-+-  Qd«  dar* 4-Uda4  ) °* 

qui  s’abaisse  au  second  ordre  en  posant  i\u=tùx,  d’où  il 
résulte 

) 

du -h  (3f  4-P)df  da;  4-  (P  4-  P<’-t-Q<-t-U)  da4  = o. 

La  forme  de  cette  équation  donne  lieu  à une  remarque  im- 
portante, savoir,  que  si  les  quantités  P,  Q et  U étaient  con- 
stantes, on  pourrait  supposer  t constant;  car  en  faisant  d*/  = o, 
d/  = o,  il  ne  resterait  pour  déterminer  t que  l’équation 

P-h  Pf,4-Q/4-U  = o 

dont  les  coefficients  seraient  des  constantes. 

Désignant  donc  par  m„  nf2,  m,  les  trois  racines  de  cette 
équation,  on  pourrait  prendre  successivement 

t — m,,  t — m ,,  t — m,; 

et  comme 

du  = tdx  donne  u = ftdx-hc,  y = et'i‘+‘, 
on  aurait  pour  / les  trois  valeurs 

/,  = «", *■+*,,  /,  = /,  = 

qui  reviennent  à 

/,  = C,e™‘I,  /,  = Cie"**,  n = C,e”*J, 
en  prenant  pour  constantes  arbitraires  les  quantités 
e‘‘,  e*',  ee>. 

309.  Ce  ne  sont  encore  là  que  des  valeurs  particulières  de 
la  fonction  /,  puisqu’elles  ne  renferment  qu’une  constante; 
mais  en  les  ajoutant,  on  forme  l’intégrale  primitive  complète 

/ = Ci  e"‘x  4-  C,  em<*  4-  C3  » 
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Non-seulement  il  est  facile  de  s’assurer  que  cette  expression 
de  / satisfait  à l’équation  différentielle  proposée;  mais  on  peut 
établir  à ce  sujet  une  proposition  générale,  quels  que  soient 
les  coefficients  P,  Q et  U,  savoir  : que  si  /,,  y,,  y , sont  trois 
valeurs  de  y qui  satisfassent  chacune  en  particulier  à cette 
équation,  leur  somme  /,  /,-(-/„  étant  prise  pour  l’expres- 

sion de/,  satisfera  également,  et  que  si  les  fonctions/,,  /„ /, 
ne  contenaient  pas  des  constantes  arbitraires  comme  ci-dessus, 
on  pourrait  prendre 

/ = C,/,  + C,/,  -4-  C,/,  j 

car  en  différentiant  trois  fois  celte  expression,  substituant  dans 
l’équation  proposée  les  valeurs  de  /,  d/,  d1/,  d5/,  et  rassem- 
blant tous  les  termes  où  entre  la  même  constante,  il  vient 

_C,  (d3/,  -4-  Pd*/,  dx  ■+-  Qd/,  dx1  -h  U/,  dx*)  1 
-+-  C,  (d1/,  -4-  Pd1/,  da:  -4-  Qd/,  dar1  -4-  U/,  dar1)  > = o, 

-4-  C,  (d1/,  + Pd1/,  da:  -+-  Qd/,  dar1  U/,  dx*)  J 

résultat  dans  lequel  la  fonction  qui  multiplie  chaque  constante 
est  nulle  par  elle-même,  puisqu’on  a supposé  que  les  fonc- 
tions/,,/,, /,  satisfaisaient  séparément  à l’équation 

d'/4-  Pd’/dar-f-Qd/d x*-\-  Uj'da^*=  o. 

On  voit  aisément  que  cette  démonstration  peut  s’appliquer 
à l’équation  d’un  ordre  quelconque 

d"/-t-  Pd*~'/dar  -H  Qd"~’/d.r,-|-. . . -+-  U/d x"  ==  o , 

et  que  par  conséquent  si  l’on  trouve  n valeurs  particulières, 

y<>  r»,  /s---,  yn, 

qui  y satisfassent,  on  pourra*poser 

/ = C,/,  -4-  C,  /,-+-  C,/,  C„/„, 

\ . Ci,  C„  C,. . . , C«  désignant  des  constantes  arbitraires. 

11  est  également  visible  que  si  les  coefficients  P,  Q. . U 
sont  constants,  les  valeurs  de  / s’obtiendront  par  la  supposi- 
tion d e y = e**,  m étant  une  constante,  ce  qui  donne 

dy  = emlnidx,  d,/=  e",m1dxt,  . . . , d */~  emxm"dx", 
et,  rendant  divisible  par  dxn  l’équation  proposée,  la  réduit 

v - • / • M. 
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m*  -+-  Pm"_l  Qm"-1  + . . . + U = o. 

Si  l’on  représente  par  m„  m,,. m . les  racines  de  celle-ci,  on 
aura 

y,  — <*"*,  yt  = er«,...,  y„  = e *»*, 
et  par  conséquent 

y=  C,e">*-+-C,e"*x-H. . , + C,e"-'. 

310.  Lorsque  parmi  les  valeurs  de  m il  s’en  trouve  d’imagi- 
naires, l’expression  ci-dessus,  qui  ne  cesse  pas  pour  cela  de 
vérifier  l’équation  différentielle  proposée,  a besoin  d’être  trans- 
formée en  une  autre,  où  il  n’y  ait  que  des  quantités  réelles,  ce 
qui  s’effectue  au  moyen  des  formules  du  n°  187. 

Si  m,  et  m7,  par  exemple,  désignent  un  groupe  de  racines 
imaginaires,  elles  seront  de  la  forme 

m,  ==  a -|-  p — i , m7=  a — p — i, 

et  fourniront  dans  l’expression  générale  de  y une  partie 

C,  e"***  + C,ear— = e<tx{c^=7+  C*"'3'  ; 

mais,  par  l’article  cité,  on  a 

= cos  px  -+-  \j- — i sin  px, 

— cos  ^ , sin  qx. 

ces  valeurs,  substituées  dans  l’expression  précédente,  la  chan- 

* 

gent  en 

j (C,  -I-  C,)  cos  px  -+-  (C,  — C,)  \/ — i sin  px|  ; 

et  comme  les  constantes  C,  et  C,  disparaissent  de  l’équation 
différentielle,  sans  qu’il  soit  besoin  de  leur  assigner  aucune 
valeur,  on  peut  leur  en  supposer  une  telle,  que  les  quantités 
C, -|—  C,  et  (C,  — C,)  soient  réelles,  et  faire  en  consé- 
quence 

Ci  -+-  C,  = E, , (C!  — C,)  ^ — i = E,, 
d’où  il  résultera,  pour  l’expression  cherchée, 
ear } E,  cos  px-t- E,  sin  px} , 

valeur  entièrement  réelle. 
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On  peut  changer  cette  dernière  de  Corme,  en  y posant 
Ec=/jsing,  E,  = /tcosg, 

p et  q étant  de  nouvelles  quantités  arbitraires;  elle  deviendra 


eax\p  sin  q cos  $x-\-p  cos  q sin  p#  j = peaz  sin  ('g  -t-p#). 

On  traiterait  de  la  même  manière  les  autres  groupes  de 
termes  imaginaires  que  pourrait  renfermer  l’expression  géné- 
rale de  y. 

311.  Si  quelques-unes  des  racines  m, , m ,,  etc.,  deviennent 
égales,  cette  expression  perd  de  sa  généralité;  quand,  par 
exemple,  m,  = m ,,  les  deux  premiers  termes,  prenant  la 
forme 

(Ci4-Cj)  e"'1, 

se  réunissent  en  un  seul  dont  le  coefficient  C,  ■+-  C,  ne  compte 
plus  que  pour  une  seule  constante. 

Des  divers  procédés  qu’on  a donnés  pour  parer  à cet  incon- 
vénient, celui  qu’a  proposé  d’Alembert  me  parait  encore  le 
plus  ingénieux  et  le  plus  simple  : voici  en  quoi  il  consiste  (*). 

Au  lieu  de  supposer  que  les  racines  m,  et  m , soient  égales, 
on  fait  d’abord 

m,  = m,  4-  h , 

ce  qui  donne 

C.e-1  -+-  = e-*  (C,-4-  C,?**) 

= C-[cl  + C1(n-^  + ^|  + etc.j], 

en  développant  l’exponentielle  é*  (27)  ; alors  si  l’on  pose 
Ci  -l-C,  = E,,  C,/)  — Ej, 

il  vient 

c"'^E,+E3a:  + E3  -+-  etc.  j- 

Or,  C,  et  C,  étant  arbitraires,  E,  et  E,  le  sont  pareillement,  et  l’ex- 
pression C,  e'"‘*+C,e“>r  satisfaisant  à l'équation  différentielle  pro- 
posée, indépendamment  d’aucune  valeur  de  C,  et  de  C.  (309), 


(*)  Voyez  d’ailleurs  le  Traité  in  tome  III,  page  69S. 
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il  en  sera  de  même  du  développement  ci-dessus,  et  des  con- 
stantes E,  et  E„  et  cela,  quelque  petite  que  soit  la  quantité  h. 

Si  donc  on  suppose  A =o,  l’expression  ci-dessus,  réduite  à 

e*'*  (E,-t-E,J?) 

et  contenant  deux  constantes  arbitraires  irréductibles,  satis- 
tera  encore  à la  proposée;  mais  ce  cas  répond  précisément 
àm,  = m,. 

De  là,  on  passe  aisément  au  cas  où  m,  = m,=  m3  ; car  en  ne  ■ 
supposant  d’abord  que  l'équation  m,  = m,,  on  aura 

r = e”'*  ( E,  4-  E,  x ) 4-  Cs  e"**r  4- . . , 4-  C„e'".x , 
et  faisant  en  conséquence  m,  = m,  4-  A , il  viendra 

e"'*  (E,  -4-E,x)  4-C3e"**  = e*"x(E1  4-  E,x  4-  C,^), 
que  le  développement  de  e **  changera  en 

e--’  (e,  -t-C,+  (E,  4-  C3  A)  x -t-  C,  ~ + C3  ~ 4-  etc.)  * 

et  faisant 

E, -t-C,  = F„  E,4-C3A=:F3,  - CjA*=  F3, 

, ■ ' 9. 

on  aura  l’expression 

/ hx 5 \ - 

e"iX  ( F,  4-  ¥7x  4-  F:,#'  ■+•  Fj  — 4-  etc.  j . 

satisfaisant  encore  à l’équation  différentielle  proposée,  quelles 
que  soient  les  constantes  F,,  F1(  F,,  et  quelque  petite  que 
soit  A : en  posant  donc  A = o,  il  en  résultera,  pour  le  cas  où 
m,  = m,=  m3,  l’expression 

e"l,(.F,  -t-F^-t-Fj*’) , 

qui  remplacera  complètement  la  partie  C,e“‘‘x  4-  C3e*,,x-t-  C3e",r, 
et  ainsi  de  suite,  en  quelque  nombre  que  soient  les  valeurs 
égales  de  m. 

312.  L’équation  différentielle  proposée  peut  rarement  s’inté- 
grer lorsque  les  coefficients  sont  variables;  le  cas  suivant 

(<74-  &r)"d',i)-4-P  (a  -F-  ù^)"-,d"-|jdx  I 

4-  Q (n 4-  ùx)"*,d"_1rd x*-t- ... 4-  Urd.T"  ) 

0e  éd.  1.  „ %4 
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où  P,  Q. ...  U.  désignent  des  constantes,  est  un  des  plus  re- 
marquables. Si  l’on  fait  a -+-  bx  = /,  d’où  il  suit  d a?  = ^ » l’é- 
quation ci-dessus  se  change  en 

^ /— |d»-,^d/  ^ /*-,d*“*/d<,-t-. . .-t-p.rd/*=o, 

à laquelle  on  satisfait  en  posant  y — tm , m étant  un  exposant 
indéterminé  ; car  d t étant  constant  ainsi  que  dx,  la  substitu- 
tion de  y et  de  ses  différentielles  rend  l’équation  ci-dessus  di- 
visible par  /"d/",  et  l’on  a seulement 

* p 

m[m — 1).  ..[m — m[m — 1). . .(m — n-f-a) 

+ Qm{m—  t)...(m  — n-t-3)  ^ 

qui  détermine  m,  au  moyen  des  constantes  n,  b,  P,  Q. . U. 

313.  Il  est  facile  d’appliquer  ce  qui  précède  à l’équation  du 
second  ordre  , . 

d’j-f-Pdjd.r-f-  \]y&x*  = o, 

et  d’en  tirer  les  résultats  suivants,  qu’il  est  utile  de  connaître. 

i°.  Si  y,  et  y,  sont  deux  valeurs  qui  satisfassent  à cette  équa- 
tion, son  intégrale  complète  est 

(309). 

2®.  Quand  P et  U sont  constants,  on  a 
y = C,em‘*-hC,em‘x, 
m,  et  m,  étant  les  racines  de  l’équation 
m!+Pm  + U = o. 

3°.  Si  ces  racines  sont  imaginaires,  il  vient 
y—peKX  sin  (g-t-(3x)  (310). 

4”.  Si  elles  sont  égales 

*•  = «— (E.4-E,*)  (311). 

5®.  Enfin  l’équation 

(a  -y  èa;),d,j'--i-  (a-f-  bx)  Pdyd-r  -+-  Urdar*—  o 
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se  change  en 

I»  U 

Ad*/ 4-  j /d /d  t 4-  jtyA  t*  = o, 

lorsqu’on  fait  a 4-  bx  = t,  et  dépend  de 

P U 

m(m — i)  + ^m+  (3*®)» 

ce  qui  revient  à 

ainsi  son  intégrale  est 

r = Ci + C,(a4-  bx )"■  4-C,(a-t-  èx)"’, 

/«,  et  m,  étant  les  deux  valeurs  de  »i. 

314.  L’équation 

(1)  dll/4-Pd''_l/dx4-Qd"-î/dx,4-. . . 4-U/dx',  = o, 

n’est  qu’un  cas  particulier  de  l’équation  différentielle  de  l’or- 
dre n et  du  premier  degré  ; car  celle-ci,  pour  être  générale, 
doit  contenir  un  terme  indépendant  de  y,  et  avoir  par  consé- 
quent la  forme 

(2)  d*/4-  Pd,_1  /dx-t-Od^/dx’  4-. . .-t-  Crdx*  = Vd  x • ; 

mais  l’intégration  de  cette  dernière  se  ramène  facilement  à celle 
de  la  première  : on  l’a  déjà  vu  pour  le  premier  ordre,  dans  le. 
n°  285;  et  dans  un  ordre  quelconque,  il  suffit  de  connaître  un 
nombre  n de  valeurs  particulières  de  y,  satisfaisant  à l’équa- 
tion (1),  pour  parvenir  à l’intégrale  complète  de  l’équation  (2), 
Lagrange , qui  a découvert  cet  important  théorème , l’a 
prouvé  en  étendant  à l’équation  (2),  par  la  variation  des  quan- 
tités Ci,  C„. . C„,  l’expression  générale  de/  relative  à l’éqda- 
tion  (1).  , , , 

Pour  fixer  les  idées,  je  prends  l'équation  proposée  du  troi- 
sième ordre  seulement;  il  vient  j=C,/,4-'C,/,  + C,/„ 
expression  dans  laquelle  il  faut  déterminer  C„  C,|  C„  de  ma- 
nière qu’elle  satisfasse  à 

. d^-t-^d’/dx  -1-  Qd/dx’  + ll/daf1 —Ydx1. 

- . . . ’ ’ ’ ' 24  • 
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Si  l’on  forme  successivement  les  valeurs  de  d y,  d’^-  et  d*_r,  en 
traitant  Ci , C,,  C3  comme  variables,  on  trouvera  d’abord 

d y = C,  d y,  4-  Cjdj,  4-  C3  dj,  -+-  y,  d Ci  4-  y,  d C,  4-  y,  d C3  ; 

mais  comme  on  a trois  quantités  à déterminer,  et  que  la  ques- 
tion proposée  n’offre  qu’une  condition,  on  en  peut  choisir  deux 
autres  à volonté,  et  faire  en  conséquence 

y,  d C,  -\-y,  d C3  -h.r»  d C3  = o , 

ce  qui  donnera 

1 d.T*  — Ct  d Vi  — C,d  > ’j  -f-  CjdjKa-, 

comme  si  les  quantités  Ci,  C3  et  C3  n’avaient  pas  varié.  En  dif- 
érentiant  cette  valeur,  il  viendra 

d*  j — €,  d’/,  4-  C,  d'y,  h-  C,  d3/3  4-  d/,dC,4-  d y,  d C,  4-  d/3  d€,  ; 
posant  encore 

dj.dC,  4-  dj,dC>4-  djjdC3  = o, 
il  restera  " 

dJj=  Cid’y,  4-  C,d3j,  4-  C3  d'y, , 

d’où  l’on  tirera 

dy=C,dsj,  4-C,dy,4-Cjd3^,-+-  d'y,  dC,  4-  d27,dC,  4-  dy3dC3. 

par  la  substitution  des  valeurs  de  y,  d y,  dJr  et  d3/,  l’équation 
proposée  deviendra 

C,  (d3j,  4-Pd*j,  d^4-Qd_^*ida:34-U^'idx5) 

4-  C3(d37-,  4-  Pd,^‘,djr4-Qdj'Idxî4-  U/jdar1) 

• 4-  C3  (d3j34-Pd3j3da:4-Qd7jdar34-  C >-3  d x'  ) 

4*  d3_ridC,  4-  d5^,d C, 4- d"^3dCj  . 

ce  qui  se  réduit  à , 

d37,dC,  4-  d*^,dC3 4-  d3/3dC3  = Vd#3 , 
quand  les  fonctions  y,,  y,,  y , satisfont  à l’équation 
d3^4_Pdyd^4-Qdrda:,  4-  U/dar3  = o : 

il  existera  donc  entre  les  différentielles  dC,,  dC,  et  dC3,  les 
trois  équations  ' • . • 

y,  d C,  4-  y,  d C,  4-  y,  d Ç,  = o , 

; d/idC,  4-dndC,4-dir3dC)  = 0, 

d3/,  d C,  4-  d3/,  d C,  4-  d3  d C3  = V d x3, 
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d’où  l’on  tirera  les  valeurs  de  chacune  de  ces  différentielles, 
exprimées  en  x et  en  dx,  lorsque  les  fonctions  y,,  y2,  ys  se- 
ront connues.  Les  résultats  ayant  la  forme 

’ . \ ' . i ,*T 

dC,  =X,d;r,  dC2  = X2d*,  dC2  = X5dar, 
on  en  déduira  . ' 

Ci=r/X|d*-+-e-„  C7—f\7dx-hc„  C,  =/X7dx  + c„ 
et  par  conséquent 

y = y,  (/X,d.r  -t-  c,)  -t-y2  (fX7dx-h  c7)  -+-ys(/X3d;r -l-e») 

sera  l’intégrale  complète  de  l’équation  proposée. 

Si  l’on  ne  connaissait  que  deux  valeurs  particulières  de  x,  la 
proposée  ne  pourrait  s’intégrer  qu’avec  le  secours  d’une  équa- 
tion du  second  ordre,  réductible  au  premier.  En  effet,  on  au- 
rait alors 

y—  Cijv-t-  C,y2 , dy  = C,  dy,  -+-  Cad/i, 

en  faisant 

y,  d Ci  *+-  y2 d Ci  = o ; 

mais  puisqu’on  ne  pourrait  disposer  que  d’une  seule  des  quan- 
tités C,  et  C2,  il  faudrait  employer  le  développement  complet 
de  dy,  qui  serait 

dy  = C, dy, -+-  C, dy,  + dy, dCi  -+-  dy,dC2, 
et  qui  donnerait 

dy  = C,dy,  c2dy,-h  2dy,dC,  -+-  zdy2dc»-l-  dy,d*C,-+-  dy2d’C2. 

Substituant  dans  la  proposée,  et  réduisant  de  la  même  manière 
que  ci-dessus,  on  obtiendrait  t - 


' dy,  dJC,  -+-  dy,  d’C,  -t-  2 dy , d C,  -t-  2 dy,  d C2 
-+-  Pdy.dC,  dx-t-  Pdy,dC,d.r 


= Vdx\ 


équation  de  laquelle  on  chassera  dC2  et  dJC2,  en  tirant  leurs 
valeurs  de  l’équation  y,dC,  -t-y,dC,  = o et  de  sa  différentielle; 
la  résultante  ne  contenant  que  d’C,,  dC,  et  des  fonctions  de  x, 
se  ramènera  au  premier  ordre  (30G). 

Enfin,  lorsqu’on  n’aura  qu’une  seule  valeur  de  y,  on  tombera 
, sur  une  équation  auxiliaire  du  troisième  ordre,  réductible  au 
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second;  c’esi  ce  donl  il  est  facile  de  se  convaincre,  en  mettant 
dans  la  proposée 

c,,r„  C,d/,  -4-7-.de,,  Cid’j, + 2d  j,dC, -t-j.d’C,, 

C,d3/,  -+-  3d’/,dC,  -4-3d/,d’Ci  +/■  d5C> , 

. . s ; 

au  lieu  de 

y,  d>',  d3/,  et  d3/: 

l'équation  formée  par  ces  substitutions  sera  réduite  à 
/,d3C,-f-  3d/,d’C,-+-  3d3/,  dC,  A-  Prid!C,dar 

-+•  aPd/dCidar-HQ/idCidar3 

Si  dans  les  calculs  précédents  l’on  suppose  V = o,  ils  mon- 
treront comment,  avec  deux,  ou  seulement  une  valeur  particu- 
lière de  la  fonction  y,  on  peut  parvenir  à son  expression  géné- 
rale, dans  l’équation 

d3r-i-Pd3jdx-t-  (jdj  dx1 4-  Uj.d  x3  = o ; 

et  de  là  résulte,  pour  toutes  les  équations  différentielles  du 
premier  degré,  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  a n valeurs  particulières  de  y,  pour  l'équation  (1), 
on  en  déduira  immédiatement  l’expression  générale  de  cette 
fonction  pour  les  équations  (1)  et  (2)  ; et  dans  le  cas  où  l’on 
ne  connaîtrait  que  n — 1 valeurs  particulières,  on  parvien- 
drait encore  à la  même  expression,  en  intégrant  une  équation 
du  premier  degré  et  du  premier  ordre. 

313.  Je  prendrai  pour  exemple  l’équation  du  second  ordre 
d’j-f-  Pdrd.r-1-  Ujdj:,  = Vd#3. 

En  désignant  d’abord  par/, , les  valeurs  particulières  de,r 
qui  satisfont  à l’équation 

ds/-t-Pd/d.r  Ujda?1  = o , 

l’intégrale  complète  de  la  proposée  sera 

y=  Ci/,  -1-  Ci/,, 

C,  et  C3  étant  déterminés  par  les  équations 
• jidC,  -+-/,dC,  — o, 

d/,dC,  -+-d/jdC,  = Vd.r*  {n"  précédent  J. 


= V da;3. 
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Maintenant  si  l’on  suppose  que  les  coefficients  P et  U soient 
constants,  V demeurant  une  fonction  quelconque  de  x,  on 
aura 

j,  = «"•*,  y,  = e1"'1  (313), 
et  par  conséquent 

e^dC,  -+-  e"“d  C,  = o, 
m,  d C,  -+-  e">* ni, d C,  = V d x , 

d’où  l’on  déduira 


dC,: 


Vr"‘*dx  Wer^^dx 

: (lLï  = ’ 

m7 — m, 


m, — m7 


puis 


et 


/-Ve-.» àx  „■  „ . fSfe~m,xAx 

= E.  + 'y— r — — » Cj  = E,h — — — - » 


m , — m 


tn , — m, 


<!».«(  E,  + fXe-^Ax)  — e”‘’*(E,-t-/V>-^-Jdar) 
m , — m, 

en  donnant  aux  constantes  arbitraires  E„  E„  le  diviseur  com- 
mun m,  — nh,  ou  seulement 


■f 


e~m,xdx — em'xJ‘V  e~m'2  dx 


m,  — m. 


en  concevant  que  chaque  intégrale  comprenne  implicitement 
sa  constante  arbitraire.  , . 

> ■■  * • • . ' . 

316.  Cette  formule  est  soumise  aux  circonstances  qui  nais- 
sent de  la  nature  des  valeurs  de  m,  et  m,  (310,  311  ). 

On  pourrait  en  restreindre  l’emploi  au  cas  où  les  quanti- 
tés m , , m,  sont  réelles  et  inégales,  et  former  immédiatement 
des  expressions  de  y,  pour  chacun  des  deux  autres,  en  errf- 
ployant  les  valeurs  dé  y et  y,  particulières  à ce  cas.  Par  exem- 
ple, lorsque  m,  et  m , sont  imaginaires,  on  tirera  de  la  valeur 

_ complète  ■ , # 

y — e**  (E,  cos  p.r  -t*  E,  sin  $x) , 

trouvée  dans  le  n°  310,  les  valeurs  particulières 

n = eAZ  cos  p x , y,  = eax  sin  p x, 

* t . •'  • 

avec  lesquelles  il  serait  facile  d’obtenir  l’intégrale  complète  de. 
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l’équation  proposée;  mais  il  est  peut-être  plus  simple  d’opérer 
immédiatement  sur  la  formule  du  numéro  précédent,  la  trans- 
formation propre  à en  faire  disparaître  les  imaginaires,  c’est- 
à-dire  d’y  changer 

m,  en  — 1,  m,  en  a — fs  y/ — 1, 


et  de  remplacer  ensuite  les  exponentielles  imaginaires  par  leur 
expression  en  sinus  et  cosinus.  Par  ces  substitutions,  on  a 
d’abord  * 


...■*■  r * i*  - 

/vr81-'3^  d* 

qlx—BxJ — 1 \t  — ax-hâxv — * A 

-e  p fVe  p d 

..  ; .<  J??  • 


, ... 

| (cospx  -f-  ^ — 1 sin^j) /Ve  ar(cosp.r  — y~i  sinpjr)dx 


-(cospx  — v^—  îsinpx)  f\e~xx  (cospH-y/— 1 sinp«r)d.r  j , 


puis  en  effectuant  les  multiplications  indiquées,  séparant  les 
intégrales  en  monômes,  et  réduisant,  lé  facteur  2 \f — i devient 
commun  aux  deux  termes  de  la  fraction,  et  l’on  arrive  à l’ex- 
pression réelle 


{ sinpar/Ve  “xda:cosp.r — cos  $xf\e  “xd.rsinp;r }. 

Si  V était  nul,  il  faudrait  mettre  une  constante  arbitraire  à la 
place  de  chaque  intégrale,  et  l’on  aurait  seulement 


y = -p-  j E,  sin  $x  — E, cos  par] , 


• r* 


ce  qui  rentre  dans  le  résultat  du  n°  310. 

On  rencontre  fréquemment,  dans  les  applications  de  l’Ana- 
lyse à la  Physique  céleste,  l’équation 


pour  laquelle 
d’où 


d’y  . v 
— ^ny=W, 


>n  = ± « V — 1 (313), 


y 
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et 

y — p sin  ax  -4-  q cos  ax 

sin  ax  f Vd  x pqs  ax — cos  ax J Vda:  sin  ax 
a ’ 

en  restituant  les  constantes  arbitraires.  La  fonction  V a ordi- 
nairement la  forme 

À -+-B  cos  px  -+■  C cos  7 x etc. , 

A,  B,  C,  etc.,  p,  7,  etc.,  désignant  des  coefficients  constants,  et 
les  intégrations  indiquées  s’effectuent  par  le  procédé  du 
n°  218. 

317.  L’égalité  des  racines  m,  et  m,  réduisant  à ~ l’expression 

em'x  f V e~m'  *dx — e"'*x  fXt~m>xdx 

y —— — - > 

m,  — m* 

il  suffit,  pour  en  obtenir  la  vraie  valeur,  de  différentier  par  rap- 
port à m,  son  numérateur  et  son  dénominateur,  en  observant 
pour  les  intégrales  la  règle  du  n°281,  et  il  vient 

y=  e"‘‘x  (x fX  e~m,xdx — fXe~"'x  rdx). 

Cette  dernière  expression  comprend  celle  du  n°  31 1 ; car 
lorsque  V=  o,  les  intégrales  se  réduisant  à leur  constante  ar- 
bitraire,  il  vient  seulement 

— E»)  (*). 

318.  Si  l’on  a un  nombre  m d’équations  différentielles  ren- 
fermant un  nombre  m + i de  variables,  une  seule  de  ces 
variables  sera  indépendante,  et  les  m autres  en  seront  des 
fonctions.  Supposons  d’abord  que  ce£  fonctions  et  leurs  coeffi- 
cients différentiels  ne  s’élèvent  pas  au  delà  de  la  première 
puissance,  dans  les  équations  proposées,  qui  sont  alors  du 
premier  degré;  la  méthode  indiquée  au  n°  133  conduirait,  dans 
ce  cas,  à une  équation  différentielle  du  premier  degré  entre 
l’une  des  fonctions  à déterminer  et  la  variable  que  l’on  regarde 


(*)  M.  Libri,  dans  le  recueil  de  ses  Mémoires  (imprimés  à Berlin  en  1 835), 
a repris  d’une  manière  très-élégante  et  très-féconde  la  tbéoric  des  équations 
différentielles  linéaires  (ou  du  premier  degré)».  {Voyez  aussi  le  premier  cahier 
du  Journal  de  Malhcmalujues 7 de  M.  Liouvillc.)  , 
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comme  indépendante;  mais  on  peut  quelquefois  éviter  lès  cal- 
culs de  l’élimination,  en  intégrant  conjointement  les  équations 
proposées.  - . 

* Lorsqu’elles  ne  sont  que  du  premier  ordre  et  qu’elles  ne 
renferment  que  trois  variables,  ces  équations  peuvent  être  re- 
présentées par 

Md«  -l-Ndar  -t-  (Pu-f-Qx)  d l — Rd  t , 

M' d « -+-  N'dar  -f-  ( P' u + Q'x)  d / = R'd  t ; 

mais  si  l’on  en  chasse  alternativement  d«  et  àx,  et  qu’on  dé- 
gage de  son  coefficient  celle  de  ces  différentielles  que  l’on 
conserve,  les  équations  résultantes  prendront  la  forme 

dn  -t-  (P«  -t- Qx)  d t = Td  t, 
d.r-t-  (P' u-^-Q'x)  d*  = T'dt, 

P,  Q,  T,  P',  etc.,  représentant  de  nouvelles  fonctions  de  t,  dé- 
rivées des  premières  par  la  suite  des  opérations  indiquées. 
C’est  sous  cette  dernière  forme  que  d’Alembert  a traité  les 
équations  différentielles  simultanées,  par  une  méthode  très- 
ingénieuse,  que  je  vais  exposer  comme  l’a  présentée  M.  Am- 
père. 

En  multipliant  la  seconde  équation  par  un  facteur  6,  et  ajou- 
tant le  produit  à la  première,  il  vient 

dK-Mdtf-t-  [(P-t-P'9)  «-+-  (Q-+-Q'9)j?J  d/=  (T-hT'9)  d /; 

faisant  ensuite  « 4-  9 a:  = z , on  aura 

d«-t-6dx  = dz— xdû,  u—  z — ex, 

et  par  ces  valeurs,  la  transformée  cudessus  deviendra 

dz  + (P  -t-  P' 8)  zàt 
— x|de-t-[(P4-P'e)6— (Q-bQ'e)]df 

enfin  égalant  à zéro  le  multiplicateur  de  x,  on  partagera  l’é- 
quation ci-dessus  en  deux  autres, 

(a)  àà4-(P-t-P'9)üdl  = (ï  +-T'9)dl, 

(è)  d6  + [(P  + P'9)9  — (Q  + Q'0)]d/  = o, 

dont  la  dernière  ne  renferme  plus  que  les  deux  variables  9 et  /. 


f; 


(T  + T'9)dl; 
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Lorsqu’on  pourra  trouver  une  valeur  de  8 satisfaisant  à celle-ci, 
on  réduira,  par  son  moyen , la  première  à ne  contenir  que  les 
deux  variables  z et  t;  et  n’étant  d’ailleurs  que  du  premier 
degré,  elle  s’intégrera  complètement  par  la  formule  du  n°  285. 

Quand  les  coefficients  P,  P',  Q et  Q'  sont  constants,  on  peut 
faire 

d6  = o,  (P+P'0)î-(Q-|-Q'8)=o; 

8 est  alors  déterminé  par  une  équation  du  second  degré,  dont 
je  désignerai  les  racines  par  8,  et  6,. 

Dans  la  même  hypothèse,  l’équation  (a),  en  y faisant,  pour 
abréger, 

P-t-P'8  — m,  T + T'8  = V, 
a pour  intégrale  l’équation 

z — er*"  (/ c"'Vd<-+-C), 

d’où  l’on  tire  les  deux  suivantes,  , . . > 

u -+-  8,  x — e-""'  (f e"*' V,  d / -t-  C,  ) , 
u -+-  0,x  = e-"*'  [Je""' V,  d / -I-  C,), 

lorsqu’on  y met  successivement  les  deux  valeurs  de  8 : le  pro- 
blème est  donc  complètement  résolu,  puisqu’on  a entre  les 
variables  u,  x et  t deux  équations  primitives  renfermant  cha- 
cune une  constante  arbitraire. 

319.  Passons  au  système  d’équations  a quatre  variables,  au- 
quel on  peut  toujours  donner  la  forme 

du-)-  ( P « -)-  Q .r  -f-  R y)  d t = Tdf, 
dx  -+-  ( P'  u + Q'x  R'  j)  d t = T' d t , 
d/-|-(P'/«  -I-  Q’’x  -t-R»  df  = Tffdf. 

Si  l’on  multiplie  la  seconde  par  8,  la  troisième  par  8',  qu'on 
ajoute  les  produits  à la  première,  que  l’on  fasse 

u -f-  8 x Q'y  = z, 

d’où  il  suit 

du-)-8dai-t-8'  d/  — d z — xd  0 — rd  8', 
h = â — Qx  — O'j, 

el  qu’après  la  substitution  de  ces  valeurs  on  rassemble,  pour 

**  »,  A . ’ * . 'K  * « 
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les  égaler  à zéro,  les  termes  affectés  de  x et  de  y,  l’équation 
ci-dessus  se  partagera  dans  les  trois  suivantes, 

(a)  Az  + (P h-  P'0-4-P"0')  2d/  = (T-4-T'ô-t-T"0')d/, 

(b)  dfl  + [(P4-P'8  + P"6')6  — (Q  + Q'e-HQ"6')]d<  = o, 

[b')  d0'-t-  [(P  -4-P'9  -+-  P" 6'.) 6h — (R  + R'8  + R" S')] d t = o. 

i • 

et  lorsqu’on  pourra  trouver  les  valeurs  de  9 et  de  9'  qui  satis- 
font aux  équations  (b)  et  (b1),  l’équation  (a),  réduite  aux  varia- 
bles 2 et  t,  s’intégrera  encore  comme  dans  le  n°  précédent. 

En  se  bornant  au  cas  où  les  coefficients  des  fonctions  u,  x 
et  y sont  des  constantes,  on  peut  supposer  d 0 = o,  d 0'  = o ; il 
en  résultera 

(P  + P'  0 -t-  P"  0')  0 — (<3  ■+  Q'  9 H-  Q'V  ) = o, 

(P  -t-  P'0  -4-P"0')  0'  — (H  -4-  11" 6')  = o, 

et  si  l’on  fait  P-t-  P'0  4-P"0'  = m,  les  équations  ci-dessus,  de- 
venant 

(ni  — Q')0  — Q"6'  = Q;  ■ 

(ni — R")  6' — R'0=  R, 

donneront  pour  0 et  0'  des  valeurs  qui,  substituées  dans  l’ex- 
pression de  m,  conduiront  à une  équation  finale,  où  celte  in- 
connue montera  au  troisième  degré.  Chacune  de  ces  valeurs  en 
fournissant  une  pour  les  facteurs  0, 0',  si  l’on  distingue  celles-ci 
par  des  indices  inférieurs,  et  qu’on  fasse  T-t-T'0-4-T"0'  =V, 
on  aura  les  trois  systèmes  de  quantités 

0i , 9'i,  nt\ , V,;  0j,  9’a , nrii , 03,  O’*,  wij,  V3; 

dont  la  substitution  dans  z = er ■'  { J e“'Vd/  -4-  C j , intégrale 
de  l’équation  (a),  donnera  les  trois  équations  primitives  : 

u -t-  B,x  -+■  9',/=  e-”1'  (/e"‘'V,di  -+-  C,.), 

« -4-0, x -4-  0\y=:  #>-">'  (f  e™>'V,d<  H-  C,), 

« -4-  9sx  + Q',y  = e-"*'(/e‘"*'V,d/-4-C3). 

On  peut  maintenant  étendre  ce  procédé  à tel  nombre  d’équa- 
tions que  l’on  voudra.  Pour  en  compléter  l’exposition,  il  fau- 
drait examiner  les  cas  où  les  valeurs  de  0,  0'  deviennent 
imaginaires  ou  bien  égales  entre  elles;  mais  ces  détails,  qui 
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tiendraient  trop  de  place,  sont  faciles  à suppléer,  par  ce  qu’on 
a vu  dans  les  n"1  310,  311. 

’ - ’ T l 

320.  D’Alembert  applique  aussi  son  procédé  aux  équations 
du  premier  degré  d’un  ordre  quelconque,  et  pour  cela,  il  les 
ramène  au  premier  ordre,  de  la  manière  suivante. 

Ayant,  par  exemple,  deux  équations  de  la  forme 

d’w  + (AdM-♦-Bda;)d^-t-(C«-^-Dar)d^,  = Td/’, 
dJx-t-(A'd«H-B'da;)  d/  -+•  (C'u-f-  D'ar)  d/J  = T'd/’, 

il  fait  du  =zpdt,  dx  = qdt;  et  il  a par  conséquent,  entre  les 
cinq  variables p,  q,  t,  u et  x,  les  quatre  équations  du  premier 
ordre 

dp  -+■  [h. p -t-  Bq  -+-  Cm  -+-  Dj?)  d/  = Td/, 
dq+(\'p  + Wq+  C'u  + V'x)dt  = Tdt, 
du—  pd  t — o, 
d x — p d t = o, 

qui  peuvent  se  traiter  par  la  méthode  du  numéro  précédent. 

11  s’est  servi  du  même  artifice  pour  les  équations  qui  ne 
contiennent  que  deux  variables  ; mais  le  procédé  du  n°  314  est 
plus  simple  et  plus  élégant. 

321.  Considérons  maintenant  les  équations  du  premier  ordre, 

d^-—  ada:  = o,  d z — jîdx  = o, 

.dans  lesquelles  a et  fl-sont  des  fonctions  quelconques  des  trois 
variables>r,  y,  z : voici  comment  on  peut  y appliquer  le  procédé 
du  n°  133. 

On  différentie  la  première , et  il  vient 

da  , , da  da 

d’r — -r—dx*  — t — dxdy — -r-  dardz  =o; 

J à x dy  J dz 

mettant  pour  d z sa  valeur  Jldar,  on  obtient 


éliminant  ensuite  z,  au  moyen  de  l’équation 
d_y — ada?  = o, 
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on  parvient  à une  résultante  en  x et  y,  du  second  ordre,  et  qui 
a nécessairement  une  intégrale  primitive  avec  deux  constantes 
arbitraires  a et  b (298). 

Soient 

i|>  (a:,  y,  a,  b)  = o et  Ay—mAx 

cette  intégrale  et  la  valeur  de  dy  qu’on  en  tirera;  en  substi- 
tuant celle-ci  dans  dy — ad#  = o,  on  aura  une  seconde  équa- 
tion primitive  m — a = o,  entre  x,  y et  z,  en  sorte  que  les 
équations  différentielles  proposées  seront  vérifiées  par  le  sys- 
tème des  équations  primitives 

t(x,y,  a,  b)  = o,  m — a = o, 

' et  par  toutes  celles  qui  seront  équivalentes  à ces  dernières. 
Cela  posé,  on  va  voir  qu’il  existe  toujours  au  moins  deux 
systèmes  de  facteurs,  au  moyen  desquels  on  déduit  des  équa- 
tions proposées  deux  différentielles  exactes.  En  effet,  si  des 
équations  primitives  indiquées  ci-dess»us,  on  élimine  alternati- 
vement les  constantes  a et  b,  et  que  les  résultats  soient  mis 
sous  la  forme  > V 

M=n,  N — b, 

leurs  différentielles 

dM  . dM  . dM  , ’ 

— j — d# -f-  -j—  d y -+-  -j—  dz  = o, 

Ax  Ay  ' dz  ’ 

dN  , dN  . dN  . 

-t—  Ax  -f-  — dy  -+-  -r—  dz  = o, 

. . Ax  A y dz 

devant  être  vérifiées  par  les  valeurs 

Ay  = *Ax,  dz  = pd#, 

tirées  des  proposées,  il  s’ensuit  que 

dM  dM  dM 

-j y-  — a + -y-  P = o, 

Ax  dy  dz 

dN  dN  , dN  p 
j — -1-  — « -I-  j — P — o , 

Ax  Ay  dz 

sont  des  quantités  identiquement  nulles  : on  a donc 

dM dM  _ dM 

Ax  ~ dy  “ dz  p’ 

dN  dN  dN  **' 

ïï^-_d^a~d ÏP’  ' ; . 
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et  mettant  ces  valeurs  dans  les  différentielles  de  M et  de  N, 
ce  qui  ne  les  change  point,  on  obtient  les  différentielles 
exactes 

7^7  (dj— *dx)  + 7j7(d*—  pd*)  = o, 

(dj  — a.Ax)  -i-^  (dz  — pdx)  — o, 

comprenant  les  produits  des  équations  proposées  multipliées 
respectivement  par  les  facteurs 

dM  dM  dN  • dN 

-r—  et  et  j— ' 

d^-  d z d y a z 

On  conçoit  aisément  qu’il  y a des  théorèmes  analogues,  pour 
les  équations  dans  lesquelles  le  nombre  des  variables  surpasse 
trois.  * 

Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles  du 
premier  ordre. 

322.  Dans  le  n°  297  il  s’est  présenté,  pour  une  équation  dif- 
férentielle, une  solution  particulière  qui  ne  dérivait  pas  de 
‘l’intégrale  complète,  et  l’on  peut  quelquefois  tomber  sur  des 
équations  primitives,  sans  constantes  arbitraires,  et  vérifiant 
une  équation  différentielle  dont  on  ne  connaît  pas  l’intégrale 
complète.  Ces  deux  circonstances  font  naître  les  questions 
suivantes  : d'où  viennent  les  solutions  particulières  P et  com- 
ment distinguer  si  une  équation  primitive  qui  satisfait  à une 
équation  différentielle  proposée,  dérive  ou  non  de  son  inté- 
grale P C’est  ce  dont  je  vais  m’occuper. 

La  relation  qui  existe  entre  une  équation  différentielle  et 
son  intégrale  est  telle,  que  cette  dernière  équivaut  à un  nom- 
bre infini  d’équations  primitives,  qu’on  obtiendrait  en  donnant 
successivement  à la  constante  arbitraire  toutes  les  valeurs  pos-  > 
sibles,  êt  dont  chacune  satisferait  à l’équation  différentielle  ( 53). 
On  désigne  ces  diverses  équations  primitives  sous  le  nom  d’in- 
légrales  particulières,  puisque  ce  sont  des  cas  particuliers  de 
l’intégrale  complète.  Les  solutions  particulières,  dont  le  nom- 
bre est  toujours  limité,  sont  des  équations  primitives  essen- 


Google 


TRAITÉ  ELEMENTAIRE 


384 


liellemenl  différentes  des  intégrales  particulières:  ces  solutions 
sont  de  deux  sortes.  Les  unes  ne  sont  autre  chose  que  des 
facteurs  de  l’équation  différentielle  proposée,  dans  lesquels  àx 
et  d/  n’entrent  point,  qui  par  conséquent  étant  égales  à zéro, 
donnent  des  équations  primitives  établissant,  entre  x etj,  des 
relations  qui  rendent  la  proposée  identique.  En  cherchant  les 
diviseurs  communs  des  fonctions  M et  N,  on  trouvera  les  solu- 
tions de  cette  espèce,  dont  est  susceptible  l’équation 

Mdx-i-Nd/=o. 

La  seconde  espèce  de  solutions  particulières,  dont  l’équa- 
tion ydx — xd/=  n y'dar’  -+-  d/5  (297)  a fourni  un  exemple, 
est  liée  intimement  à l'équation  différentielle  dont  elle  dérive, 
quoiqu’elle  ne  puisse  rentrer  dans  aucun  des  cas  de  l’intégrale 
complète,  quelque  valeur  que  l’on  donne  à la  constante  arbi- 
traire, ainsi  qu’il  est  facile  de  le  voir,  en  comparant  les  équa- 
tions jr—cx-hn^i  -+-  c* *  et  xt  + ya  = n\ 

Voici  la  théorie  que  Lagrange,  en  1774»  donna  de  ces  der- 
nières solutions,  regardées  avant  lui  comme  formant  un  para- 
doxe dans  le  Calcul  intégral  (*). 

323.  Les  solutions  particulières,  sans  être  comprises  impli- 
citement dans  l’intégrale  complète,  peuvent  néanmoins  s’en 
déduire,  en  cessant  de  regarder  la  constante  arbitraire  comme 
invariable.  En  effet,  soit  U = o une  équation  primitive  renfer- 
mant les  variables  x,  y,  et  une  constante  c;  l’équation  diffé- 
rentielle correspondante,  que  je  désignerai  par  V = o,  sera  le 
résultat  de  l’élimination  de  celte  constante,  entre  les  équa- 

.•  n dU  j d U , . . „ 

lions  U = 0,  — d.r-+-  — dj=o  (53);  mais  si  Ion  suppose 

que  c soit  une  fonction  quelconque  de  x,  on  donnera  à l’é- 


(’)  Il  les  appela  intégrales  particulières,  et  donna  le  nom  de  solutions  particu- 
lières aux  différents  cas  de  l'intégrale  complète.  Laplacc,  qui  s’est  occupé  avec 
succèsdu  même  sujet  avant  Lagrange,  emploie  ces  dénominations  dans  un  sens 
inverse,  et  je  l’ai  suivi.  11  m’a  semblé  que  les  équations  primitives,  qui  résolvent 
les  équations  différentielles  sahs  èlre  comprises  dans  leur  intégrale  complète, 
ne  s’obtenant  point  par  les  procédés  de  l’intégration,  ne  devaient  pas  porter  un 
nom  qui  rappelle  ces  procédés. 

• * V • * 
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quation  U = o une  extension  telle,  qu’elle  pourra  représenter 
une  équation  quelconque  à deux  variables,  et  par  conséquent 
aussi  toutes  les  solutions  particulières  de  l’équation  V=o. 
Cela  posé,  la  valeur  que  l’équation  U = o donne  pour  y et  sa 
différentielle  que  je  représenterai  par  dy=  pdx,  vérifiant  in- 
dépendamment de  c l’équation  V = o,  on  pourrait  supposer  c 
variable,  pourvu  que  la  loi  de  sa  variation  fût  telle,  qu’on  eût 
toujours  d/= pdx.  Or,  quoiqu’en  regardant  c comme  variable 
aussi  bien  que  a:,  il  vienne  en  général  d y = p d x + q d c,  p et 
q étant  des  fonctions  de  x et  de  c,  on  aura  néanmoins  dj=  pdx 
seulement,  si  q = o : déterminant  donc  c par  cette  dernière 
équation,  et  substituant  dans  U = o la  valeur  qu’on  trouvera, 
le  résultat  satisfera  encore  à l’équation  différentielle  V = o. 

Dans  ce  qui  précède,  y a été  regardé  comme  une  fonction 
de  a?  et  de  c;  en  considérant  à son  tour  x comme  une  fonc- 
tion de  y et  de  c,  on  aura  dar  = mdy,  et  raisonnant  comme 
ci-dessus,  on  trouvera  que,  si  la  valeur  de  dar,  prise  en  faisant 
varier  c,  est  da;  = nidj-f-/idc,  l’équation  résultante  de  l’éli-  , 
mination  de  c,  entre  n=  o et  U = o,  satisfera  aussi  à l’équa- 
tion différentielle  V = o. 

On  peut  comprendre  ces  deux  procédés  dans  un  seul , en 
faisant  évanouir  les  dénominateurs  dans  l’équation 


dU  . 
dïix 


dU.  dû, 

s — dr  + j—  de  = o, 
d y J de 


différentielle  de  U = o,  prise  en  supposant  c variable  aver  x 
et  j.  Elle  aura  alors  la  forme 


M dx  4-  N dj-H  Pde  = o : 


on  en  tirera 


, M . P , 
d-r  = — N dx—N  dc’ 


N • P 

d^=  M d>  M dri 


et  si  les  fonctions  entières  M,  N sont  algébriques,  ou,  quoique 
transcendantes,  ne  peuvent  pas  devenir  infinies  par  quelque 
valeur  de  c,  le  coefficient.de  dc  ne  disparaîtra  que  par  la  sup- 
position de  P = o,  qui  donnera  ainsi  tout  ce  qn'on  peut  tirer 
des  opérations  indiquées  ci-dessuS. 

Les  équations  auxquelles  ces  procédés  conduisent  ne  sont 
6*  éd.'  I.  .25 
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pas  nécessairement  des  solutions  particulières  de  l’équation 
V = o;  mais  pour  ne  pas  se  tromper  sur  cela,  il  faut  examiner 
les  diverses  circonstances  que  peut  offrir  l’équation  P = o. 

Il  est  d’abord  évident  que  si  cette  équation  donne  à c une 
valeur  constante,  elle  ne  conduira  qu’à  une  intégrale  particu- 
lière; mais  si  celte  valeur  est  variable,  on  ne  devra  pas  en  con- 
clure tout  de  suite  que  le  résultat  de  l’élimination  de  c entre 
P = o et  U = o sera  nécessairement  une  solution  particulière  : 
car  il  pourra  encore  arriver  que  l’équation  résultante  ne  soit 
qu’un  cas  particulier  de  U = o.  Pour  le  reconnaître,  il  faut  éli- 
miner une  des  variables  entre  cette  nouvelle  équation  et  U=o. 
Si  l’on  peut  faire  disparaître  l’autre  variable,  en  déterminant  c 
par  des  constantes  seulement,  on  n’a  obtenu  qu’une  intégrale 
particulière.  ■ 

Quand  c h’est  qu’au  premier  degré  dans  U,  il  n’entre  point 
dans  P,  qui  ne  contient  alors  que  les  variables  x et  y;  l’équa- 
tion P = o satisfait  elle-même  à V = o,  parce  que  U = o étant 
de  la  forme  Q + cP  = o,  V=o  revient  à PdQ  — QdP  = o{ 
mais  il  est  aisé.de  voir  que  P = o n’est  qu’une  intégrale  particu- 
lière correspondante  àc=  infini. 

Si  P était  facteur  de  Q,  l’équation  Q + eP  = o,  prenant  la 

PR  o 

lorme  PR-t-cP  = o,  donnerait  e = — — = - , quand  P = o. 

t. 

Dans  ce  cas,  P n’est  point  une  solution  particulière,  et  n’est 
pas  non  plus  une  intégrale  : en  voici  un  exemple.  Soit 


U = xy2  -+-  ex' — y3 — cxy—o,  d’où 


c 


y3 — xr2 

'—z ~ — > 

x ~ 


dû 

de 


x * — xy  — x (x  -r-y)  = o; 


si  l'on  emploie  la  relationy=x,  donnée  parle  facteur  A? — y=o, 
l’expression  de  c devient  mais  l’équation  proposée  équi- 
vaut à (x — y)  (/“-h  ex)  = o. 

J’appliquerai  d’abord  celte  théorie  à l’équation 
rdie  — crdj=  n \/d.rJ -+■  Ap , ayant  pour  intégrale  complète 
)' — cx  = n V i + i''  (297);  En  faisant  varier  c en  même  temps 
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, V r , 

que  x et  y,  et  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénomina- 
teur, on  a 

cdx<J  i -t-c’  — dy  v^.i  -+- c1  -+-  (x  \/ 1 -\r  c7 ne)  dc=  o; 
égalant  à zéro  le  coefficient  de  de,  il  vient 


x i -t-  c1 4-  ne  — o, 


d’où  Ton  tire  c-. 


ri7 — x2 


> valeur  qui  change  l'équation 


y — ex  = 7i  \J  i-y  c7  en  x7  -t- y7  = n 7,  et  donne  la  solution  par- 
ticulière obtenue  dans  le  numéro  cité. 

Toutes  les  équations  de  la  forme  y=px- t-P  (297),  dans 
laquelle  se  trouve  comprise  la  précédente,  ont  aussi  une  solu- 
tion particulière  analogue.  Leur  intégrale  complète,  représen- 
tée par  y = ex  -+-  C,  C étant  composé  en  c,  comme  P l’est  en 
o,  donne  " . 

, , / dC\  . 

cax  — d r -l-  [x  -+-  -z—  1 dc  = o: 

\ 

d C 

et  posant  x-+-  — = o,  on  en  tire  la  valeur  de  cd’où  dépend  la 

solution  particulière.  Cette  solution  particulière  s’est  montrée 
lorsqu’on  a intégré  l’équation  y—  px-\-  P ; car  en  la  différen- 
tiant  on  est  parvenu  à une  équation  composée  des  deux  fac- 
teurs 

dP 

x + j^  = o,  dp=o, 
et  le  résultat  de  l’élimination  de  p,  entre 
y = px  -+-  P 


dP 

et  i + t-so, 
dp 


est  le  même  que  celui  de  l’élimination  de  c,  entre 

dC 

y=  ex  -+-■(,  et  x -i — j — o. 

• de 

f . * 

Les  équations  y=px-y  P ont  été  remarquées  d’abord  par 
Clairaul,  tant  à cause  de  la  propriété  qu’elles  ont  de  s’intégrer 
facilement,  après  une  nouvelle  différentiation,  que  par  rapport 
à la  solution  particulière  queceltedifférentiation  manifeste  sur- 
le-champ. 

/ • 2-5. 
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Soit  encore  i’équation 

xdx  4-/dj—  d j \j x1  -4- 7 3 — a2 , 

V ‘ 

dont  l’intégrale  est 

— a1  = y +c,  ou  x3 — 2cjr—c,  — a,  = o,  .■ 
en  faisant  disparaître  le  radical.  On  trouve 

xdx — cdy — (^4-c)  dc  = o, 

d’où  il  suit 

y -+-  c— o,  . 

et  par  conséquent  : ‘ • 

V'.z’-t- J3  — a'  — o,  ou  x’-f-j’ — a3  = o, 

-**  . . ; • ’ - 

équation  qui  ne  peut  résulter  de  la  proposée,  par  aucune  va- 
leur constante  de  c,  et  qui  est  donc  une  solution  particulière. 
Soit  enfin  l’équation  primitive  ' ... 

> , . 

(x3-)-/3 — a3)  (z3 — zcy)-\-(x' — a,)c’  = o. 

En  la  traitant  comme  les  précédentes,  on  trouve 

(x’+j1 — a')y 

C — _ * > / 

' . .T2 fl*  t 

valeur  qui,  bien  que  variable,  ne  conduit  pas  à une  solution 
particulière  ; car  si  on  la  substitue  dans  l’équation  proposée, 
celle-ci,  devenant 

j‘(x34-v3  — a3) 

x3  — a3  1 

donne 

y = o,  ou  x1  -4- J3 — a3  = o , 

équations  qu’on  tire  immédiatement  de  la  proposée,  en  y fai- 
sant c=  o : ce  ne  sont  donc  point  des  solutions  mais  des  inté- 
grales particulières  de  l’équation  différentielle  produite  par 
l’élimination  de  la  constante  arbitraire  c. 

325.  Une  propriété  des  solutions  particulières  qui  se  pré- 
sente facilement  sur  le  second  exemple,  et  qui  est  générale, 
c’est  que  Y équation  différentielle  peut  être  préparée  de  sorte 
que  la  solution  particulière  en  devienne  un  facteur.  En  effet, 
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sj  x'+y1 — a’—tt. 


on  aura 


xdx  -t-ydy=  udu, 
et  l’équation  proposée  deviendra 

udu  — udy—  o. 

Si  l’on  prenait  u — x'+y1 — a1,  le  radical  resterait  en  évi- 
dence dans  la  transformée,  qui  deviendrait 

du  — 2 dy  \ju  — o ; 

en  la  différentiant,  on  arriverait  à 

d*«  — ad  *y\Ju  — = 

V« 

et  faisant  disparaître  le  diviseur,  il  en  résulterait 
d’«  — 2 u d'y  — dyûu  = o, 

équation  qui  serait  encore  vérifiée  par  la  supposition  de  u—o. 
Çes  transformations  pouvant  être  continuées  autant  qu’on  veut, 
il  s’ensuit  qu’il  y a des  manières  de  préparer  toutes  les  diffé- 
rentielles de  la  proposée,  pour  que  la  solution  particulière  y 
satisfasse  aussi,  ce  qui  n’aurait  pas  lieu  sans  cela  ; car  si,  quand 


on  fait  varier  la  constante  c et  qu’on  pose 


d r _ 

de 


o,  on  a,  pour 


la  solution  particulière  , comme  pour  l’intégrale  complète, 
dy  = pdx,  la  valeur  de  dJ/  devient  pour  la  première 


{lîû*+dcrxàx)Ax’ 


tandis  qu’elle  est  seulement  ~ d#’  pour  la  seconde;  ce  n’est 

dx 

pas  non  plus  au  même  facteur  que  ces  deux  valeurs  satisfont 
en  général  ; on  voit  même  que  l’équation 

d’w^M — 2«d’j — d/d«  = o, 

serait  vérifiée  par  la  solution  particulière,  indépendamment 
des  différentielles  du  second  ordre. 

Le  développement  etles  démonstralionsdes  circonstances  que 
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je  viens  d’indiquer  me  mèneraient  trop  loin  ; on  les  trouvera 
dans  un  Mémoire  où  M.  Poisson  a éclairci  avec  succès  plusieurs 
difficultés  qui  restaient  encore  sur  la  théorie  des  solutions  par- 
ticulières des  divers  genres  d’équations  différentielles  (*). 

326.  Pour  reconnaître,  par  ce  qui  précède,  si  une  équation 
primitive  qui  ne  contient  pas  de  constante  arbitraire,  et  qui 
satisfait  à une  équation  différentielle  donnée,  en  est  une  in- 
tégrale particulière,  ou  seulement  une  solution  particulière,  il 
faut  en  avoir  l’intégrale  complète  ; cette  ciréonstance,  qui  n'a 
pas  toujours  lieu,  conduit  naturellement  à la  question  suivante: 

Étant  donnée  une  valeur  y = X,  qui  satisfait  à une  équa- 
tion différentielle,  déterminer  si  elle  est  ou  non  comprise  dans 
l’intégrale  complète,  et  en  déduire,  s’il  est  possible,  celle-ci. 

En  supposant  qu’on  tire  de  cette  dernière  / = V,  et  qu’elle 
comprenne  j = X,la  fonction  V sera  nécessairement  com- 
posée avec  la  variable  x et  la  constante  arbitraire  C,  de  manière 
à se  changer  en  X,  par  une  détermination  convenable  de  C.  Si 
l’on  désigne  par  C'  cette  valeur  de  C,  et  qu’on  observe  que  la 
supposition  deC  = C'  donne  V — X,  ou  que  la  différence  Y — X 
s’évanouit  quand  C — C'— o,  on  en  conclura  que,  du  moins  par 
son  développement,  l’expression  de  V — X doit  pouvoir  être 
mise  sous  la  forme 

V — X = V'  J G — Ç'  )**  + V"  ( C — C'  )*  -+-  etc . , 
les  exposants  (*,  v,  etc.  étant  tous  positifs,  et  les  quantités  V', 
V",  etc.  indépendantes  de  C — C'.  On  peut  prendre  (C—  C')'1  = h ; 
la  quantité  h demeurera  arbitraire  aussi  bien  que  la  quantité  C; 

y 

et  changeant  aussi  - en  ft,  j*  étant  alors  > i,  il  viendra 
V — X=V'A  +V"^  + etc., 

d’où 

V=X  + V'  h + V"  /«/*  -|-  etc. , 

expression  qu’on  pourra  regarder  comme  le  développement  de 
la  valeur  complète  de  y. 


(*)  Journal  de  l'École  Polytechnique,  tïc  cahier;  voyez  aussi  le  Traité 

tome  Il.’pngc  388.  . ‘ 
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Cela  posé,  si  l’on  représente  par  dy=  p dx,  l’équation  diffé- 
rentielle proposée,  résolue  par  rapport  à dy,  cette  nouvelle 
équation,  à laquelle  satisfait,  par  hypothèse,  l’équation  y —X, 
devra  être  vérifiée  indépendamment  de  h , par  la  valeur  com- 
plète .de  y.  En  désignant  d’abord  celle-ci  par  X 4-  k,  il  faudra, 
pour  la  substituer  dans  dy=/>d.r,  chercher  ce  que  devient  p, 
lorsqu’on  y change  y en  X -4-  ft.  Soit 

' P 4-  P' A-  4-  P* A"-)-  etc. 

le  développement  de  cette  valeur  de  p,  les  exposants  m,  n,  etc., 
que  je  suppose  rangés  dans  l’ordre  de  leur  grandeur,  seront 
nécessairement  positifs;  car  p ne  devient  pas  infini  quand 
k = o,  puisque  l’équation  y = X,  qui  ne  donne  pas  dy  infini,, 
rend  identique  l’équation  dy=pdx,  en  sorte  que  dX  = Pdx. 
Lorsqu’on  fait  y = X 4-  h,  on  a pour  résultat 

dX  +d  k — (P-i-  P' A?1 4-  P"  A"  4-  etc.)d.r, 
que  l’équatiqn  dX  =e  Pd-r  réduit  à 

dA  = (P' A*  4 P"  A” -(-etc.)  dx\ 

et  remettant  pour  k le  développement  * 

s ’ 

V h-\-\" h11 4-  etc.,  ■ 


il  vient 

/i  d V'  4-  A'1  d V"4-  etc . = 


P'A”dar  4-  etc.)-  \ 

4-  P"A“d x (V'-|-  V"A^ ~ 1 + etc.)»  | (A.), 
4-etc.  ) 


équation  d’après  laquelle  il  faut  déterminer  V',  V",  etc.,  indé- 
pendamment de  A.  En  ne  prenant  d’abord  que  les  termes  où 
cette  quantité  a le  plus  petit  exposant,  on  forme  l’équation 

AdV'  = P'V'**A"d*, 


qui  ne  peut  avoir  lieu,  quelle  que  soit  A,  que  quand  m = i;r  . 
dans  ce  cas  A disparaît  et  il  vient 

dV'  = P'V'dar,  V'  = eJ'p'd*. 

Quand  iç>r,  on  ne  peut  plus  comparer  le  premier  terme 
P' V'-A-d#  du  second  membre  au  terme  Ad  V' du  premier; 
mais  on  fait  disparaître  celui-ci  en  posant  dV  = o,  ce  qui 

* * * .X  ' A»  *■’  . 

4 • ; •’  . 


« 
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donne  V'—  const.,  ou  plus  simplement,  V'  = \ ; puis  on  sup- 
pose fi=  m,e t l’on  a dV"  = P'd.r,  d’où  il  résulte  V"=/P'd.r;  ■ 

et  en  poursuivant  de  cette  manière  on  trouve  tous  les  autres 
termes  de  la  série. 

Quand  m < i,  il  n’est  plus  possible  de  satisfaire  à l’équa- 
tion (A)  en  aucune  manière,  puisqu’on  né  saurait  comparer  le 
terme  P'V'"/t"da:  ni  au  terme  /idV',  ni  à aucun  de  ceux  qui  le 
suivent,  et  dont  les  exposants  surpassent  tous  l’unité;  l’équa- 
tion / = X ne  pouvant  alors  admettre  une  constante  arbitraire, 
n’est  pas  une  intégrale  particulière,  mais  urîe  solution  parti- 
culière. 


327.  Ceci  fournit  un  procédé  pour  découvrir  immédiatement 
les  solutions  particulières  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  sans  connaître  leur  intégrale  complète.  En  effet, 
le  développement  de  p,  quand  on  y change/  en  / + Ayserait 
en  général,  par  le  théorème  de  Taylor, 

kl 


dp  k A7 p 

P A "i — Pi  ‘ 

T Ay  i d/*  i . 2 


etc.. 


et  lorsqu’il  prend  la  forme  * 
P-t-P'A"  ■ 


etc. , 


m étant  <i,  le  coefficient  différentiel  ^ devient  infini  (89)  ; 

il  faut  donc  que  la  différentiation  par  laquelle  on  passe  de  p à 
ce  coefficient,  amène  un  diviseur  qui  s’évanouisse.  11  résulte 

de  là  que  si  l’on  représente  par  toute  solution  particu- 
lière donnera  L = o,  et  sera  par  conséquent  un  facteur  de  li, 
et  réciproquement,  tout  facteur  de  L qui  ne  le  sera  pas  en 
même  temps  de  K,  et  qui,  étant  égalé  à zéro,  vérifiera  l’équa- 
tion différentielle  proposée,  en  sera  une  solution  particulière. 

On  évite  la  résolution,  par  rapport  à Ay,  de  l’équation  diffé- 
rentielle proposée,  en  remarquant  que  si  Z = o désigne  cette 
équation,  Z étantfonction  de  x,y  et  p,  lorsqu’on  écrit  pAx  au 
lieu  de  Ay,  on  a 

dZ  , dZ  . d Z , 

-j—  d.r  -4-  -j—  d y -t-  — dp  = o, 
dx  dr  ; , dp  ' 
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dZ 

dr 


. • 

. , dy  dZ7  ... 

- dp 

et  que  si  l’on  a préparé  l’équation  Z = o de  manière  qu’elle  ne 

dp 


dj 


contienne  ni  fractions  ni  radicaux,  il  suffira,  pour  rendre 

' * dZ  v 

infini,  d’égaler  à zéro  un  facteur  de 

On  n’obtiendrait  ainsi  que  les  solutions  particulières  dans 
lesquelles  entre  mais  on  parviendrait  à celles  qui  ne  ren- 
ferment que  x,  et  qui  sont  de  la  forme  x—const.,  en  considé- 
rant, dans  la  proposée , x comme  fonction  de  y. 

338.  Je  vais  chercher  par  cette  méthode , d’abord  les  solu- 
tions particulières  de  l’équation 

xdx  + yd  y=  dy  <Jx*  a' 

du  n°  324.  Cette  équation  devient,  après  l’évanouissement  du 
radical, 

x’dx1 -+■  2xydxdy  + [a1 — x1)dy,  = o, 

QU 

x’  -t-  2xyp  -H  (a*  — x')p’  — o,  ‘ 

et  la  différentiation  donne  ; 

' • dZ  , , „ 

- = 2xy-h2(a’  — x’)p: 

la  solution  particulière  cherchée  doit  donc  être  telle,  qu’à  l’aide 
de  la  valeur  que  sa  différentielle  fournit  pour  p,  elle  vérifie  en 
même  temps  les  deux  équations 

x 1 -+•  2 xyp  -t-  (a1 — x ’)  p 5 = o, 
xy  -t-  (a’  — x J)  p — o. 

Il  suit  de  là  que,  sans  le  secours  de  sa  différentielle,  elle  véri- 
fiera l’équation  résultante  de  l’élimination  de  p entre  les  deux 
précédentes.  Cela  posé,  l’équation 

xy-y-ln1  — x')p  = o, 
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multipliée  par  p et  retranchée  de  la  proposée,  conduit  à 

„ ..  . 

x2  -+-  xyp  — o , dou  p — ; 


et  substituant  cette  valeur  de  p dans  la  première,  on  trouve 
l’équation  \, . 

x2  -hy1  — a * — o , 

qu’on  sait  être  une  solution  particulière  de  la  proposée. 
L’équation  plus  générale  y^pôc-y  P , étant  traitée  de  la 

, . , dZ  dP  , , . 

menre  maniéré,  conduit  a ^ =x  -+-  c est  donc  a 1 équa- 
tion • 

dP  • / . . 

a?  4-  -r-  =o, 

■ ap  . 

que  doivent  satisfaire  les  solutions  particulières  ; et  elles  ré- 
sulteront de  l’élimination  de  p entre  celle-ci  et  l’équation  diffé- 
rentielle proposée. 

Enfin,  pour  donner  un  exemple  des  solutions  particulières 
, de  la  forme  y = const.,  je  prendrai  l’équation 

> • ' - ÿ = * (/-«)",  - . • ... 

de  laquelle  on  tire  immédiatement 

^Z=mb[y  — a)—1 


Cette  expression  ne  peut  devenir  infinie  que  quand  l’exposant 
tu  — i est  négatif,  et  qu’on  a en  même  temps  y=a,  valeur 
qui  ne  satisfait  à la  proposée  que  lorsque  ni  est  positive  : Il 
faut  donc  que  l'exposant  ni  soit  une  fraction  positive.  Dans  ce 
cas y=a  est  une  solution  particulière,  tandis  que  l’intégrale 
complète  est 

'•  ' (7 — a)'~"  , ’ 

— bx  = const. 

1 — m 

329.  En  général,  parmi  les  fonctions  algébriques,  il  n’y  a que 
les  radicaux  qui  acquièrent  un  dénominateur  par  la  différen- 
tiation, et  qui  puissent  par  conséquent  donner  — 1,  lors- 

d y o 
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que  p a une  valeur  finie  : c’est  donc  dans  les  radicaux  qu’il 
faut  chercher  les  solutions  particulières,  en  égalant  à zéro  les 
fonctions  qu’ils  affecteht,  et  en  s’assurant  que  les  équations 
résultantes  satisfont ii  la  proposée.  Par  ce  procédé,  l’équation 

xA x -f-^-d^’=  d y yjx'1  -t-  y1  — a' 
donne  immédiatement  ar’-i-/1 — a'—o;  et  l’équation 
/da? — xdy—  n^Ax*  y-Ay1, 
de  laquelle  or  tire  , 


d v —xy  | n \Jxl  -t-  y* — n 1 

Ax  n 2 — x 5 nï—x1 


conduit  à — n,=  o,  comme  on  l’a  déjà  trouvé  de  plu- 

sieurs manières. 


Des  méthodes  pour  résoudre  par  approximation  les  équations 
différentielles. 

330.  Quand  une  équation  différentielle  ne  peut  s’intégrer 
par  aucun  des  procédés  connus,  il  faut  chercher  à la  résoudre 
par  approximation,  c’est-à-dire  à en  tirer  la  valeur  de  y en  x,  , 
au  moyen  d’une  série.  On  a déjà  vu  dans  le  n°  298  comment 
celle  de  Taylor  pouvait  s’appliquer  à cet  usage;  on  peut  aussi 
prendre  pour  y une  série  à coefficients  indéterminés,  ordon- 
née suivant  les  puissances  de  x;  mais  il  faut  le  plus  souvent 
des  artifices  particuliers  pour  déterminer  les  exposants,  lors- 
qu’ils ne  suivent  pas  la  progression  des  nombres  entiers.  , - ’ 
Quand  Ia.forme  de  celte  série  est  connue,  on  parvient  à trou- 
ver ses  coefficients,  en  la  substituant,  ainsi  que  ses  différen- 
tielles, au  lieu  de  y,  Ay,  dJ/,.etc.,  dans  l’équation  proposée. 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  l’équation 

d/-t-/da:  = mx*Ax , 

on  supposerait 

y==  A.x*-\-  -f-C#*-17*  -+-  etc.  ; s 

mettant  cette  valeur  et  sa  différentielle  dans  l’équation  propo- 
sée, en  observant  d’assembler  les  ternies  de  manière  qu’on 
puisse  former  un  nombre  suffisant  d’équations  pour  détermi- 
ner les  exposants  et  les, coefficients,  sans  tomber  dans  descon- 
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tradictions,  On  aurait 

«Ajra-,-t-(a-f- 1 )Bx*+  («4-2)  (*4-3)  Dx^-f-ctc.  \ _ 

— mx"  4-  Ax“-t-  Bxa+,-t-  Car“+3+etc.^  °’ 

équation  qu’on  rendrait  identique  en  faisant  n = a.—~ n,  ou 


m 


a=n  + 1,  et  A = — , B 


■ m 


D: 


a (a-t-l) 
— m 


,C  = 


m 


a (a  4-  i)  (a  4- 2)  (a + 3) 


a (a  4-1)  («  4-  a)  ’ 
> etc., 


ce  qui  donnerait 

[■r"+l 

— 

«4-1 


x"+' 


(n 


4- 


(U4-2) 

X"+S 


etc.  J. 


(n  + i)  l«-+-2)  («4-  3) 

Cette  valeur  de  j est  incomplète  , puisqu’elle  ne  renferme 
point  de  constante  arbitraire  ; il  en  sera  de  même  pour  tous  les 
cas  où  la  constante  ne  peut  être  isolée  de  la  variable  x,  dans  le 
, développement  de  l’intégrale;  mais,  d’après  ce  qu’on  a vu  dans 
le  n°  299,  on  arriverait  à un  résultat  aussi  général  que  l’inté- 
_ gralecomplète,  si  l’on  pouvait  luidonner  une  forme  telle,  qu’en  • 
y faisant  x = a,  il  vînty  = b;  or  c’est  ce  qui  s’effectue  en  po- 
sant # = a 4- 1,  y = b + m,  et  prenant  pour  représenter  «une 
série  dont  tous  les  termes  s’évanouissent  quand  t—  o. 

L’équation  Ay  + y&x  = mx"&x  devient  par  cette  transfor- 
mation, dw  4-  (Ù4-  «)df  = m(«4-/)"d<;  et  faisant 

u = A<“  4-  Br*"*"-'  4-  Cf“+Î4-  etc. , 
on  trouvera  . / 

a A /*“•  4-  (a  4- 1 ) B /“ 4-  (a 4.  2)  Cta+'  -f-  etc. 

4 -b  4-  Ar“4-  BIa+1 4-  etc. 


— ma"  — m - a"-1 1 — m 
1 


n [n  — i 1 

a 1 ✓.«—a 


= o; 


1 .2 


— etc. 


il  faudra  supposer  dans  cette  équation  « — 1 = o,  ou  a = 1 , et 
il  viendra  • 


r 


; ma" 


■ b,  B = 


mna" 


nia" 


/ . , 

4 C: 


’ (n — 1 ) efi~* — 1 


1 4-  ma"  — b 


2.3 


-j  etc. 
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331.  L’emploi  des  séries  à coefficients  indéterminés,  dans  les 
équations  du  premier  degré  et  du  second  ordre,  présente  quel- 
quefois des  circonstances  qu’il  est  à propos  de  connaître,  et 
dont  l’équation  très-simple  , , 

’ ’*  ' • l ' 

d’T-  4-  ax’yd  x'  = a 

offre  un  exemple  remarquable.  . , 

Si  l’on  suppose 

y = \xa  4-  B#*-*"*  4-  Gra'K2,f  4-  etc., 


d*7,=  |a(a  — i)Ax“  3 » y. 

+ (a  + j)(a  + j_I)Bj«-W-î 
, -+(«+2»)  («4-2#— l)  Cx*+**- 


etc.  dx>. 


axnyAx'1  — j aA.xa~i~n 

4-  aBj“+,+" 

4-aCx“+3*'H,4-etc.  jda:’. 

On  voit  d’abord  qu’il  ne  sera  possible  de  faire  correspondre  les 


termes 


a (a  — l)A.ra  3,  flA*“+l1, 


par  lesquels  commencent  respectivement  les  expressions  préT 
cédentes,  que  dans  le  cas  particulier  où  n = — 2;  mais  il  suf- 
fira de  posej 

a = o,  ou  a = i , 

pour  faire  disparaître  le  premier  terme  de  la  valeur  de  d’j;  et 
le  second,  dont  l’exposant  est  a 4-  # — 2,  pourra  être  comparé 
avec  aA“+":  il  résultera  de  là 

S 2 = 71,  d’où  <î=  71  4-  2. 

A partir  de  res  termes,  les  deux  séries  se  correspondront  exac- 
tement, et  pour  déterminer  les  coefficients , on  aura  les  équa- 
tions 

. 1 (3  4-  <î)  (a  4“  ^ — I ) B 4-  (l  A = O , 

( a 4“  2 (a4-  2 S — 1 ) C 4-flB  =;  o , 

■ . etC’  , 
dans  lesquelles  A demeure  arbitraire.  * . 
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Si  l'on  y mel  successivement  les  deux  valeurs  de  a avec 
celle  de  3,  on  obtiendra  pour  y les  deux  développements 


a 

«*A  +*'M 

(n  + i)  (n  + 2) 

(n  + i)  («  + 2)  (2«  + 3)  (2/1  + 4,) 
a'  AjM+f  - 

(71  + 1)  (n  + 2)(a/i  + 3)(2«  + 4)(3«  + 5)(3/i+6) 

aKx’+> 

a!Àa:M+i 

•(/»+ 2)  (ra  + 3) 

‘ (71+2)  (n+3)  (2/1  + 4)  (2«  + 5) . 

• 

a3  Kx3"'*’3 

7: — : — 1 : -T-  : r+CtC 

(«4-  2)  (re  + 3)  (2/1+4)  (a» -H 5)  3/1+6)  ( 3/1+7) 

' * » f ‘ y 

Ils  ne  sont  encore  que  particuliers,  puisqu’ils -ne  contien- 
nent que  ld  constante  arbitraire  A;  mais  en  écrivant  dans  le 
dernier  A,  à la  place  de  A,  et  prenant  ensuite  leur  somme, 
on  aura,  à cause  de  la  forme  particulière  de  l’exemple  pro- 
posé (309),,  l’expression  générale  de  y. 

332.  En  terminant  ici  ce  qui  regarde  l’intégration  approchée 
des  équations  différentielles,  je  dois  dire  que  les  méthodes 
exposées  ci-dessus,  ne  donnant  que  bien  rarement  des  séries 
convergentes,  et  seulement  pour  des  valeurs  très-limitées  de 
la  variable  indépendante,  ne  sont  guère  en  usage.  Dans  les 
problèmes  physico-mathématiques  auxquels  s’appliquent  les 
approximations  du  Calcul  intégral,  il  ne  s’agit  le  plus  souvent 
que  de  déterminer  les  petites  corrections  qu’il  faut  faire  à une 
première  valeur  approchée , connue  d’ailleurs  et  considérée 
comme  un  état  moyen.  La  vraie  valeur  cherchée  ne  s’en  écar- 
tant que  par  des  fonctions  dont  on  peut  négliger  d’abord  le 
carré  et  les  puissances  supérieures,  on  réduit  au  premier 
degré  les  équations  différentielles  qui  déterminent  ces  fonc- 
tions, et  l’on  y applique  ensuite  des  procédés  qui  sont  encore 
trop  variés  pour  pouvoir  entrer  dans  les  éléments  ; aussi  les 
trouve-t-on  toujours  développes  dans  les  divers  traités  spé- 
ciaux où  l’on  s’en  est  servi. 
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Résolution  de  quelques  problèmes  géométriques,  dépendants 

• des  équations  différentielles. 

333.  La  mise  en  équation  des  problèmes  géométriques  dé- 
pendants des  équations  différentielles,  ne  reposant  que  sur 
les  propriétés  des  tangentes,  des  normales,  des  rayons  de  cour- 
bure, ne  présente  pas  plus  de  difficultés  que  les  autres  traduc- 
tions analytiques,  lorsqu’on  connaît  les  expressions  des  lignes 
qu’il  faut  coqgidérer;  aussi  n’en  donnerai-je  que  quelques 
exemples. 

J’observerai  d’abord  que  l’intégration  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  s’appelle  aussi  Méthode  inverse  des 
tangentes,  parce  que  toute  équation  différentielle  de  cet  ordre, 

(J  V , ' 

donnant  l’expression  de  en  r et  en  y,  fait  connaître  la  rela- 
tion qui  existe  entré  les  coordonnées  et  la  sotls-tangente,  ou  la 
tangente,  ou  la  normale,  etc.,  dans lacourbequ’ellc  représente. 

, , (J  y 

En  effet,  si  de  l’equation  proposée,  on  tire  = p,  la  sous-tan- 

C . . , 1 <t 

y y J 1 — pi 

genté  aura  pour  expression  -,  la  tangente- — — — — > etc.  (66). 

On  inventa  le  Calcul  différentiel  pour  mèner  des  tangentes  aux 
courbes,  c’est-à-dire  pour  résoudre  le  Problème  direct  des  tan- 
gentes: on  s’occupa  ensuite  du  Calcul  intégral,  pourparvenir  aux 
équations  primitives  des  courbes  par  les  propriétés  de  leurs 
tangentes  ; mais  les  progrès  et  les  nombreuses  applications  de 
ce  calcul  ont  fait  abandonner  la  dénomination  de  Méthode  in- 
verse des  tangentes,  qui  ne  convenaitqu’à  un  seul  de  ses  usages. 

Dans  les  premiers  temps  on  chercha  à déterminer  par  les 
aires,  ou  même  par  les  arcs  de  quelques  courbes  connues, 
l’ordonnée  de  la  courbe  demandée;  depuis,  on  a laissé  ces 
constructions  de  côté,  parce  que,  quelque  élégantes  qu’elles 
fussent  dans  la  théorie,  elles  étaient  toujours  moins  commodes 
et  surtout  moins  exactes,  dans  la  pratique,  que  les  formules 
approximatives  qui  ont  pris  leur  place,  . 

Une  équation  différentielle  ne  peut  se  construire  en  général 
que  lorsqu’on  en  a séparé  les  variables,  parce  que  ^expression 
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' île  l’une  d’elles  ne  dépend  plus  que  de  la  quadrature  d’une 
courbe  dont  l’équation  primitive  est  connue.  < 

334.  Je  prends,  pour  exemple,  la  construction  des  courbes 

dans  lesquelles  la  sous-tangente  est  égale  à une  fonction  donnée 

de  l’abscisse  x ; l’équation  différentielle  dé  cette  courbe 
» 

sera  — X,  X désignant  la  fonction  donnée.  Les  variables 
se  séparent  sur-le-champ,  dans  cette  équation,  et  il  vient 
Multipliant  alors  les  deux  membres  *par  une  quan- 

X X 

...  mdy  màx  , ...  ’ -, 

tite  constante  m,  on  a = ; et  désignant  par  Ly-le 

logarithme  dey,  pris  dans  le  système  dont  le  module  est  m, 
l’intégration  donne  '»  ‘ • 

, rmdj  i Cm}  dx 

Lr=J—  = mJ- X" 

En  construisant  d’abord  la  courbe  DN.yîg-.  57,  telle  que  l’or- 
donnée  correspondante  à l’abscisse  AP,  soit  PN=  l’aire  ADNP 

X 1 

/m’dx 

tangle  FQ,  dont  le  côté  AF  soit  m ; l’autre  côté , AQ  , expri- 
i {*  m*  (i  oc 

-mera  — / — ^ — ; décrivant  ensuite,  Sur  le  module  m,  la  loga- 
m J X 

rithmique  ER,  dont  les  ordonnées  soient  perpendiculaires  à 
l’axe  AC,  et  élevant  par  le  point  Q la  perpendiculaire RQ,  on  aura 

L . RQ=  AQ  ( 1 12) , ou  L . RQ  = ± J* : RQ  sera  donc  égale 

à l’ordonnée  PM  de  la  courbe  cherchée. 

Il  faut  bien,  remarquer  que  cette  construction  n’exige  pas 
que  l’on  ait  l’expression  analytique  de  la  fonction  X;  on  pour- 
rait prendre  à sa  placé  l’oéÊfennée  d’une  courbe  quelconque 
rapportée  à l’axe  AB,  èt  effectuer  sur  cette  ordonnée  et  sur  la 
ligne  arbitraire  m,  les  épurations  graphiques  indiquées  par  les 
formules  ci-dessus.  On  voit  aussi  que  la  ligne  m n’a  été  intro- 
duite que  pbnr  rendre  ces  formules  homogènes,  et  peut  être 
supposée  «égale  à . l’unité..  . ,.  ’ 


donnera  la  valeur  de 


On  réduira  cette  aire  à un  rec- 
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335.  Je  vais  encore  rapporter  la  solution  d’un  problème  cé- 
lèbre dans  les  premiers  temps  où  l’on  s’est  occupé  du  Calcul 
intégral,  du  problème  des  trajectoires.  Il  a pour  objet  de  déter- 
miner la  courbe  qui  coupe,  sous  un  angle  donné,  toutes  celles 
d’une  espèce  donnée.  On  entend  ici  par  courbes  d’une  espèce 
donnée,  les  diverses  courbes  particulières  qu’on  obtient  en 
assignant  successivement  à l’une  des  constantes  d’une  équa- 
tion primitive  toutes  les  valeurs  possibles.  Si,  par  exemple, 
on  fait  varier  le  paramètre  d’une  parabole,  il  en  résultera  une 
suite  de  paraboles  rapportées  au  même  axe,  ayant  môme  som- 
met, et  dont  les  extrêmes  seront  d’une  part  l’axe,  et  de  l’autre 
la  ligne  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui  passe  par  le  sommet: 
la  courbe  qui  coupera  toutes  celles-ci,  sous  un  angle  donné, 
en  sera  la  trajectoire  (*). 

Soient  D,N,,  DN,  D'N',  etc.,  [fig.  58),  les  courbes  coupées  et 
MZ  la  courbe  coupante,  ou  la  trajectoire  cherchée  ; si  par  l’un 
quelconque  M de  ses  points  on  lui  mène  une  tangente  M/,  et 
qu’on  tire  aussi  celle  de  la  courbe  coupée  qui  passe  par  ce 
point,  l’angle  TMf,  d’après  l’énoncé  de  la  question,  doit  être 
égal  à l’angle  donné.  Je  désigne  par  x' , y les  coordonnées  des 
courbes  coupées,  par  a:,  y celles  de  la  courbe  coupante,  et 
par  a la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  eonstantTM/,  qui 
est  égal  à la  différènee  des  angles  MTP,  M /P,  dont  les  tan- 

(J  y*  (J  y* 

gentes  respectives  ont  pour  expression  -pp,  et  — (66);  la  re- 

U 'OC  et  oc 

» 

talion  ’ • 

tang  TM  t — tang  ( M MTP) 


d r d y 

( j jf  (J  ^ 

donne  ensuite  a— ^ ^ ^ ^ ( Trig .,  26). 

• • *■'  ' , + d*d*' 


• . • ■«  • » 

Je  supposerai  ici  que  l’on  connaisse  l’équation  primitive  des£ 


(*)  On  donne  aussi  en  Mécanique  le  nom  de  trajectoire  à la  courbe 
crit  un  corps  sollicité  par  des  forces  quelconques;  mais  il  ne  saurait  être 
tion  de  cette  espèce  de  trajectoire  dans  un  ouvrage  consacré  uniquement 
l’Analyse  et  à la  Géométrie.  • * 

” 6e  ëd>  I . . , 26- 
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cdirbes coupées;  on  en  tirera  par  la  différentiation,  dy  = péx', 
et  l’équation  ci-dessus  deviendra 


Il  faudra  écrire  partout  x et  y,  au  lieu  de  x'  et  dey,  parce 
qu’au  point  M,  la  courbe  coupée  et  la  courbe  coupante  ont  les 
mêmes  coordonnées.  Cela  fait,  si  l’on  élimine,  entre  l’équa- 
tion (A)  et  l’équation  primitive  des  courbes  coupées,  la  con- 
stante dont  les  différentes  valeurs  particularisent  chacune  de 
ces  courbes,  on  aura  un  résultat  qui  embrassera  toutes  leurs 
intersections  successives  avec  la  trajectoire,  et  en  sera  par  con- 
séquent l’éqiiation. 

Soient,  pour  exemple,  les  paraboles  ayant  même  axe  et 
même  sommet,  et  dont  l’équation  est  y"  = a x1";  il  viendra 

fW  et  X^at  * 

p = ■ 'nÿn-i — On  pourra  chasser  immédiatement  de  eette  ex- 
pression, au  moyen  de  l’équation  proposée,  le  paramètre  a qui 
particularise  chaque  parabole  d’un  même  degré  ; substituant  le 
résultat  dans  l’équation  (A),  après  avoir  changé  x1  el  y en  x 
et  en  y,  et  divisant  ensuite  par  x”~'y^' , on  trouvera 


a(nxdx  -h  mydy)  -1-  mydx  — nxdj  = o. 

Cette  équation  étant  homogène,  peut  se  traiter  par  le  pro- 
cédé du  n®  283.  Lorsqu’on  a m=n  — i,  elle  devient  intégra- 
ble en  la  divisant  par  puisque 


xdx  +ydy 
x1  -h  ÿ3 

d.l^ar1  4-/’ 

> 

et  que 

1 

rdx — xd y 
J = d.arc 

(u08  = î) 

I (279); 

on  a donc 

t 

, / 

al  ^x^-try*  -4-  arc 

(“"*=;) 

= C, 

ou 

- --  ’ ' 

\ 

ai  — = arc 

c 

(u„e=î) 

5 
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en  changeant  la  constante  arbitraire.  Si  l’on  fait 


4o3 


arc 


(tang  = •!)=,, 


on  retombera  sur  l’équation  des  spirales  logarithmiques,  qui 
ont  la  propriété  de  couper  leur  rayon  vecteur  sous  un  angle 
constant  (128).  En  effet,  dans  le  cas  actuel,  les  courbes  cou- 
pées ne  sont  autre  chose  que  toutes  les  lignes  droites  menées 
par  l’origine  des  coordonnées,  et  dont  l’équation  est  y = ax'. 

Si  l’on  voulait  que  l’angle  TM<  fût  droit,  il  faudrait  sup- 
poser a infini,  et  par  conséquent  ne  tenir  compte  que  des 
termes  qu’il  multiplie;  l’équation  ci-dessus  se  réduirait 
à nxA  x mjrd y = o,  dont  l’intégrale  nx1  H-  my  = c montre 
que  la  courbe  qui  coupe  à angles  droits  toutes  les  paraboles 
proposées,  est  une  ellipse  décrite  sur  le  même  axe  que  ces 
courbes  et  ayant  pour  centre  leur  sommet  commun.  Les  tra- 
jectoires où  l’angle  TM  t est  droit,  s'appellent  trajectoires  or- 
thogonales, et  la  supposition  de  a infini,  dans  l’équation  (A), 


donne  1- 


p = o pour  leur  équation  différentielle. 


336.  Les  considérations  géométriques,  comme  on  l’a  annoncé 
dans  le  n°  298,  établissent  aussi  la  possibilité  des  équations 
différentielles  à deux  variables.  En  effet,  quand  il  s’agit  d’une 

w " co- 

équation du  premier  ordre,  on  n’en  tire  que  la  valeur  de  ^ 

qui  exprime  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  fait 
avec  la  ligne  des  abscisses  la  tangente  de  la  courbe  relative  à 
cette  équation.  Prenant  donc  arbitrairement  les  coordonnées 
AP=a,  PM=è,  d’un  premier  point  M [Jig.  5g),  on  mènera  la 
ligne  MT  faisant  avec  MQ,  parallèle  à AB,  un  angle  M'MQ 

(1  Y 

dont  la  tangente  soit  égale  à la  valeur  correspondante  de  ^ : 

celte  droite  touchera  au  point  M la  courbe  cherchée.  En  re- 
gardant la  courbe  cl  sa  tangentç,  comme  confondues  ensemble, 
dans  les  environs  du  point  de  contact,  la  droite  MT  détermi- 
nera, pour  un  point  P',  infiniment  proche.de  P,  l’ordonnée  P'M' 
avec  jaquelle  on  calculera,  par  l’équation  différentielle  propo- 
. ' ■ ' 26. 
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sée,  la  tangente  de  l’angle  M"  M'Q'  relatif  à la  tangente  M' T' 
consécutive  à MT.  La  continuation  de  ce  procédé  donnera  un 
polygone  qui,  à mesure  qu’on  en  multipliera  les  côtés,  diffé- 
rera d’autant  moins  de  la  courbe  à laquelle  appartient  l’équa- 
tion proposée.  11  résulte  aussi  de  celte  construction,  qu’une 
équation  différentielle  du  premier  ordre  représente  une  infi- 
nité de  courbes,  puisqu’on  peut  prendre  le  premier  point  M 
où  l’on  voudra.  < • .. 

Dans  les  équations  du  second  ordre,  qui  ne  donnent  que  la 
d’r  ■> 

valeur  de  on  substitue  les  paraboles  osculatrices  aux  tan- 
gentes. Ayant  pris  arbitrairement  un  premier  point  dont  l’ab- 
scisse et  l’ordonnée  soient  x = a et  y —b,  on  forme  l’équa- 
tion 

y—  b = A (a:  — a)  -|-B(a:  — a )s, 

qui  appartient  à une  parabole  passant  par  ce  point.  En  la  dif- 
férentiant  deux  fois  de  suite  et  faisant  x = a,  on  en  tire 

dr  , d’r  „ 

dï  — A’  dr‘_îB; 

le  coefficient  A demeure  arbitraire,  mais  B est  déterminé  en 
mettant  dans  l’équation  proposée,  a,  b,  A,  au  lieu  de  x,  y, 

^ : on  construit  donc  en  premier  lieu  une  parabole  MN 

{fig.  60),  qui  passeparlepointM,  et  dont  la  tangente  à ce  point 
fasse,  avec  l’abscisse,  un  angle  ayant  A pour  tangente  trigono- 
métrique.  On  calcule  la  valeur  de  l’ordonnée  P'M'  de  cette 

« (Jy  • % 

courbe  et  celle  de  ^ correspondantes  a un  point  P',  très-près 

du  point  P,  sur  l’axe  des  abscisses  ; puis  mettant  ces  valeurs 
dans  l’équation  différentielle  proposée,  on  en  déduit  une  nou- 
d2  y , 

velle  valeur  de  En  représentant  celle-ci  par  2 B,,  et  par 

d y* 

a,,  b,  et  A,  celles  de  AP',  P'M'  cl  on  forme  l’équation 

y — b,  = A,  (x— a,)  -h  B,  (ar — a,)*, 

de  la  seconde  parabole  osculalrice  M'N'  avec  laquelle  on  en 
déterminerait  une  troisième,  et  ainsi  de  suite. 
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On  modifierait  aisément  ce  procédé  pour  y remplacer  la  pa- 
rabole osculatrice  par  le  cercle  osculateur,  ou  pour  l’étendre  à 
tous  les  ordres. 

337.  Le  problème  suivant  va  montrer  comment  les  considé- 
rations géométriques  conduisent  à la  théorie  des  solutions  par- 
ticulières, que  j’ai  exposée  dans  le  n°  323.  Trouver  une  courbe 
telle,  que  toutes  les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point 
donné  sur  les  tangentes  de  cette  courbe  soient  égales ? Pour 
parvenir  à l’équation  différentielle,  il  faut  se  rappeler  qu’en 
nommant#  et  y les  coordonnées  d’une  courbe,  x'  et  y celles 

de  sa  tangente,  l’équation  de  cette  droite  est 

!•  * * 


prenant  pour  origine  des  coordonnées  le  point  connu,  duquel 
doivent  être  abaissées  toutes  les  perpendiculaires , chacune 

d’elles  aura  pour  équation  y = — (TW/?*»  9°)»  et  sa  lon- 
gueur sera  exprimée  par  En  mettant  pour  x'  et 

pour  y les  coordonnées  du  point  où  elle  rencontre  la  tan- 
gente qui  lui  correspond,  et  dont  les  valeurs  s’obtiennent  par 
les  deux  équations  ci-dessus  (Trig.,  92),  on  aura,  en  vertu  de 
ces  équations, 

(#d/ — ydx)  dx 
d x1  d jr* 


et 


, [xdy — xdx)dy 
X d#1  dy  "*■’ 


/——■ 


n : 


\Jdx*  + d/1 

l’équation  différentielle  de  la  courbe  cherchée  sera  donc 
#d/ — jd#=  n y^d#’  -l-  dj^. 


Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  le  cercle  dont  le  rayon  = n, 
et  dont  le  centre  est  à l’origine  des  coordonnées,  satisfait  à la 
question.  Ce  cercle  ayant  pour  équation  y+x'xzn1,  est  pré- 
cisément la  solution  particulière  trouvée  n”  297;  mais  toute 
ligne  droite  située,  par  rapport  à l’origine  des  coordonnées,  de 
manière  que  sa  plus  courte  distance  à ce  point  soit  égale  à n, 
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résout  également  le  problème  proposé;  et  comme  il  y a une 
infinité  de  lignes  droites  qui  peuvent  remplir  cette  condition, 
c’est  dans  l’équation  qui  les  comprend  toutes  que  réside  l’in- 
tégrale complète  de  l’équation  différentielle  trouvée  ci-dessus, 
et  qui  est  en  effet 

y — ex  = /1  y/ 1 +e'  (297). 

Une  circonstance  digne  de  remarque  et  qui  s’aperçoit  sur-le- 
champ,  c’est  que  toutes  les  lignes  droites  dont  on  vient  de 
parler  seront  nécessairement  touchées  par  le  cercle  représen- 
tant la  solution  particulière,  puisqu’il  a pour  rayon  la  perpen- 
diculaire abaissée  sur  chacune  d’elles. 

La  même  relation  a lieu  entre  les  diverses  courbes  que  re- 
présente l’intégrale  complète  d’une  équation  différentielle  du 
premier  ordre,  et  celle  qui  résulte  d’une  solution  particulière 
de  cette  équation  : la  dernière  touche  toutes  les  autres.  En 
effet,  l’équation  différentielle,  ne  déterminant  que  la  direction 
de  la  tangente,  doit  être  satisfaite  par  toute  courbe  qui,  dans 
un  point  quelconque*  aura  la  même  tangente  que  l’une  des 
couAes  déduites  de  l’intégrale  complète;  or,  c’est  ce  qui  ar- 
rive à la  courbe  qui  touche  toutes  celles-ci. 

Il  suit  de  là  que  la  développée  d’une  courbe  n’ést  autre 
chose  que  la  solution  particulière  de  l’équation  différentielle 
qui  représente  toutes  les  normales  de  celte  courbe  (80),  et 
que  celle-ci,  c’est-à-dire  la  développante,  est  pareillement  la 
solution  particulière  de  l’équation  différentielle  commune  à 
tous  ses  cercles  osculateurs,  mais  avec  la  différence  que  les 
contacts  sont  du  second  ordre. 

La  liaison  établie  dans  le  n°  323,  entre  les  intégrales  com- 
plètes et  les  solutions  particulières,  se  déduit  aussi  des  consi- 
dérations géométriques;  car  chaque  point  du  cercle  de  l’exem- 
ple précédent  peut  être  regardé  comme  1’interâçction  de  deux 
tangentes  consécutives,  c’est-à-dire  comme  l’intersection  de 
deux  droites  fournies  par  deux  valeurs  consécutives  données  à 
la  copstante  c ; l’abscisse  et  l’ordonnée  de  cette  intersection 
dépendent  des  valeurs  de  c,  qui  par  conséquent  est  à son  tour 
fonction  de  ces  quantités,  pu  de#  et  de  y.  Il  est  évident  que 
pour  former  l’équation  d’une  ligne  consécutive  à celle  querepré- . 


V 
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sente  l’équation  

y — cx^zn  \Ji-yc', 

il  faut  différeniier  celle-ci  en  faisant  varier  c ; et  puisqu’on  ne 
cherche  que  l’intersection  de  ces  deux  lignes,  point  où  leuTs 
coordonnées  sont  communes,  on  doit  regarder  x et  y comme 
constants  : cette  intersection  sera  donc  déterminée  par  les 
deux  équations 

y — ex  = n \J  1 -+-  c1, 
ne 


si  l’on  assigne  à c une  valeur  particulière.  Mais  si  l’on  élimine 
c,  le  résultat,  ne  désignant  plus  aucune  intersection  en  parti- 
culier, embrassera  tous  les  points  résultants  des  rencontres 
des  droites  fournies  par  toutes  les  valeurs  de  c,  et  combinées 
deux  à deux  consécutivement,  c’est-à-dire,  le  cercle  qui  est  la 
solution  particulière,  et  qui  se  déduit  encore  ici  de  la  varia- 
tion attribuée  à la  constante  arbitraire  de  l’intégrale  complète. 
Les  mêmes  remarques  se  vérifient  sur  les  développées,  lorsque 
l’on  considère  ces  courbes  comme  produites  par  les  intersec- 
tions des  normales  consécutives  de  la  développante  (80). 


De  l'intégration  des  équations  différentielles  contenant  trois 
ou  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Des  équations  différentielles  totales. 

\ ' ■ 

338.  Les  fonctions  qui  dépendent  de  deux  ou  d’un  plus  grand 
nombre  de  variables,  diffèrent  de  celles  d’une  seule , en  ce 
qu’elles  ont  pour  chaque  ordre  plusieurs  coefficients  différen- 
tiels. Si  z,  par  exemple,  est  une  fonction  de  deux  variables,  il 
aura , pour  le  premier  ordre,  deux  coefficients  différentiels, 

. d z d z . . , ,1, 

savoir,  j—  * -T- > 1 un  pris  en  faisant  varier  x seul,  et  1 autre  en 
ax  d y v 


faisant  varier  y seul.  Dans  le  second  ordre,  le  nombre  de 
coefficients  différentiels  s’élève  à trois,  et  s’accroît  ainsi  suc- 
cessivement d’ordre  en  ordre  (44).  Pour  remonter  des  coeffi- 
cients différentiels  d’une  fonction  de  deux  ou  d’un  plus  grand 
nombre  de  variables,  à celte  fonction , il  se  présente  plusieurs 

n . 

, : *■ 

• è 

*•  ,•  . * ’ **v 
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cas  : i°  on  peut  avoir  tous  ses  coefficients  différentiels  d’un 
même  ordre,  exprimés  par  les  variables  indépendantes,  ce  qui* 
donne  explicitement  les  différentielles  totales  de  la  fonction 
cherchée,  à laquelle  on  parvient  par  les  procédés  exposés  dans 
les  nos  278-280;  20  la  fonction  elle-même  peut  entrer  avec  les 
variables  indépendantes,  dans  les  expressions  des  coefficients 
différentiels,  ce  qui  fournit  une  équation  différentielle  totale; 
3°  enfin,  on  peut  n’avoir  qu’une  relation  entre  ces  coefficients, 
la  fonction  dont  ils  dérivent  et  les  variables  indépendantes. 

339.  Je  m’occuperai  d’abord  du  second  cas,  en  considérant 
•l’équation 

Pdx  + Qdj  + Rdz  = o. 

Elle  s’intégrerait  par  le  procédé  du  n°  280,  si  le  premier  mem-^ 
bre  était  une  différentielle  exacte  à trois  variables  ; mais  s’il  ne 
• 1 est  pas,  il  est  susceptible  de  le  devenir,  par  le  moyen  d’un 
facteur  convenable,  quand  cette  équation  dérive  d'une  équa- 
tion primitive  u = c;  cela  se  voit  comme  pour  le  cas  de  deux 
variables  (289).  En  effet,  l’équation  différentielle  proposée  doit 
alors  s’accorder  avec  , 

■ ' 'Wwt  S.  ‘-r,  K x 1 - -J >ft 

d«  du  du  , 

c est-à-dire  que  les  valeurs  de  dz,  tirées  de  l’une  et  de  l’au- 
tre, doivent  être  identiques,  indépendamment  dé  dx  et  de 
dj  (136)  ; or  ces  valeurs  étant  respectivement 


du 


p 0 

0z  = — g dx  — gd/. 


du 


1 dx  . d r . 

dz  = p-  dx — ~ d r, 

du  J 


il  s’ensuit  que 


du 
d z 


du 
dx 
du 
d z 


du 

dj 

du 
d z 


* u J V 1 y y U X 

ÂT.  — g’  ÂT.  — ÎT  ’ <J  OU  -k-  = 


R’ 


du 

dx 

T 


du 

dj 

Q 


dz 

du 
dz 
= R 5 


çt  nommant  p les  quotients  indiqués,  il  viendra 

l \*  • » • » . ‘ 

du  = pPdx-f-  pQdj-bpRds. 


'4*% 

\ ■ 

S 
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Cela  posé,  pour  que  cette  différentielle  soit  exacte,  il  faut 
encore  qu’elle  vérifie  les  conditions 

d.fiP d fiQ  d.iiR_  d.fiP  d . ji  Q d . ft  R 

d/  do;’  dx  dz  ’ dz  — d/  ’ 


dont  le  développement  fournit  les  équations 


(A) 


^3?-3!)+p3f--Që=°’ 

(8--SH 


On  aperçoit  bientôt  que  la  fonction  p disparaît  quand  on  mul- 
tiplie la  première  de  ces  équations  par  R,  la  seconde  par  Q,  la 
troisième  par  P,  et  qu'on  ajoute  les  produits  ; car  la  somme, 
étant  divisible  par  ft,  se  réduit  à 


équation  de  condition  qui  doit  d’abord  être  satisfaite  par  la 
proposée,  pour  que  celle-ci  puisse  devenir  différentielle  exacte, 
au  moyen  d’un  facteur,  et  qu’elle  puisse  par  conséquent  déri- 
ver d’une  équation  primitive  à trois  variables,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  être  vérifiée  par  une  fonction  de  deux. 

Celte  dernière  considération  mène  aussi  à l’équation  (B), 
par  l’application  immédiate  du  théorème  du  n°  278;  car  si  l’on 
avait  l’expression  primitive  de  z en  x et  en/,  et  qu’on  la  sub- 
stituât dans  celle  de  dz  tirée  de  l’équation 

Pdar4-Qd/-hRdz  — o, 

il  en  résulterait  nécessairement  une  différentielle  exacte  à 
deux  variables,  et  de  la  forme 


dz  = pdx  -\-qdy, 


dp d q 


ou  ~r~  = 


d/  dx 


Mais  dans  le  cas  actuel,  où 

P 


■ t i f 
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P,Q,  R renfermant  z,  il  faut,  dans  les  différentiations  indiquées, 
le  faire  varier  aussi,  et  mettre  en  conséquence  p et  q à la  place 

de  ^ et  de  : alors,  au  lieu  de  ^ = ~ » viendra, 

Ax  d/7  dy  Ax 


ou 


dy  ydz  — d* 


Aq 


d£_^î  , 

dy  dar  " Az  “ Az 


p O 

Si  l’on  substitue  — a la  place  de  p et  de  q,  on  aura, 

après  les  réductions. 


p™  R^R^-Q^dP 

dy  dy  dx  « *• 


dx 


d z 


Pd^=o, 

d z 


c’est-à-dire  l’équation  (B)  du  numéro  précédent. 

Pendant  longtemps  On  a appelé  équations  absurdes,  et  l’on 
regardait  comme  insignifiantes,  celles  qui  ne  satisfaisaient  pas 
à l’équation  (B)  ; mais  Monge  a fait  voir  que  toutes  les  équa- 
tions différentielles  à trois  -variables  avaient  une  signification 
réelle,  et  que  tandis  que  celles  dont  l’intégrale  était  exprimée 
par  une  seule  équation  entre  les  trois  variables,  appartenaient 
à des  surfaces  courbes,  chacune-  des  autres  représentait  une 
infinité  de  courbes  à double  courbure,  jouissant  d’une  pro- 
priété commune.  Je  m’occuperai  d’abord  des  premières. 

340.  Quand  l’éqûation  (B)  est  satisfaite,  deux  quelconques 
des  équations  (A)  suffisent  pour  déterminer  le  facteur  p,  et 
l’on  va  voir  que  l’intégration  de  la  proposée  se  ramène  à celle 
des  équations  à deux  variables. 

Pour  cela,  soit  f * le  facteur  qui  rend  intégrable  la  différen- 
tielle ’ , 

Pd.r-4-Qdy, 

lorsque  l’on  y regarde  z comme  constant;  en  posant 

/(fiPdar  + pQd}-)  = U,  ' 

on  aura  pour  l’intégrale  cherchée 

U -4-  Z — o, 
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où  Z désigne  une  fonction  de  z seul.  Si  maintenant  on  diffé- 
rentie  cette  intégrale,  en  y faisant  tout  varier,  et  en  observant 
que 


dU p 


dU 

d^  = <*Q’ 


on  aura  l’équation 

_ . /dU  dZ\  . 
ftPda:+(*Qdy+  ^ da=o, 

dont  la  comparaison  avec  la  proposée  donnera 


ou 


„ dU  dZ 
^dl+dl’ 

dZ  _ dU 

— = ,iR  — ; 


mais,  pour  que  la  détermination  de  Z puisse  avoir  lieu  suivant 
l’hypothèse  établie , il  faudra  que  le  second  membre  de  celte 
dernière  équation  se  réduise  à une  fonction  de  z et  de  Z,  au 
moins  après  qu’on  en  aura  chassé  y,  par  sa  valeur  prise  dans 
l’équation  U -4-Z  = o : considérant  donc  alors  / comme  une 
fonction  de  x,  de  z et  de  Z,  on  aura  l’équation  de  condition 


d x d/ 

..  •» 

ou,  en  développant, 


d x 


= o, 


dR  -dp 


d’U 


d# 


dx  dxdz 


(' 


dR 


R 


d’U 


d/  dj  d/da 


)£=»■ 


Or,  l’équation  différentielle  proposée,  étant  mise  sous  la  forme 


donné 


on  a aussi 


. P , R , 

d/  = — Qd^-  Q ,lZ> 

dy  _ P . 
dx  Q ’ 


d’U 


d.,*P 


dxdz 

d’U 
drd  z 


dz 

djxQ 

dz 


P dz  d z 
dQ_i_ndfi- 


dz 
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de  plus,  le  facteur^,  rendant  exactela  différentielle  pPd-r+ftQd/, 
satisfait  à l’équation  ■ 

p5?-0a£+'(a?-ç)—  w 

' (J  IX 

et  si  l’on  tire  de  cette  dernière  la  valeur  de  pour  la  sub- 
stituer, avec  celles  de 
d’U 


darda 


d»ü  dj 
d/da’  dx’ 


dans  l’équation  de  condition  trouvée  plus  haut,  le  résultat 
étant  réduit  avec  soin,  sera  précisément  l’équation  (B)  : ainsi 
quand  elle  est  vérifiée,  l’intégration  de  l’équation  différentielle 
proposée  à trois  variables  ne  dépend  que  de  celle  des  équa- 
tions à deux  variables. 

341.  Lorsque  les  différentielles  dx,  d >-  et  d a montent  au  delà 
du  premier  degré  dans  l’équation  proposée,  elle  ne  peut  s’in- 
tégrer par  ce  qui  précède  que  quand  elle  satisfait  à une  nou- 
velle condition  que  je  vais  faite  connaître  sur  l’équation 

Pdar’-l-0d/,-(-Rda,-l-2Sdardy'-t-  2 T darda  4- 2 V d_yda  =0. 

Pour  qu’elle  puisse  résulter  d’une  équation  primitive  u = c,  il 
faut,  avant  tout,  qu’elle  se  ramène  à la  forme 

P'da?-+-Q,d^'-t-H'da  = 0 (339), 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  qu’en  la  résolvant  par  rapport  à 
l’une  des  différentielles  dx,  dj,  da,  les  deux  autres  sortent 
des  radicaux  : or,  c’est  ce  qui  n’arrive  pas  toujours  ; car  on  a 

da=^j — Tdx  — Vd^ 

± v'TP— PH)  dx5  -+-  2 (TV — RS)dxd/-t-  (VJ— QR)  dj1 }, 

et  si  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  n’est  pas  un  carré  par* 
fait,  ou  du  moins  si  l’on  n’a  pas 

(TV— RS)5  = (T1— PR)  (V* — QR), 

îés  différentielles  dx  et  d/  resleronfengagées  sous  ce  radical. 
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En  général,  quel  que  soit  le  degré  de  l’équation  proposée,  par 
rapport  à d z,  dx,  d y,  il  faut  qu’étant  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  d z,  elle  puisse  se  décomposer  en  facteurs  de  la 
forme 

dz — pdx — qdy  = o, 

' '•  ' t 

Des  équations  différentielles  totales  qui  ne  satisfont  pas  anx 
conditions  d'intégrabilité. 

342.  J’ai  fait  voir,  dans  le  n°  339,  qu’une  équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  à trois  variables , de  la  forme 
Pfc-f  Qd-j  4-  Rdz  = o,  ne  pouvait  être  satisfaite  par  une 
fonction  de  deux  variables,  qu’autant  que  l’équation 

ndR  dP  dQ  _dR  _dP  ndQ 

dy  «l^-  d.r  dx  dz  dz 

était  identique  par  elle-même  ; mais  en  établissant  une  dépen- 
dance quelconque  entre  x,  y,  z,  on  changera  l’équation  pro- 
posée, dans  une  autre  qui  ne  contiendra  plus  que  deux  de  ces 
variables,  et  déterminera  par  conséquent  l’une  de  celles-ci  en 
fonction  de  l’autre. 

Si  l’on  avait,  par  exemple,  l’équation 

dz  xdx  -{-ydy 

z — c x (ar — a)  -h y ( y — b), 

qui  ne  peut  remplir  la  condition  énoncée  ci-dessus,  tant  que 
a et  b ne  sont  pas  nuis,  et  qu’on  y fit  y = y (.r),  ? désignant 
une  fonction  quelconque,  elle  se  changerait  en 

dz  [x-j-'f[x)<f,[x)]dx 

z — c x (x  — a)  -+-?(#)  [«p (x)  — 6] ’ 

et  donnerait  autant  de  relations  différentes  entre  z et  x,  que 
l’on  assignerait  de  formes  particulières  à la  fonction  ?. 

'En  prenant  y (a:)  = x,  on  aurait 


dz 


ixdx 


zdx 

o.x  — a — b’  ►> 


z — c x[x  — a)-t-.r(.r  — b) 

d’où  Von  tirerait  z — c = C[zx  — a — b),  C étant  une  con- 
stante arbitraire  : cl  la  proposée  serait  satisfaite  par  le  système 
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y = x 

z — c=  C(a.r — a — b) 


Newton,  dans  son  Traité  des  Fluxions  (*  ),  avait  déjà  indiqué 
cette  manière  de  résoudre  les  équations  différentielles  qui 
contenaient  plus  de  deux  variables  ; mais  elle  à l’inconvénient 
d’exiger  une  intégration  pour  chaque  résultat  qu’on  veut  obte- 
nir, et  Monge  a remarqué,  en  1784,  qu’on  pouvait,  par  l’intro- 
duction d’une  fonction  arbitraire,  parvenir  à un  système  géné- 
ral d’équations  qui  en  donnât  une  infinité  de  particuliers, 
satisfaisant  tous  à la  proposée.  V: 


343.  Le  procédé  que  l’on  doit  suivre  pour  intégrer 
Pdar  -+-  Qdy-t-  Rds  = o , 

par  une  seule  équation  primitive,  lorsque  la  chose  est  possi- 
ble (340),  conduit  aussi  à la  solution  la  plus  générale  que  l’on 
puisse  obtenir  pour  cette  équation,  dans  le  cas  contraire.  En 
effet,  si  on  l’intègre  d’abord,  en  regardant  une  des  variables 
qu’elle  renferme  comme  constante,  z par  exemple,  que  l’on 
représente  par  U = C l’équation  primitive  qui  répond  à 
Pda?-4-Qdy=.o,  que  l’on  différentie  cette  équation  primitive, 
en  faisant  varier  à la  fois  x,  y,  z et  C,  et  que  l’on  compare  le 

résultat  à la  proposée,  on  arrivera  à l’équation 

• 

* dC  dU  _ . 

. ’ v d s d z **  ’ 

jt  étant  4e  facteur  qui  rend  Pda?  -f-Qdy  une  différentielle 
exacte.  A la  vérité  le  second  membre  ne  se  réduira  plus  à une 
fonction  de  z seul,  comme  Cela  arrive  dans  le  cas  dû  la  con- 
dition d’intégrabillté  est  remplie,  et  ne  pourra  donner  C, 
comme  l’exige  cette  condition  ; mais  il  est  évident  qu’en  sup- 
posant toujours  que  C soit  une  fonction  de  z,  l’équation  pro- 
posée sera  satisfaite  par  l’équation  primitive  U = C,  si  l’on  a en 
même  temps 

dC_dü 

* dI-dJ-ftR: 


(")  Newloni  Opusculà,  tome  I,  page  83,  édition  de  1774. 
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faisant  donc  C=f[z),  le  système  des  équations 

u=ïW]  ' 

dU  n u \ I- 
— -ftR  = ï'(a)  j 

satisfera  à la  proposée,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonc- 
tion «p,  et  pourra  se  particulariser  d’une  infinité  de  manières, 
en  prenant  ? arbitrairement. 

En  appliquant  ceci  à l’équation 

d z x d x -+-jrày  . 

z — c~  x(x  — a)-t -y[y — b)  ’ 

que  j’ai  prise  pour  exemple  dans  le  numéro  précédent,  on  aura 


..  . n , xdx  + rdr  i 

Pdx4-Qdj=  — • ■ — j-p  R — ; 

x (x  — o)  * — c 

et  faisant  . ' *•- 

(t  = a [x{x—  a)+/(r—  b)]> 

on  trouvera  U = x,-t-j*:  on  obtiendra  par  conséquent  les 
équations 

+ ?(*)  f 

z — c v ' I 


Intégration  des  équations  différentielles  partielles 
dn  premier  ordre. 

344.  Je  vais  passer  au  troisième  cas  de  la  recherche  des  fonc- 
tions de  deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  variables.  Dans 
ce  cas  on  n’a  pour  déterminer  la  fonction  inconnue  que  quel- 
ques-uns de  ses  coefficients  différentiels  d’un  certain  ordre, 
ou  une  seule  équation  entre  eux.  II  constitue  ce  que  l’on  ap- 
pelle calcul  intégral  aux  différences  partielles,  et  qu’on  de- 
vrait nommer,  d’après  les  remarques  du  n°  43,  calcul  intégral 
aux  différentielles  partielles;  car  les  coefficients  différentiels 
considérés  isolément  ne  font  connaître  que  les  différentielles 
partielles,  et  non  pas  les  différences  qui  sont  l’objet  d’un  cal- 
cul à part,  qu’on  trouvera  dans  V Appendice  qui  termine  cet 

ouvrage. Le  coefficient  différentiel  > étant  multiplié  par 


V .• 
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Am+az 


dar^dj",  devient  d^d/1*,  et  exprime  alors  la  différen- 

tielle par  rapport  à x,  de  la  différentielle  nlimt  de  z,  par 
rapport  à y,  et  vice  versd. 


345.  Les  équations  différentielles  partielles  les  plus  simples 
sont  celles  qui  ne  renferment  qu’un  seul  coefficient  différen- 
tiel exprimé  par  les  variables  indépendantes  : telles  sont  celles 
du  2'  et  du  3*  ordre  qui  ont  été  traitées  dans  les  n°‘271,  277. 

d z 

Au  premier  ordre,  si  l’on  a — = R,  R ne  contenant  point  z, 

Q CC 

d z 

on  multipliera  par  Ax , pour  obtenir  — da;  = Rdx,  ou 

dz  = Rd.r;  et  en  intégrant  par  rapport  à x seulement,  il 
viendra 

z = /Rdar  + C. 

Dans  ce  résultat,  G n’indique  pas  une  simple  constante  arbi- 
traire, mais  une  fonction  absolument  indéterminée  de  toutes 
les  variables  autres  que  x,  que  pourrait  contenir  la  fonctions. 

Si,  par  exemple,  z dépendait  en  même  temps  de  x et  de  y,  on 
aurait  z = fRAx  + <([y),  en  désignant  par  ? une  fonction  ar- 
bitraire composée  d’une  manière  quelconque  de  la  variable  y 
mêlée  avec  des  constantes.  En  général,  pour  un  nombre  quel- 
conque de  variables  indépendantes  s,  t,  u,  x,  y,  etc.,  Tinté- 

d Z 

grale  de  ^ = R sera  z = fRAx  -+-?(*,  t,  u,  y,  etc.  ),  parce 

qu’il  est  évident  que  la  fonction  f (s,  t,  u,y,  etc.)  quelle  qu’elle 

• . j . d z n 

soit,  ne  variant  point  quand  x varie,  on  a toujours  — = R. 

Lorsque  z entre  dans  R,  l’équation 

d z d z ..  , 

R = o,  ou  -t—  Ax — Rdr  = o. 

Ax  Ax 

tombe  alors  dans  le  cas  général  des  équations  différentielles  à 
deux  variables  z et  x;  si  on  peut  l’intégrer  par  quelqu’une  des  ” 
méthodes  précédentes,  et  que  Ton  désigne  son  intégrale  par 
V = const.,  on  aura 

V.  = ?(«,  t,  u,  y,  etc.) 
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pour  l’équation  primitive  de  laquelle  dépend  la  fonction  z.  En 
effet,  si  l’on  différentie  cette  équation  en  ne  faisant  varier  que 
x et  z,  le  résultat  sera  de  la  forme 

Pdz  -F-  Qdx  = o, 

et  tel  que — § = R,  ce  qui  donne  ^ =R. 
i P ax 

346.  Si,  pour  abréger,  on  pose 

(i)  &z-=  p&x  + q&y, 

l’équation 

(a)  P/J-f-Qî—  R, 

dans  laquelle  P,  Q,  R contiennent  à la  fois  x,  y et  z,  est  la  plus 
générale  qu’il  soit  possible  d’avoir  entre  les  coefficients  diffé- 
rentiels du  premier  ordre  p et  q,  lorsqu’ils  ne  passent  pas  le 
premier  degré.  En  prenant  la  valeur  de  p dans  cette  équation, 
pour  la  substituer  dans  (i),  la  question  sera  ramenée  à intégrer 
l’équation 

(3)  PdZ' — Rdx=g(Pdj — Qd.r), 

où  le  coefficient  q est  encore  indéterminé.  11  se  présente  ici 
deux  cas  : j°la  composition  de  P,  Q et  R peut  être  telle,  que  la 
fonction  Pdz — Rdx  ne  renferme  que  les  variables  z et. x 
dont  elle  contient  les  différentielles,  tandis  que  la  fonction 
.Pd  y — Qdx  ne  renferme  que  x et  y;  a°  l’une  ou  l’autre  de 
ces  fonctions,  ou  même  toutes  deux,  peuvent  renfermer  les 
trois  variables  x,  y et  z. 

Dans  le  premier  cas , il  existe  un  facteur  p qui  rend 
Pdj  — Qd#  différentielle  exacte  (289),  et  un  facteur  j*'  qui 
opère  la  même  chose  sur  Pdz  — Rdar;  en  désignant  ces  diffé- 
rentielles par  d M et  d N,  on  a 

- Pdr  — Qd^==-dM,  Pdz  — Rd*  =*=  -idN, 

F*  f*  , 

et  l’équation  (3)  devient  dN  = — dM,  qui  ne  peut  être  inté- 
, ^ 

grable  à moins  que  — ne  soit  une  fonction  quelconque  de  M. 
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On  posera  donc  ~~  ~ ÿ'(M),  d’où  dN  = ç'  ( M ) d M,  et  en  inté- 
grant il  viendra  N = <p(M),  résultat  dans  lequel  ? désigne 
toujours  une  fonction  arbitraire , ce  qui  s’accorde  avec  ce 
qu’on  a vu  sur  la  formation  des  équa\ions  différentielles  par-^ 
tlelles  (140). 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  cas,  je  prends  l’équation 
px  ■+■  qy  — nz  ; 

on  en  tire 

P = x,  Q=/,  R = nz, 

Pd  / — Qdar  = xdy — /d,r , 

Pdz — Rd.r  = .rdz — nzdx\ 
on  trouve  par  l’intégration  des  équations 

xdy — y dx=zo,  xdz  — nz  dar*=o, 

que  les  facteurs  ^ et  (/  sont  respectivement  et  que 

■f  > y z 

par  conséquent  M=J-j  N=-b:  il  s’ensuit  donc 
Z x 


c’est-à-dire  que  z est  une  fonction  homogène  en  x.  et  y,  du 
degré  n.  En  effet,  l’équation  px  -+■  qy  — nz  n’est  autre  chose 
que  le  théorème  des  fonctions  homogènes  donné  n°  292,  et 
dont  ce  qui  précède  fournit  encore  une  démonstration  pour  le 
cas  de  deux  variables. 

"■  347.  Quand  les  variables  x,  y et  z sont  mêlées  indistincte- 

ment dans  les  fonctions  Pd/ — Qd.r,  Pdz — Rdar,  i)  n’est 
plus  possible  de  rendre  ces  fonctions  intégrables,  chacune  en 
particulier,  par  le  moyen  de  facteurs,  parce  qu’on  ne  saurait 
intégrer  isolément  les  équations 

Pd/ — Qd#=o,  Pdz  — Rdar  = o; 

car  il  faut  bien  remarquer  que  z ne  doit  pas  être  supposé  con- 
stant dans  la  première,  ni  / dans  la  secondé  ; niais  on  peut 
encore  transformer  l’équation  (3)  en  une  autre  qui  soit  une 
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différentielle  exacte  de  la  forme  d N = ?'  ( M ) d M,  pourvu  qu'on 
regarde  les  fonctions  M et  N comme  contenant  à la  fois  les 
trois  variables  x,  y,  z. 

Dans  cet  état  de  choses,  l’équation 

dN  = ?'(M)dM 

se  développe  en 

. .dN,  dNa  „„JdM,  dM  dM , \ 


dN 

da: 


qui  doit  s’accorder  avec  l’équation  (3).  Tirant  de  l’une  et  de 
l’autre  la  valeur  de  dz,  et  égalant  les  coefficients  des  différen- 
tielles dy  et  da:  (339),  on  trouve 


— <1 


d.r  <]Q- 


dN 
d x 


■V(“)g 


dN  „u,dM 


d z 


La  première  de  ces  équations  laisse  arbitraire  la  fonction 
<p'(M),  puisque  q est  indéterminé;  mais  en  le  chassant  de  la  se- 
conde équation,  on  change  celle-ci  en 


-Î.Œ-’wSHŒ-rt-'S 

= (£w(M)Î^ 


d x 


ûx  J ’ 


et  comme  il  y a deux  fonctions  inconnues  M et  N,  on  pourra 
partager  celte  dernière  équation  en  deux  autres,  en  égalant  sé- 
parément à zéro  la  partie  qui  est  multipliée  par  ?'  ( M).  On  aura 
de  cette  manière 


dM 

da: 


R dM 


= o. 


Q dM 

P dy  "T"  P dz 

dN  Q dN  R dN 

d ar  ^ P dy  ^ P d z ° ’ 

* r . • ' • 

or,  d’après  ce  qu’on  a vu  dans  le  n°  321 , les  équations  ci-dessus 
établissent  que  M = «,  N = b sont  les  Intégrales  du  système 

a7. 
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d’équations  différentielles 

dj— p dx  = o,  dz  — pdi  = o, 

qui  revient  à 

(4)  Pd,y — Qdj;  = o,  Pdz — Rd,*:=o:  .. 

c’est  donc  à l’intégration  dé  ce  système  que  se  réduit  ici  la 
détermination  des  fonctions  M et  N. 

> • 

Prenons  pour  exemple  l’équation 


rp-irzq  — —y. 


on  en  tire  d’abord 


(4')  xA  y — z da:  = o,  xAz  -tyAx  = o, 

équations  dont  aucune  n’est  intégrable  en  particulier  ; mais, 
comme  l’a  remarqué  Monge,  il  n’est  pas  nécessaire  de  des- 
cendre jusqu’au  second  ordre  pour  en  déduire  des  différen- 
tielles exactes  : il  suffit  d’éliminer  Ax,  ce  qui  donne* 

/d/+  zAz  — o et  y + z1  = a. 

Prenant  dans  cette  dernière  la  valeur  de  y,  on  changé  la 

deuxième  des  équations  (4')  en 

' ' . « . -•  1 

. i Az  dx  : 

xAz-\-Ax\ja  — z1  — o,  ou  ■ - H = o, 


dont  l’intégrale  est 


arc  ( sin  = -4  ) -t-  lar  = 1 è ; 

\ vW 


remettant  pour  a sa  valeur,  et  passant  aux  nombres,  on  obtient 


! ( »in  = . \ 


x = b, 


d’où  l’on  conclut 


arc  / sin  = — — J ' „ ,*  ' 1 

e x = 'f(y‘-i-z'), 

pour  l’intégrale  de  l’équation  différentielle  partielle  proposée.' 
348.  On  facilite  beaucoup,,  dans  un  grand  nombre  de  cas; 
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l’intégration  des  équations  différentielles  partielles  du  premier 
ordre,  à trois  variables,  en  les  partageant  en  deux  autres,  par 
l’introduction  d’une  quantité  indéterminée,  ainsi  qu’on  va  le 
voir  dans  l’exemple  suivant. 

Soit  l’équation  f (p,  x)  = F ( q,y ) ; si  l’on  fait  t(p,  x)  = «, 
on  aura  en  même  temps  F ( q,  /)  = w,  et  l’on  en  tirera  les  équa- 
tions ; ' 

p — f,(»,  x),  q = F, (*>,/), 

f,  et  F,  étant  des  fonctions  déduites  de  celles  que  désignent  f 
et  F.  L’équation  d z — pdx+  qdy  deviendra 

d.z  = d.rf,(«,  ,r)-|~d/F,(w, /)  ; 

mais  si  l’on  représente  les  intégrales 

/dxf,  (*>,*),  /d/F,(u,/), 

prises  en  n’ayant  égard  qu’aux  variables  x et/,  par  P et  Q,  ces 
dernières  quantités  étant  aussi  des  fonctions  de  w,  il  viendra 

a r i \ dP.  d P , 

darf.lw,  x)  = -=—  d#  = dP r— du, 

' ' d x d a> 

drf,(“»r)  = gyd/  = dQ— |^da., 

et  par  conséquent 


da  = dP  -H  dQ  — 

\d  « ; 


du. 


Cette  dernière  équation  ne  peut  devenir  différentielle  exacte 
que  par  la  supposition  de 


dP  dQ 


(<•>) 


d’où  il  sait 


on  aura  donc 


z + ?(m)_P-+-Q,  + 

équations  entre  lesquelles  il  faudra  éliminer  a,  lorsque  la  fonc- 
tion arbitraire  !f(»)  sera  déterminée. 
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Il  suffît  souvent  de  substituer  dans  l'équation 
dz==pdx-hqdy, 

la  valeur  de  p ou  de  q,  tirée  immédiatement  de  la  proposée,  et 
d’intégrer  ensuite  par  parties.  Lorsqu'on  a,  par  exemple, 
p=  f(q)  [ 161),  il  vient  * 

dz  = dxf[q)-yqdy; 

on  trouve 

z = xi  (q)  -+-  qy  — J[xt'  [q)  +/]  Aq  ; 

et  comme  l’intégration  indiquée  ne  peut  s’effectuer  qu’en  po- 
sant xi'  [q)  -hy=  y'  [q ),  il  en  résulte 

■ z+v(Q)  = *t[q)+qy>  ?'(?)  = xPi<i )•+-/(*)• 

De  l'intégration  des  équations  différentielles  partielles  des  ordres 
supérieurs  au  premier. 

349.  Au  second  ordre,  les  coefficients  différentiels  sont  au 
nombre  de  trois  pour  une  fonction  de  deux  variables,  et  une 
équation  différentielle  partielle  du  meme  ordre  exprime  en 


(*)  Monge  a lié,  par  .des  considérations  très-ingénieuses,  l'intégration  des 
équations  différentielles  partielles  avec  la  génération  des  surfaces.  (Tore*  sa 
Géométrie  analytique.)  L’analogie  des  deux  sujets  se  montre  aussi  par  les  formes 
d’intégrales  sur  lesquelles  nous  sommes  tombés  dans  ce  qui  précède.  L’équation 
N = p(M)  (347)  se  rapporte  an  mode  de  génération  indiqué  dans  le  n°  |4Ij 
Mt=o,  N = ?(<*)  = sont  Tes  équations  des  lignes  dont  se  composent  les  sur- 
faces correspondantes  à l’équation  différentielle  partielle  proposée,  et  qui  se 
succèdent  suivant  la  loi  exprimée  par  la  forme  de  la  fonction  ç?. 

La  seconde  forme  d’intégrale  obtenue  dans  le  numéro  précédent,  répond  au 
mode  assigné  dans  le  n°  162,  pour  la  génération  des  surfaces  développables, 
auxquelles  se  rapporte  le  second  exemple  p = f(ÿ).  L’intégrale  étant  alors  expri- 
mée par  deux  équations  de  la  forme 


représente  les  intersections  successives  d’une  suite  de  surfaces  tirées  de  l’équa- 
tion V = o,  par  la  variation  de  la  quantité  w,  et  appartient  par  conséquent  à la 
limite  de  toutes  ces  intersections  : cette  limite  est  donc  formée  de  lignes  dont 
la  nature  est  donnée  par  les  deux  équations  qui  composent  l’intégrale,  lorsqu’on 
a particularisé  la  fonction  arbitraire.  Monge  nomme  ces  lignes  caractéristiques, 
et  appelle  surjaccs  enveloppes  celles  qui  résultent  du  système  d'équations  con- 
sidéré en  deruier  lieu.  » ... 
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général  une  relation  entre  les  variables  indépendantes,  la  fonc- 
tion cherchée  et  ses  coefficients  différentiels,  tant  du  second 
ordre  que  du  premier.  Dans  un  ordre  quelconque,  cette  relt- 
lion  peut  embrasser,  avec  les  variables,  tous  les  coefficients 
différentiels  depuis  le  premier  ordre  jusqu’à  celui  de  l’équc- 
tion  inclusivement.  J’en  rapporterai  d'abord  quelques-unis 
qui  s’abaissent  à des  ordres  inférieurs. 

i°.  Toute  équation  à trois  variables  qui  est  de  la  forme 


J. 


d*a 

57’ 


d ’+'z 
dxd/" 


d'^'z 

tTr=dj"’ 


s’abaisse  sur-le-champ,  de  l’ordre  m ■ 


d“+"’  z ) 

• • » ; — ! — o, 

daC"d/“  ) 

■n  à l’ordre  m,  en  fai- 


sant = v,  parce  qu’elle  se  change  en 

,,  de  d3e  d 

H /,  v,  — * — > 


dx  dÆ1 


VJ. 
dac”i 


On  y doit  supposer  alors  y constant,  puisque  tous  les  coeffi- 
cients différentiels  de  v qui  s’y  trouvent  sont  relatifs  a x,  et 
elle  peut  par  conséquent  se  traiter  comme  n’étant  qu’entre  les 
deux  variables  a:  et  v;  mais  il  est  évident  que  pour  donner  à 
l’expression  de  v toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible, 
il  sera  nécessaire  de  remplacer  les  m constantes  arbitraires 
qu’elle  doit  renfermer,  par  autant  de  fonctions  arbitraires  de 
la  variable  j,  prise  d’abord  pour  constante.  Ayant  obtenu  v,  on 

remonte  à s,  par  le  moyen  de  l’équation  = v,  dans  laquelle 

on  doit  alors  regarder  x comme  constant,  et  qui,  devenant  par 
là  une  équation  de  l’ordre  n entre  deux  variables  seulement, 
pourra  se  traiter  ainsi  que  les  équations  de  ce  genre,  en  obser- 
vant néanmoins  de  changer  en  fonctions  arbitraires  de  x,  les  n 
constantes  arbitraires  introduites  par  cette  nouvelle  intégra- 
tion. 

2°.  Les  équations  de  la  forme 


r i d Z 

d3s 

dnz  \ 

T >r>2’  Âx’ 

d-r3’ 

■■■■>  j — ; ) = o 
d x"  J 

d 1 z 

d"  z \ 

f v*’ r’ z’  ïiy-’ 

«Tp 

” dr  )-  °’ 

* , i 

» » ' • * 

* - 

'<  * * > • 

i 

t 
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peuvent  toujours  être  traitées  immédiatement,  comme  s’il  n’y 
entrait  que  deux  variables,  savoir,  x et  z dans  la  première,  y 
et  ^ dans  la  seconde  ; et  après  l’intégration,  on  substituera  aux 
constantes,  dans  l'une,  des  fonctions  dey,  et  dans  l’autre,  des 
fonctions  de  x. 

Les  équations  du  second  ordre, 

du  „dz  ~ d’z  . „ dz 


dxdy  ^ dy 


dans  lesquelles  P et  Q ne  contiennent  que  x et  y,  se  rappor- 

, d z l 

tent  a la  première  forme.  En  y faisant  —=v,  la  première 

d </ 

devient  — -)-Pv  = Q,  équation  du  premier  degré  et  du  pre- 
mier ordre,  par  rapport  aux  variables  v et  y,  et  dont  l’intégrale 

est  * - * - ^ 

v = e~Sva?{f  eSVir  Qdy  + C)  (285). 

‘ d z 

Si  l’on  met  pour  v sa  valeur  -j— 5 et  qu’on  change  C en  f(x),  on 
aura  ' • * 

~ =*€~M[feW<i dy-f-j>(^]  ; 

v , ■ r •/ 

en  intégrant  cette  fois,  par  rapport  à z et  à x seuls,  on  trou- 
vera ' * , 

z = / d xe~s  fir  [feW  Q dy  -+-  ¥ ( x ) ] -+-  ij/  ( y)  : 

en  traitant  de  même  la  seconde  équation,  on  arriverait  à 

z z=  fàyerJ  pd*  [ f esvix  Q d x 4-  <?  (y  )]  -f-  4*-(  * ). 

Lorsqu’on  aura  P = o,  les  résultats  ci-dessus  se  réduiront  à 

z = /d  x f Q dy  H-  / d x ? ( x ) -4-  ^ ( y ) , 

dans  un  cas,  et  dans  l’autre  à 

*=/dy/Qd*+/dyf(y)+4<(as); 

mais  comme  la  fonction  <f  est  arbitraire,  on  écrira  simplement 

z =/d*/Qdy -+-?(*)  +4(y), 
z =/dy/ Qd.r-f?(y)  -(-*.(*)• 

J’observerai  que  ces  derniers  cas  ne  dépendent  que  de  l’irité— 


V • • : 
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gration  des  fonctions  d’une  seule  variable,  et  ont  été  traitées 
sous  ce  point  de  vue,  dans  le  n°  271. 

On  a des  exemples  de  la  seconde  forme  générale  dans  les 
deux  équations 


d ’z  dz ~ d’z 

dz1  dx  ’ dj’ 


P 


la  première  doit  être  traitée  comme  une  équation  du  second 
ordre,  entre  les  variables  x et  z ; les  constantes  arbitraires 
dues  à son  intégration  seront  des  fonctions  de  y : on  opérera 
de  la  même  manière  sur  la  deuxième,  par  rapport  aux  variables 
y et  z,  et  on  changera  les  constantes  arbitraires  en  fonctions 
de  x.  Pour- ne  donner  que  le  cas  le  plus  simple,  je  réduirai  les 
équations  proposées  à 


— = 0 
dx*  y’ 


d’z 

d/3 


Q, 


et  je  supposerai  que  Q ne  contienne  que  x et  /;  les  formules 
du  n°  241  donneront  immédiatement 

z—fdx/Qdx-t-Cx-yC',  z = /dyfQdy-yCy-yC, 


d’où  l’on  conclura 

z —fdx/Qdx  + (j)4-  'Hr),  z =fàyf  Qdj  +Xf{x)  -H  (*)«• 

350.  Dans  le  second  ordre,  je  considérerai  seulement  les 
équations  où  tous  les  coefficients  différentiels  de  cet  ordre  ne 
sont  qu’au  premier  degré  ; et  pour  simplifier  les  calculs,  je 
ferai  usage  des  dénominations  suivantes  : 


dz  = pdx-yqdy, 
d/>  — rdar-f-idj, 
dq  ==sdx  tdy, 

d’z  = dpdx-\-dqdy  = rdx*  + 2zdxd/ -1-  t d/’, 

déjà  employées  dans  le  n°  144. 

L’équation  différentielle  partielle  du  second  ordre  et  à trois 
variables,  considérée  dans  le  cas  général,  ne  peut  donner  que 
l’expression  de  l’un  des  coefticients  r,  s,  t,  en  fonction  des 

• U " ; : ‘ ■ . • •• 
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deux  autres  et  des  quantités  p,  q,  x,  y,  z,  ce  qui  ne  suffit  pas 
pour  déterminer  les  différentielles  dp  et  d q.  On  peut  aussi, 
au  moyen  de  ces  différentielles,  éliminer  de  l’équation  propo- 
sée deux  des  trois  coefficients  r,  s,  t,  et  le  résultat  sera  la  re- 
lation que  cette  équation  suppose  entre  dp  et  dq  : c’est  ce  pro- 
cédé que  Monge  a suivi. 

Je  l’appliquerai  à l’équation 

Rr-|-Si-|-T<  = V, 

où  je  supposerai  que  les  quantités  R,  S,  T et  V renferment, 
d’une  manière  quelconque  x,  y,  z,  p et  q.  En  y substituant 
les  valeurs  de  r et  de  t,  tirées  des  équations 

dp  — rdx  -1-  idy,  dg  =sdx  + fdy, 

et  qui  sont 

dp — idy  dq  — sd.r 

- T dx  ’ dy  ’ 

on  trouve 

Rdpdy  + Tdqdx  — Vdxdy  = 5(Rdy’ — Sd.rdy-f-  Tdar1), 

équation  dont  il  semble  qu’il  faudrait  intégrer  séparément  les 
deux  membres,  à Cause  du  coefficient  différentiel  indétermi- 
né s,  qui  multiplie  le  second  ; mais  ici,  comme  dans  le  n°  347, 
il  suffit  de  parvenir  à deux  équations  primitives  M = a,  N = b, 
qui  satisfassent  en  même  temps  aux  équations  . 

Rd/>  dy  -l-TdçdÆ'  — Vdxdy  = o , 

, s Rdy1— Sd#dy -I- Tdar1  = o; 

l’intégrale  de  la  proposée  sera  encore  N = ÿ(M). 

Pour  le  démontrer,  je  transforme  d’abord  les  équations  pré- 
cédentes en  d’autres  où  les  différentielles  ne  montent  qu’au 
premier  degré,  et  pour  cela  je  fais  dy  = mdx.  La  seconde  de 
ces  équations,  devenant,  après  la  substitution, 

(A)  Rw1  — Sm  + T = o, 

détermine  la  quantité  m ; mettant  ensuite  pour  dy  sa  valeur 
dans  Rd^dy-yTd^dar  — Vda:dy=o,  on  aura  pour  chacune 
des  valeurs  dont  m est  susceptible,  un  système  d’équations  de 
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la  forme 
(*) 


dj — mdjr  = o, 
R md p -hTdq — Vmd/  = o, 


auquel  il  faudra  joindre  l’équation 

d z — pdx-h  qdy, 

qui  exprime  la  relation  qu’ont  avec  la  fonction  z les  coeffi- 
cients p et  q. 

Cela  posé,  si  les  équations  M =a,  N =6  satisfont  aux  équa- 
tions ( 1 ),  et  que  dans  leurs  différentielles 


dM  . dM  . dM  , dM  . , dM  , 

d7d*r+d7d3+  d^d/,+  d7d«  = 0’ 


dx 


dN  . dN  J dN  . dN  . dN  . 
d^  ^ dr  + ^ d*  -H  ^ dp  + ^ d q =0, 


dj 


dp 


d q 


on  mette  au  Heu  de  d z sa  valeur  pdx  ■+■  q d^,  et  au  lieu  de  d^ 
et  de  d^  celles  que  donnent  les  équations  (1),  les  résultantes 


/dM 

\dx 

s 

/dN 
\ dx 


dM  , .dM  VmdM\. 

m-ây  + (P  + V"l)-âj+-T  dï)d* 

Rm  dM\  . 

rj  dp  = o. 


■ m 


dN. 
d y 


/dM 

\ dp  d q 

. . dN  VmdN\ 

/dN  Rm  dN\  . 

\Zf~T  dT)d',  = °’ 


dx 


devront  être  identiques,  chacune  en  particulier,  et  se  partager 
par  conséquent  dans  les  suivantes  : 


dM 

dx 

dM 

dp' 


dM  , , d M Vm  dM 

■m  — + {p+q’n)â 7+  1PhT  = 0> 


d/ 

Rm  dM 
T d q 


T dÿ 


= 0, 


dN  dN  , . . dN  Vm  dN 

(-  m -z h ( p 4-  qm  ) - — H — — — - — = o, 

H *•  d y * 'dz  T d q 


d x 

dN 

dp 


Rm  dN 
T d q 
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L’équation  N = ®(M)  étant  différentiée,  donne 
d N = (f'  ( M ) d M, 


ou 


dN.  dN.  dN.  dN.  dN. 

dx  + — dj+  — da  + — do  + — àa 
dx  dy  dz  dp  r d q * 


dM  , dM  . 

= ? M)  dAT-f--j—  dr+T-  d; 
' ' (dx  dy  J dz 


dM  , dM J 

dïdp  + dj 


si  l’on  substitue,  dans  cette  dernière,  les  valeurs  de 


dM  dM  dN  dN 


■IL.'" 


dp  dx  dp 


prises  dans  les  quatre  précédentes,  et  qu’on  change  dz  en 
pdx-\-q  dy,  on  obtiendra 


/dN  dN\  , . . , 

\d7  + <?dTj  (dr-« dx) 


4-^  -.(Rmdp-hTdq  — Vmd*) 


= ?'(M)j(^y  + î^7)  (d7— «d*)  • ' •' 

4- Ÿ ( Rmd/>4-Tdg  — Vmdx)  |, 


ce  qui  revient  a 

Rmdp4-Td<7  — V m d x = w ( d/ — mdx), 
en  faisant 


dr 

i — - z. 


dN  dN  M dM 

- — l- a -r—  — f' (M ) I ^ h o -r— 


d z 


\ d/- 


dz 


) 


Si  l’on  remet  rd.r-t-id/  et  sdz4-ld/,  pour  dp  et  dq,  et 
que  l’on  égale  à zéro  ce  qui  multiplie  chacune  des  différen- 
tielles indépendantes  dx  etdj,  on  obtiendra 


■ r ' 


Rwr4-Ti  — Vm=  — wm,  Rmj+T/  = «; 


puis  en  tirant  de  ces  équations  les  valeurs  des  coefficients  dif- 
férentiels r et  t,  pour  les  substituer  dans  la  proposée,  elle  de- 
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viendra,  après  les  réductions, 

«(Rot1  — Sm+T)=o, 

et,  en  vertu  de  l’équation  {k\,  elle  sera  satisfaite  indépendam- 
ment des  quantités  a et  s. 

Le  théorème  démontré  ci-dessus,  ainsi  que  ses  analogues 
dans  les  ordres  supérieurs,  n’a  pas  la  même  généralité  que 
celui  du  n°  347  ; car  il  faut  bien  remarquer  que  les  équa- 
tions (i)  peuvent  renfermer  à la  fois  les  cinq  variables  x,  y,  z,  ■ 
p et  q,  et  qu’en  y joignant  même  l’équation  dz  = pdx-yq  d y, 
on  ne  saurait  parvenir,  par  l’élimination,  qu’à  une  résultante 
contenant  trois  variables,  laquelle  par  conséquent  ne  pourrait 
dériver  d’une  seule  équation  primitive,  que  sous  certaines 
conditions  (339).  On  se  tromperait  néanmoins  si  l’on  concluait 
de  là  que  quand  les  conditions  dont  on  vient  de  parler  ne  sont 
pas  remplies,  l’équation  différentielle  partielle  propesée  ne 
peut  elle-même  dériver  d’une  seule  équation  primitive;  mais 
pour  parvenir  à son  intégrale,  il  faut  avoir  recours  à d’autres 
procédés,  et  le  plus  souvent  on  n’arrive  qu'à  un  développement 
en  série,  comme  on  le  verra  plus  loin  (352,  353). 


351.  Soit,  pour  exemple,  l’équation 

Ar-(-B*-+-Cr  = V, 

• . I 

dans  laquelle  A,  B et  C sont  constants,  et  V est  une  fonc- 
tion de  x et  de  y.  L’équation  (A)  devient  pour  ce  cas 
km1 — Bm  + C = o;  ses  racines,  que  je  désignerai  par  m!  et 
m",  étant  constantes,  fournissent  deux  systèmes  d’équations  ( i ) 
qui  donnent,  par  l’intégration,  . 

( y — nïx—a, 

, (km'p-\-Cq  — m'f  Vd  x = b, 

• j y — m"  x — a', 

j km" p -j-Cq — m"/Xdx  = b', 

• et  où  l’intégrale  fXdxne  dépend  que  d’une  seule  variable, 
parce  qu’on  peut  chasser  y de  V,  au  moyen  de  sa  valeur  prise 

dans  la  première  équation  de  chaque  système  : on  a donc  en 

■ * . * 


Digitized  by  Google 


43o  traité  élémentaire 

même  temps  les  deux  intégrales  premières  de  la  proposée, 
Am.'  p + Cq  — m' /\dx  = <f(y  — m’ x), 

Am"  p-t-Cq — m"J\ dx  = ty[y — m"x ), 

et  en  intégrant  l’une  quelconque  de  ces  équations,  on  arrive 
à l’intégrale  seconde.  ’ 

Si  l’on  prend  la  première,  par  exemple,  elle  donne 


P = — Â^7  q + A-f  Vdx  + m'*) ; 


on  peut,  pour  simplifier,  mettre  m " au  lieu  de  puisqu’en 

. • ■ c 

vertu  de  l’équation  (A) , m'm"  = t ; et  en  substituant  dans 
dz  = pdx  + qdy,  on  trouvera  H • • . 


dx 


dz — f\dx  — da?«j>(/—  m'x)  = q(dy — m"dx)'. 

A 


les  équations  à intégrer  ( 347  ) seront  donc 


d.r 


d y — m"dx  = o,  dz j-J’Vdar  — d.z  <j  ( j — m'x)  = o. 


On  tire  de  l’une,  y — m" x = a1,  ce  qui  change  l’autre  en 


dx 


dz t- /V  dx  — da;<p[a'  -\-[m"  — • m’)x~\  = o; 

A 


mais  le  dernier  terme  de  cette  équation  peut  être  mis  sous  la 
forme 

( m " — m')  d xy'\a'  -\-  [m" — m')x ], 


parce  que  la  .fonction  ? est  arbitraire;  et  l’on  voit  alors  que 
l’intégrale  de  ce  terme  est  <p  [«'  -H  ( m"~m')  x],  ? désignant 
une  nouvelle  fonction  arbitraire  dépendante  de  <p\  Par  ce 
moyen,  l’équation  précédente  s’intégre  et  donne 


z — ^JdxfWdx— <f[y—  m'x)  = b', 


lorsqu’on  remet  pour  a'  sa  valeur.  Il  faut  bien  remarquer  que 
pour  obtenir  fdxpVdx,  on  doit  intégrer  une  première  fois 
par  rapport  à x,  en  substituant  au  lieu  de  y sa  valeur,  tirée  de 


l’é 

loi 

w 

or 

r 

01 

01 

éi 

Cl 

A 
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l’équation  y — m'x  = a,  comme  il  a été  dit  plus  haut;  mais 
lorsqu'on  sera  parvenu  au  résultat,  on  remettra  au  lieu  de  a sa 
valeur  y — m'x,  et  avant  d’effectuer  la  seconde  intégration, 
on  changera  y en  a!  ■+■  m" x,  ainsi  que  l’exige  l'équation 
y — m"x  = a',  trouvée  en  dernier  lieu.  En  général,  quand 
on  aura  plusieurs  de  ces  intégrations  successives  à effectuer, 
on  ne  pourra  jamais  employer  à leur  simplification  que  les 
équations  qui  doivent  avoir  lieu  en  même  temps.  Avec 
ces  attentions , l'intégrale  seconde  de  l’équation  proposée 
Ar  + !t .ç H- C / = V,  sera 

z fàx/Vdx=i(y  — m'x)  -!-'(<(/ — m*x). 

Si  l’on  avait  A = i , B = o,  C = — c2  et  V = o,  ce  qui  chan- 
gerait l’équation  proposée  en 


r — c2t=zo,  OU  j — ; 

da:* 


d’2  = * — n 


l’intégrale  deviendrait  ’ 

z = ? (r  — cx  ) -+- + (r-f- cx)- 

352.  Non-seulement  la  méthode  précédente  n’embrasse  pas 
tous  les  cas  de  l’équation  du  premier  degré  et  du  second  ordre 

Ar-i-Bs+Cf  + D/>-»-EgH-Fz  = U, 


lors  même  qu’on  y suppose  constants  les  coefficients  du  pre- 
mier membre,  mais  elle  échoue  sur  l’équation  très-simple 


ou 


d'z  d z 

dx2  dy* 

qu’elle  fait  dépendre  de  l’intégration  des  équations  simulta- 
nées ■ ? • ‘ „ . . '•  • 

d/=o,  dp  — qdx  = o (350); 


car  la  seconde,  qui  renferme  trois  variables,  p,  q et  x,  ne  sau- 
rait devenir  une  différentielle  exacte  (339). 

11  ne  faut  pourtant  pas  conclure  de  là  que  l’équation  différen- 


(*)  Culte  équation  est  celle  des  cordes  vibrantes. 
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tielle  partielle  proposée  ne  puisse  pas  être  intégrée,  et  même 
d’une  manière  très-générale.  Si  d’abord  l’on  y fait  z =Ae“+,^( 
les  lettres  A,  m et  n désignant  des  constantes  indéterminées, 
le  coefficient  A et  l’exponentielle  disparaîtront,  et  il  ne  restera 
que  l’équation  à deux  inconnues 

m'  — n, 

à laquelle  on  pourra  satisfaire  d’une  infinité  de  manières.  Si 
l’on  se  donne  m,  on  en  déduira  l’expression 

z = kem*-+m'r, 

qui  vérifie  l’équation  proposée,  quelles  que  soient  les  valeurs 
de  A et  de  m : si  donc  on  prend  pour  ces  quantités  une  suite 
infinie  de  valeurs 

A i , tïi i , A , , tïi j , A, , /n, , etc. , 

* 0 ^ 
on  trouvera  autant  d’expressions,  dont  la  somme  satisfera  en- 
core à la  proposée  (309),  en  sorte  qu’on  aura 

z = k&“**m*  4-  A.e'"*1-**"!/  4-  A,e”x+mlr  4-  etc., 

série  à laquelle  on  pourra  donner  autant  de  termes  qu’on  vou- 
dra. i 

Si  l’on  avait  pris  m pour  inconnue,  il  en  serait  résulté 

* . * . ' . , * 1 

m — ±\[n  et  z = ké±x'r"+*r , 

d’où  l’on  aurait  pu  déduire  pour  z deux  séries  différentes  en 
apparence,  savoir,  * 

* A 

z — kez  4-  A,  -t-etc., 

z — k frz  4-  A,  4-  etc.  ; 

mais  ces  résultats  ne  sont  pas  plus  généraux  que  le  premier, 
puisqu’on  peut  donner  à m des  valeurs  négatives  aussi  bien 
que  des  valeurs  positives. 

353.  Laplace  avait  cru  d’abord  que  l’équation  proposée  ne 
pouvait  admettre  de  fonctions  arbitraires  dans  son  intégrale; 
M.  Paoli  a le  premier  reconnu  le  contraire,  lorsque  cette  inté- 
grale était  développée  en  série,  suivant  les  puissances  de  .y. 
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En  effet,,  si  l’on  pose 

z — V + Qj  -f-  Rj’  4-  Sj*  4-  etc., 

P,  Q,  R,  S,  etc.,  désignant  des  fonctions  de  x,  on  aura 

d’s  d’P  d’Q  d’R 

dP  = dP  + .dT^+dT>^+etc-’ 

(j  z 

' j—  = Q 4-  2 R/  4-  38/*  -t-  etc., 
d’où  l’on  conclura 


O _Ë!£  r_IË!Q 

' d-r1’  2 dx 1 


i d‘P 

- -r— ->  etc.; 
n dx‘ 


et  comme  rien  ne  détermine  P,  on  peut  le  supposer  égal  à une 
fonction  arbitraire  de  x : on  aura  ainsi 


z = <f[x}  ■+ y" [x)J- + <p,T(a:)  -2—  + etc., 


ou 


?{*) 


. d!?  [x] 
dT1 


, rv(*)  = 


dar‘ 


etc. 


Si  l’on  développait  l’intégrale  suivant  les  puissances  de  x, 
en  posant 

^ = P 4-  Q JT  4-  R 4-  Sx5  4-  etc., 


P,  Q,  R,  S,  etc.,  désignant  alors  des  fonctions  dejr,  les  deux 
premiers  coefficients  P,  Q,  resteraient  indéterminés,  et  l’on 
pourrait  par  conséquent  introduire  dans  l’expression  de  z deux  ■ 
fonctions  arbitraires;  mais  M.  Poisson  a montré  que  ce  sepond 
résultat  n’était  pas  plus  général  que  le  premier,  et  que  la  même 
circonstance  s’offrait  dans  toute  équation  qui  ne  contenait  pas 
en  même  temps  les  deux  coefficients  différentiels  de  son  ordre, 
pris  par  rapport  à x seul  et  à_^  seul  (*). 


3oV.  Ce  qui  précède  suffit  pour  prouver  qu'on  ne  doit  pas 
établir  une  analogie  complète  entre  les  fonctions  arbitraires  • • 

qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations  différentielles 


(*)  Vcjtt  le  Traité  in-4°,  tome  II,  page  63<). 
6e  éd.  L * • . * 
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partielles,  et  les  constantes  des  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles ordinaires  (298).  Le  nombre  des  premières  n’est  pas 
toujours  égal  à l’exposant  de  l’ordre  de  l’équation  différentielle 
partielle  proposée. 

Cette  remarque  peut  se  faire  directement  sur  l’élimination 
des  fonctions  arbitraires,  entre  les  équations  primitives  et  leurs 
différentielles  partielles  (140);  caf  soit  u — o,  une  équation 
contenant,  avec  les  variables  x,  y,  z,  deux  fonctions  arbitrai- 
res y (s),  -4»  ( <)  des  quantités  s et  t données  en  x,  y,  z ; si  l’on 
passe  aux  différentielles  premières  et  secondes,  suivant  ce  qui 
a été  prescrit  dans  le  n"  137,  on  trouvera  cinq  nouvelles  équa- 
tions, savoir,  ' . ■ . 

* « , fc 

du  du 

cü~°’  dÿ  °’ 

dJu d’u  d2u 

dx*  °’  dxdy  °’  dj3  °’ 


et  l’on  aura  introduit  les  quatre  fonctions 


d7(*) 
d s 

ds3 


= ?'.(*). 
= ?"(*), 


d + (*) 


df 

«W) 

- d t1 


7T+'(0* 


on  aura  donc  à éliminer  six  fonctions  inconnues,  c’est-à-dire 
autant  qu’on  a d’équations,  ce  qui  ne  pourra  se  faire  que  dans 
le  cas  où,  par  la  forme  particulière  de  l’équation  u = o,  deux 
de  ces  fonctions  disparaîtront  en  même  temps. 


358.  Les  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales 
des  équations  différentielles  partielles  sé  déterminent,  en 
supposant  que  la  fonction  z prenne  des  formes  particulières, 
lorsqu’on  assigne  des  relations  entre  les  variables  y et  x.  Voici 
deux  exemples  de  cette  détermination,  dans  les  cas  les  plus 
simples. 

i°.  Si  l’on  a i=M?(V),  M et  V désignant  des  fonctions 
données  en  x,ye l z,  et  . qu’on  veuille  déterminer  la  fonction 
représentée  par  la  caractéristique  y,  de  manière  qu’en  posant 
F (■*[> X y 3 ).=  O)  on  ait  en  même  temps  f (#,  y,  z)  — o,  les  ca- 
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ractérisliques  F et  f désignant  des  fonctions  connues,  on  fera 
V = /,  et  l’on  combinera  les  trois  équations 

V=t,  ¥(x,y,z)  = o,  fjr,/,j)a;o, 
pour  en  tirer  des  valeurs  de  r,/  et2  en  I;  substituant  ces  va- 
leurs dans  M,  qui  deviendra  une  fonction  de  t,  que  je  désigne 
par  T,  on  aura 

I— OU  ?(<)=:£, 

et  la  fonction  f sera  par  conséquent  déterminée,  si  l’on  remet 
danscette  dernière  équation  pour  t et  T,  leur  valeur  en  x,  y et  z. 
20.  Soit  , 

i=M?(V)  + N*(V); 

comme  il  y a deux  fonctions  à déterminer,  il  faut  qu’il  y ait 
deux  conditions  : on  doit  supposer  que 

F [x,  y,  z ) =o  donne  f(x,  y,  z)=  o, 
et  que  , 

¥' (x,  y,  z)  = o donne  P[x,y,z)=o. 

Faisant  toujours  V = f,  et  tirant  des  trois  équations 
\=zt,  ¥(x,y,z)=o,  t(x,y,  z)=o, 

les  valeurs  de  x,  y,  z en  t,  on  changera  M,  N en  fonctions  de  t; 
et  désignant  par  T et  9 ces  fonctions,  on  aura 

(1)  l=;T<p(f)-M'KO- 

On  combinera  ensuite  les  équations 

\ — t,  ¥'{x,y,  z)  =o,  P(x,y,z)  — o, 

pour  en  déduire  des  valeurs  de  x,  y,  z en  /,  afin  de  transfor- 
mer encore  M et  N en  fonctions  de  cette  seule  variable;  et  si 
les  résultats  sont  représentés  par  T'  et  9',  il  viendra 

(2)  j=T'?(#)-l-9'|(f). 

Au  moyen  des  équations  (i)  et  (2]  on  déterminera  les  fonc- 
tions f et£  en  t,  puis  on  remettra  à la  place  de  t sa  valeur  V (*). 

La  détermination  des  fonctions  arbitraires  revient  à fqire  passer  par  des 
courbes  données  les  surfaces  qui  représentent  les  équations  proposées;  et  ces 
Courbes  peuvent  être  continues  ou  discontinues,  ainsi  que  les  fonctions  elles* 
mêmes.  Si  les  fonctions  ç>  et  \p  dépendaient  de  quantités  différentes,  on  ne 
pourrait  plus  procéder  comme  ci-dessus.  ( Voyez  le  Traite  in-4°,  tome  Iïl, 
page  «28. ï 

2S. 
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De  la  méthode  des  variations. 

Recherche  de  la  variation  d’une  fonction  quelconque.  • 

356.  Toutes  les  applications  du  calcul  différentiel  présentées 
précédemment  supposent  que  la  dépendance  des  variables 
demeure  constamment  la  même  dans  le  cours  de  la  question  ; 
mais  il  y a divers  genres  de  problèmes  pour  lesquels  il  faut 
concevoir  que  celte  dépendance  change  : en  voici  un  exemple. 
Quand  V désigne  une  fonction  contenant  x,y  et  les  coefficients 
différentiels  de  y,  l’intégrale  J'Ydx  est  susceptible,  entre  les 
mêmes  valeurs  de  x,  d’une  infinité  de  valeurs  qui  dépendent 
de  la  relation  établie  entre  x et  j;  en  sorte  qu’on  peut  deman- 
der quelle  est,  parmi  toutes  les  relations  possibles,  celle  qui 
fait  prendre  à l’intégrale  fVdx,  entre  les  limites  données,  la 
plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur.  L’intégrale  /V dx,  lors- 
qu’on ne  particularise  pas  la  relation  de  y à x,  exprimant  la 
mesure  d’une  propriété  commune  à toutes  les  courbes,  on 
demande  alors  pour  quelle  courbe  celte  propriété  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  Il  est  visible  quési  CE  [fig.  6i)  repré- 
sente cette  courbe,  il  faudra  que  pour  toute  autre,  qt,  l’inté- 
grale fV&x  ait  une  valeur  plus  petite  dans  le  premier  cas,  et 
plus  grande  dans  le  second.  Pour  satisfaire  à cette  condition, 
.la  première  chose  à chercher  est  la  différence  qu’un  change-* 
ment  quelconque  dans  la  relation  de  y à x,  ou  dans  la  nature 
de  la  courbe  qui  représente  cette  relation,  produit  sur  l'inté- 
grale f\Ax.  Ce  changement  s’exprime  en  faisant  varier  y in- 
dépendamment de  x ; car  lorsque  l’on  considère  deux  courbes 
CE  et  7«,  la  même  abscisse  AP  répond  à deux  ordonnées  PM  et 
P fi,  et  leur  différence  M(*  doit  être  distinguée  des  différences 
AI' R et  fi'p,  qui  ont  lieu  entre  deux  ordonnées  consécutives 
prises  sur  la  même  courbe. 

Lagrange,  qui  marqua  le  commencement  de  sa  carrière  par 
la  découverte  du  Calcul  des  Variations,  en  a fait  aussi  à la  mé- 
canique une  application  de  la  plus  haute  importance,  dont  on 
saisira  facilement  le  but,  si  l’on  observe  qu’on  peut  considérer 
les  coordonnées  des  différents  points  d’un  corps  qui  se  meut„ 
soit  pour  comparer  au  même  instant  deux  points  de  ce  corps, 
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soit  pour  comparer  deux  positions  consécutives  du  même 
point.  Dans  l’un  de  ces  cas,  il  n’y  a entre  les  coordonnées,  de 
dépendance  que  celle  qui  résulte  des  surfaces  qui  terminent 
le  corps;  dans  l’autre,  les  coordonnées  changent  suivant  les 
conditions  du  mouvement  établi,  et  avec  une  variable  nouvelle 
qui  est  la  mesure  du  temps  : voilà  donc  encore  deux  manières 
de  faire  varier  les  mêmes  quantités,  qu’il  est  à propos  de  mar- 
quer par  des  signes  distincts.  Celle  de  ces  manières  qui  suc- 
cède à l’autre  constitue  le  Calcul  des  Variations,  dont  on  ne 
peut  embrasser  les  divers  Usages  qu’en  le  regardant  comme  * . 
ayant  pour  but  de  différentiel ■ sous  un  nouveau  point  de  vue, 
des  quantités  qui  ont  déjà  été  différenliées  sous  un  autre  :■  on 
établit  ensuite  dans  le  second  mode  de  différentiation  l’hypo- 
thèse convenable  à la  nature  des  questions  qu’on  se  propose  • • 
' de  résoudre  (*).  - 

357.  C’est  par  la  caractéristique  S que  Lagrange  désigne  la 
nouvelle  différentiation,  et  cet  usage  a été  adopté.  Pour  ne  pas 
sortir  des  limites  de  mon  sujet,  je  me  bornerai  à développer 
les  principes  de  l’application  du  calcul  des  variations  aux  ques- 
• tidns  géométriques.  ' . 

Dans  ces  questions,  la  caractéristiquOrd.  s’emploie  pour  le 
passage  d’un  point  à un  autre  sur  la  même  courbe,  et  la  carac- 
téristique 3 est  appliquée  au  changement  de  çourbe  : ainsi  M'R 
étant  représenté  par  d y [fig.6 1),  M fi  sera  3y;  et  il  suit  de  là  que 

P'M'  = r + dr,  Piz=v4-tfr.  - . 

' - C‘:V 

En  passant  du  point  M'  au  point  p',  puis  tirant  pr  parallèle 
à MM',  on  verra  que 

% . * . » • ♦'  _ . 

' ■ p’r=f?  — M'R  = d.PF-d.PM 

est  le  changement  de  dy,  d’une  courbe  à l’autre,  et  l’on  aura 

P'  f*'  = P f*  -t-  p r -I-  p'  r = y -t-  3y  + dy  -+-  3 dy 
= y + dy  + tf(y  + dy); 

mais  le  point  / étant  consécutif  au  point  p,  sur  la  courbe  yt,  on 

y ; ■ * . 

(*•)  Voyes  Ja  Mécanique  analytique,  2e  édition,  page  80  du  tome  I.% 


i - 
> 
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aura  aussi 

P'j / = y -h  Sy  + d(/4-  ity-)  = y 4-  Sy  4-  (lf  4-  d<î/, 
et  la  comparaison  de  ces  deux  expressions  donnera 
Æd/=diî/. 

La  même  chose  peut  aussi  se  prouver  sans  la  considération 
des  courbes,  en  représentant  par  f(a?)  l’état  primitif  de  y,  et 
par  une  autre  fonction  ^ (a:)  son  état  après  la  variation  (*). 

Alors  £j  = i!<(.r)  — y(a:)  sera  une  certaine  fonction  de  x,  et 
par  conséquent  une  fonction  de  y,  à cause  de  la  liaison  primi- 
tive de  ces  variables  : désignant  donc  par  n cette  dernière  fonc- 
tion, on  aura 

sr=z7t(r)- 

D’après  cette  loi,  et  faisant,  pour  abréger,  y 4-  dy=y,  on  aura 
pareillement  . . 

d’où  l’on  conclura 

S/  — Sy = jr  [/  ) — w {y)  s=  d .tt  [y)  r=  d dy; 


mais  comme 


d y=y—y, 


(*)  Afin  de  donner  une  origine  commune  aux  fonctions  f et  f,  Euler,  Jjui 
s’empressa  d’adopter  et  d’éclaircir  le  calcul  des  variations,  regardait  la  valeur 
primitive  de  y,  ou  comme  déduite  d’une  autre  fonction,  contenant,  avec 
la  variable  x,  une  nouvelle  variable  i,  et  se  changeant  en  çs(jc)  lorsque  t = o. 
(Novi  Comm.  Acad.  Pc  trop.,  tome  XVI,  page  Ï5.)  Parce  moyen,  y-t-iy  devient 

. V ^ 

y+nr d'’  et  -t—  étant  pris  dans  l’hypothèse  de  t = o,  représente,  tant  qu'on 

ne  particularise  point  la  composition  de.r  en  t , une  fonction  arbitraire  «le  ±*  La 
nfaleur  générale  de  y serait  exprimée  par  la  série  \ ï . 


drdt  d\r’dif. 


y^d?- 


dt* 


-t-  etc.* 


la  variable  tétant  supposée  égale  à zéro  dans  y et  scs  coefficients  différentiels  ; 
eten  prenant  les  coefficients  différentiels  de  cette  série  par  rapport  à x,  on  for- 
merait toutes  les  quantités  qu’il  faut  substituer  pour  obtenir  l’état,  varié  de 
l’intégrale  /Vdx,  ordonné  suivant  les  puissances  de  dt.  C’est  sous  cette  forme 
que  Lagrange,  dans  la  dernière  édition  de  ses  Leçons  sur  le  Calcul  des  Fonctions , 
présente  celui  des  variations,  à l’égard  duquel  il  entre  dan»  beaucoup  de  détails 
très-in  teress  an  té.  ( Voyez  le  Traité  in  4*V  tome  II,  page  723.)  . 
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il  viendra,  en  prenant  les  variations, 

Sdy  = 3/ — Sy=it{yJ)  — *(/), 
ee  qui  donne  encore 

<Jd/=dJ/. 

Il  suildelà  que  <Jd’y  = d<îdj  = d,iîj;  et  en  continuant  ainsi, 
on  obtiendra  le  théorème  fondamental  * 

o d"j=  d"ty\ 

en  vertu  duquel  on  peut  transporter  la  caractéristique  3 après 
la  caractéristique  d. 

Pour  donner  plus  de  symétrie  au  calcul,  ainsi  que  pour  eut-  t 
brasser  des  circonstances  relatives  aux  limites  des  intégrales, 
et  dont  on  verra  plus  loin  quelques  exemples,  on  fait  varier  .r  , 
aussi  bien  quey;  mais  le  théorème  ci-dessus  ne  cesse  pas 
d’avoir  lieu  pour  cela,  parce  que  la  loi  de  la  variation  étant 
constante,  quoique  arbitraire,  Sx  est  une  fonction  de  aï,  de 
laquelle  se  tire  Sx',  en  y changeante  en  x'  : il  en  résulte 
«îde  = d£e,  et  pareillement  <îdV=diîV,  pour  toute  fonction 
V dépendante  de  x,  de  y et  de  leurs  différentielles. 

i»  1 > 

358. 11  existe  qn  théorème  analogue  par  rapport  au  signe  /. 

En  effet,  si  l’on  représeute  fV  par  U, , il  viendra 

dû,  = U,  puis  *dU,  = *U; 

transposant  la  caractéristique  S après  la  caractéristique  d,  et 
passant  ensuite  aux  intégrales,  on  trouvera  successivement 

diü,  =£U,  3Vt=f3  U; 
puis  remettant  pour  U,  sa  valeur,  on  aura  enfin 

.•  */ü  = gfl| 

359.  Cela  posé,  on  voit  que  pour  obtenir  la  variation  d’une  x 
fonction  quelconque  U contenant  x,  y et  leurs  différentielles 
des  ordres  quelconques,  il  faut  supposer  que  x et  j se  chan- 
gent respectivement  en  x 4-  Sx,  y + S y,  et  regarder  S x et  S y 
comme  des  fonctions  arbitraires  l’une  de  x,  l’autre  de,/.  En  se 
bornant  aux  termes  où  les  variations  ne  passent  pas  le  premier 
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degré,  l’opération  revient  à différentier  par  le  procédé  ordi- 
naire la  fonction  U,  tant  par  rapport  à x et  à /,  que  par  rapport 
à leurs  différentielles  considérées  comme  des  variables  dis- 
tinctes, mais  en  marquant  par  la  caractéristique  S la  dernière 
différentiation.  Il  est  visible  en  effet  que,  dans  cette  hypo- 
thèse, les  différentielles  dé 

• - • - X,  y,  . dx,  d /,  etc., 

sont 

- t Sx,  S y,  5dx,  Sdy,  etc. 

Si  donc  la  différentielle  ordinaire  de  U est 

d U = Md  x -t-  Nd’x-t-  Pds x -t-Qd’ar  -f-  etc. 

-1-  mày  -h  md*y+  pd3y  + qd*y  -+-  etc., 

l : • . • • * 

il  suffira  d’y  changer  le  dernier  d en  S,  et  il  viendra  > 

SUïs]fyS'Xf'+-  N<Jd.r+  PÆd’-r-t-Qiïd’aT-t-etc. 

«<îd^  •+■  pSd’y  -t-  qSd3y  + etc. 

Quand  la  fonction  U sera  sous  la  forme  Vd  x,  V ne  conte- 
nant alors  que 

dl=P’  df=^?tcv«“  V 


dV=Mdx  + Ndj-t-Pdp-t-Qd^4ilRdr4-  etc., 
et  la  variation  de  V sera 

ôV=M5a;+  N<îj  + P<î p -+-  QSq  -+-  R5/--+-  etc., 

• * . • ' 

en  observant  que  les  quantités  p,  q,  r,  etc.  doivent  y être  re- 
gardées comme  renfermant  deux  variables  indépendantes,  x 
etjc(numéro  précédent),  et  que  par  conséquent  on  peut  pren- 
dre leur  variation  dans  deux  hypothèses  différentes,  savoir,  en 
ne  faisant  varier  qu’une  de  ces  quantités,  ou  en  les  faisant  va- 
rier toutes  sous  ce  dernier  point  de 

vue,  parce  que,  comme  je  l’ai  déjà  dit,  il  est  plus  général,  et 
que  d’ailleurs  on  en  lire  les  résultats  qui  conviennent  au  pre- 
mier, en  supprimant  les  termes  relatifs  à celle  des  variables 
que  l’on  veut  traiter  coirime  constante.  En  différentiant  par  Iq 


ri- 

% 
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caractéristique  8,  les  fractions 

__cfr\  I , d#£dr — d/iîdx dJÉ>*  — pdSx 

■ dxl  l P~  dx1  dx  ’ 

-, d jp  I 1 dxodp — dpSdx dSp — qdSx 

v ~ d x y on  trouve  / ^ — “7"  cfr*  ~ dx  ’ , 

r j 5, dxidq—^dqSdx  d 3q  — rdJar  v: 

d-r|  I r~  dx’  dx  ’ 

etc.  j * etc-., 

et  à l’aide  de  ces  formules  on  obtient  la  variation  d’une  exprès-  * 
sion  quelconque,  renfermant  x,  y et  leurs  différentielles  de 
quelque  ordre  que  ce  soit.  - • ■ . 

3ti0.  Lorsqu’il  s’ggit  d’une  formule  intégrale  /U,  dans  laquelle 
U est,  comme  ci-dessus,  une  fonction  de  x,  y et  de  leurs  diffe— 
rentielles,  on  a 8 JM  =/ 5[]  (358);  et1  par  le  numéro  précédent 

./^y  —J[M8x  -t-  N$  dx  4-  P Sfix  -4-  Q^d’^:  -+■  etc.) 

-+-  J [m3y-t-  nSdy  + pSd1y  ■+■  g£d3^  + etc.) 

• * , *t,  , • . ‘ é 

Cette  expression  n’est  pas  réduite  à la  forme  la  plus  simple 
qu’elle  puisse  avoir  : il  faut  faire  en  sorte  qu’il  ne  reste  sous  le 
signe /aucun  terme  contenant  à la  fois  les  caractéristiques  d 
et  8 appliquées  l’une  sur  l’autre;  et  c’est  à quoi  l’on  parvient, 
en  transposant  d’abord  la  caractéristique  iî  après  la  caractéris- 
tique. d,  et  en  intégrant  ensuite  par  parties,  comme  on  le  voit 
ci-dessous, 

. * * • 

JM  Sx  = JMSx, 

/N#d,x  =JNd8x  — f dNSx, 

JP8d'x=:  JPd\8x  = PdÆ  x — /d  Pd£.r 

• * ,4 

= Pd5x  — dVSx+Jd'P3x, 

JQ8d3x  = jQdiSx  = Qd'Sx  — JdQd'Sx 

— QdJJx — dQdiar  +J  d’Qdoa; 

= Qd!<îa:  — dQd£.r  -f-  d’Q#.r  — J dJQ£.r, 

• etc.  etc.  - f ' 
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On  aura  pareillement 
fmSjr  = fm8y, 

f n8dy  = fnd8y  = nSy  — fdnJy, 
fp8d*y=fpd,8y=pd8y  — dpSy  + fd'p8y,  , 

J qod'j'  ==  J'qd’Sy  = qd,Sy- — <1  q d S y -t-  d1  q8y-r-  fdfqSy, 
etc., 

et  en  substituant,  il  viendra 

fS\]  = (N  — dP  -t-  d’Q  — etc.)  Jx  -+-  (P  — dQ  -t-  etc.)dd.r 

(Q  — etc.)  d’5x  -+-  etc.-.,4 

-t-  (n — dpH-d'o  — etc:)i5r-H(p  — dq  ■+■  etc.)  dJj 

-h(q  — étc.Jd'Jj  + elc.  ^ 
-I- /(M  — dN-t-d’P  — dJ0-f- etc.)  iîx 

— d/i  + d’p  — d3 q -+- «te. ) 8 y.  . ... 

- Ce  résultat  est  composé  de  deux  parties  semblables,  l’une 
produite  par  la  variation  de  x,  et  l’autre  par  celle  de^-;  et  il 
est  aisé  de  voir  qu’on  l’étendrait  à une  fonction  d’un  nombre 
quelconque  de  variables,  en  y ajoutant,  pour  chacune,  dés 
termes  pareils  à ceux  qu’a  fournis  la  variable  x ou  la  varia- 
ble j. 

\ * r * ' . — 

361.  Lorsque  l’expressiçn  / U est  mise  sous  la  forme  f\dx, 
c’est-à-dire  qu’il  n’entre  dans  V que  les  variables  x,  y et  les 
coefficients  différentiels  de  j,  le  calcul  du  développement  de 
la  variation  parait  un  peu  plus  compliqué,  mais  il  mène  à des 
conséquences  remarquables.  Il  faut  d’abord  observer  que 

8fVdx  = /8(Vdx)=fVd3x-hfdx8V, 
f\dSx=\8x- fdVSx, 

• et  que  par  conséquent 

S/\dx  = \8x  + f (dxS\ - dX8x). 

La  quantité  dar-îV — dVÆ.r  se  formé  en 'écrivant  pour  8\ 
et  dV  les  valeurs  rapportées  dans  le  n“  359,  et  il  vient 

d-riV  — d X Sx  = N,(  d x 8 y — dy8.i  ) -f- 1‘  ( <1  .r  8 p — d p8  a--) 

-t-  Q(djrî//  — dqSx)  -t-etè.  ; 
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puis  mettant  p d x pour  d>-,  dans  ce  qui  multiplie  N,  et  la  va- 
leur de  S p (359),  dans  ce  qui  multiplie  P,  on  trouvera 

dx5_y — dy£.r  = d.r  [3y  — pSx ), 

AxSp  — ApSx  = d 5 y — pASx — d pSx  = d ( 3 y — p3x), 
d’où  il  suit 

AxSp  — Ap3x  = d ^ j. 

Si  l’on  change  y en  p elp  en  q,  on  obtiendra  de  même 

AxSq-dqSx  = d(d* *?P-dPSj:y 

cl  ainsi  de  suite  : faisant  donc 


il  en  résultera 


3 y — pS  x = w, 


d xSy — dyÆ.r=:  udar,  AxSp  — dpÆx  ==  du, 

11 

Ax1 


AxSq  — d(/5x  = d etc., 

et  par  conséquent 


du 


f[AxS\—  A\Sx)=fîi'*Ax+ /Pdu-t-/Qd^-t-etc.  (*). 

» 

En  intégrant  par  parties,  dans  le  second  membre  de  cette 
équation,  chacun  des  termes  où  il  y a des  différentiations  indi- 
quées sur  la  quantité  «,  on  aura 


/Pdu  = Pu  -f^.aAx, 

r,XA  du  r»  d“  fdQ  , 
^dî  = Qd5-J  Ed" 


du  dQ  T i • . d 0 , 

~Qd*  dxa+Jdxd  dx  “dx’ 


elc.  ; 


(*)  L'interprétation  géométrique  de  la  quantité  u est  facile  à faire.  Si  au  lieu 
de  passer  du  point  M,  à la  cotirbe  yt,  suivant  l'ordounée  primitive  PM,  on  passe 
obliquement  de  M en  p (fig.G'j),  la  variation  rp  = iy  se  composera  de  deux 
parties  rrtr  et  m fi  ; et  l'équation  différentielle  de  la  courbe  CE  étant  dy  = /; dx, 
si  l'on  fait  Pjr  = il  viendra  mrsspfz,  puis 

* mn=zriu}—mr=z$y*—p6x~ïi' 
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et,  avec  ces  expressions,  on  obtiendra 


Sf\dx  = \$x-+ 


P—  ^-f-etc. 
d x 


dus 

d* 

i 

d x 


Q — etc. 

■ etc. 

■/i-ë- 


d ^ _ etc. 
d x 


wda-. 


On  étendrait  sans  peine  ce  résultat  à un  plus  grand  nombre 
de  variables  dépendantes  de  x,  en  ajoutant  pour  chacune,  des 
termes  pareils  à ceux  qu’on  a trouvés  en  ne  considérant  que  y; 
mais  ce  qu’il  importe  d’observer,  c’est  que  si  l’on  remet  pouro> 
sa  valeur  Sy—^pSx,  la  partie  affectée  du  signe  f prend  la 
forme  * 

■'  ri  N — T-  d ^ — etc..  J d AT  5 J ‘ 

J | di  di  di  1 . 

pdxSx ; 


-/{ 


w d P i d Q 

N — -j h j-dj etc. 

ax ■ da:  dr 


et  l’on  voit  que  dans  ce  cas,  le  coefficient  de  S y et  celui  de  èx 
ont  une  relation  qu’on  n’aperçoit  point  dans  le  numéro  précé- 
dent: en  désignant  le  premier  de  ces  coefficients  par  le 
second  sera — ÿp. 

362.  Une  remarque  non  moins  digne  d’attention,  c’est  que 
si,  dans  le  développement  de  $/U(  360),  on  avait 

M — d N -f-  d5  P — d3  Q -+-  etc.  = o, 
m — dra-+-dJp — d3çf  -4-etc.=o, 

la  variation  fSV  serait  entièrement  déjivrée  du  signe  f ; mais 
ces  équations  sont  précisément  celles  qui  doivent  avoir  lieu 
pour  que  la  fonction  U soit  intégrable  par  elle-même»  Cette 
proposition,  annoncée  dans  le  ni  280,  se  prouve  à priori * en 
appliquant  à la  recherche  de  ces  conditions  la  méthode  même 
des  variations.  ' . 

En  effet,  soit  U la  différentielle  d’une  fonction  U,  ; on  aura 
U = dU,;  et  par  conséquent 

5U=^dU,  = d5U„  <■  - ' ’ - - 


Htx 
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d’où  il  suit  que  si  U est  une  différentielle  exacte,  S U en  doit 
être  pareillement  une  ; et  par  conséquent  lorsqu’on  a fait  sor- 
tir du  signe  f,  dans  l'expression  de  fSV,  tous  les  termes  qui 
peuvent  s’intégrer,  il  faut  que  l’ensemble  de  ceux  qui  restent 
soit  nul  par  lui-même,  sans  qu’on  ait  besoin  de  supposer  au- 
cune relation  entre  x,  y,  Sx,  S y. 

Le  développement  deSfXdx,  ne  fournissant  que  la  seule 
condition  * • 


jlv  d x 


i dQ 

-7-  d -j etc.  = o, 

dx  dx  . 


montre  que  celle  qui  se  rapporte  à la  variable  x devient-inu- 
tile  quand  la  fonction  U est  ramenée  à la  forme  Vdx,  V ne  con- 
tenant que  x,y  et  des  coefficients  différentiels  de 

363.  Ces  remarques  ne  se  bornent  pas  à l’expression  de  fU  r 
elles  s’étendent  également  à celles  de  / /U,  / / /U,  etc.,  quel 
que  soit  le  nombre  des  signes  d’intégration  ; et  en  cherchant 
aussi  la  variation  de  ces  dernières  formules,  on  trouve  les 
équations  de  condition,  qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  la 
quantité  U soit  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  U,  d’un 
ordre  immédiatement  inférieur,  d’une  fonction  U,  d’un  ordre- 
inférieur  de  deux  unités,  et  ainsi  de  suite. 

En  effet,  puisque  . 

•uI=/u„ 

il  viendra  ■ H 

JU,  = SfV,  =fSÜ,=fSfV;  -ç 

et  l’on  obtiendra  tîU,  en  intégrant  de  nouveau  S f U.  Or,  par  le 


(*)  Cette  transformation  n’est  pas  toujours  possible.  Soient,  par  exemple,, 
les  deux  fonctions  * 

t,  ' / 
dxd\r  ■+•  d/d*x  dxdV  — d.rd1* 
dï*  r el  dT*  ’ 

si  l’on  y change 

' • tir  en  p di,_  d V en  q d*'  -t- pd'x  (131) , +■/ W 

if**  ne  disparail  que  dans  la  seconde  : on  ne  peut  donc  pas,  dans  ta  pre- 
mière, regarder  r comme  dépendant  immédiatement  de  *.  ( Verre  le  Traite 
tome  I,  page  217.) 
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n°  360, 

= (N  — dP-f-  d’Q  — etc.)  5x4-  (P  — d’Q  4- etc.)  d5x 

4-  ( Q — etc.  ) d35x4-  etc. 

4-  (n  — dp  4-  d3  g — etc.  ) 8jr  -+-(/>  — dq  4- etc.)  d5jr. 

4-  (q  — etc.  ) d3Jj4-etc. 
4-/(M— ■ ,dN-|-dïP  — d’Q  4- etc.)  5x 
4 -/  (m  — dn  4-  d'p  — d3g  4-  etc.)  5/  : 

on  aura  donc 

JU,  = /(N  — dP4-d1Q-etc.)5x4-/(P  — dQ4-etc.)d5x  . r 

4-/(0  — etc.)  d1 5x4- etc. 

+ /(« — dp+d'q — etc.) 5 y 4- / ( p — dq  4-  etc.)d5j 

, 4 -f(q  — etc.)d!5j4- etc. 
4-//(M  — dN 4-d’P  — d3Q-(-  etc.)5x 

— <1®  4-  d*/»  — d3g  4-  etc.)  5j; 

et  intégrant  par  parties  les  termes  qui  contiennent  encore  tfes 
différentielles  de  5xou  de  8y,  on  trouvera 

5Uj  = (P — 2dQ4-3d’R  — etc.)5x-t-  (Q  — adR'4-  etc.)d5x 

4-  (R  — etc.)d35x-f-etc. 

+ (/* — 2dy  4-  3d3r — etc.)  5/ 4-(ç  — 2dr-t-etc.)d5^ 

- . 4-  (r  — etc.)  dJ5  r4-  etC. 

4-/(N  — 2 d P 4-  3d’Q  — - 4d3R  4-  etc.)5x 
4-/(« — zdp-hZd’q — 4d3r  4-ete.)5.r  •• 

— dN-t-d'P  — d3  Q 4-  d‘  R — ctc.)5x 
+ffim  — d«4-d’/>  — d3 9 4- d* r — etc.)  5r. 

Telle  est  la  variation  demandée,  qui  ne  sera  délivrée  des  deux 

signes  J que  quand  les  équations 
• ' • * 

N — 2dP4-3d3Q  — 4d3R4-etc.  = o, 
n — 2d/>4-3d3ç  — 4(ls/,-t- etc,  = 0, 

M — d N 4-  d’ P — d3  Q 4-  d*  R—  etc.  = o, 
ni  — d n 4-  d,p  — dsq  + d‘  r — etc.  = o, 

seront  identiques;  alors  5U„  étant  intégré  une  seule  fois,  par 
rapport  aux  variations,  donnera  U„  ou  l’intégrale  seconde  de  la 
proposée.  . 
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• Soit,  pour  exemple,  . , 

U = ,rdJy -+-  2 dard/  -t-yd’#  ; 

on  a 

JU  — d’yS x -t-  zdyddx  -t-yd’Æar-t-  dJariî/4-2da'd  3jr+  xd23y, 
M = d’y,  N = 2 dy,  P =y, 
ni  — d’ar,  n = 2dar,  p=x, 

et  les  équations  de  condition  ci-dessus  deviennent 

2dy — 2dy  = o, 

2dar  — 2dar  = o, 
d’y — 2 d’y  -+-  d ’y = o, 
d’ar  — 2d!ar-t-d’ar  = o : 

la  fonction  proposée  est  donc  immédiatement  intégrable.  La 
partie  y Sx  -+-  xSy,  délivrée  du  signe  /,  donne/en  l’intégrant 
par  rapport  aux  variations,  U,  = xy  •+•  const. 

La  marche  des  calculs  précédents  montre  que  la  première 
intégration  d’une  fonction  différentielle  de  m variables  exige 
m conditions,  quand  ces  variables  sont  considérées  comme  in- 
dépendantes, et  que  pouf  un  nombre  n d’intégrations  succes- 
sives il  y aurait  mn  équations  de  condition.  Il  y en  aurait  seu- 
lement m — i pour  la  première  intégration,  et  n[m  — i)  pour 
toutes  ensemble,  si  la  fonction  proposée  était  sous  la  forme 
fn\dxn,  V ne  contenant  que  des  coefficients  différentiels. 

Des  maximums  et  des  minimums  des  formules  intégrales 
indéterminées. 

361.  On  peut  appeler  intégrales  indéterminées  les  expres- 
sions telles  que  fy dx,  f \Jdx2  d/1,  lorsqu’on  n’assigne  au- 

cune forme  à la  fonction  y ; mais  pour  être  susceptibles  de 
maximum  ou  de  minimum,  ces  intégrales  doivent  être  défi- 
nies (229  ),  puisque  ce  n’est  qu’entre  des  limites  données 
qu’elles  auront  une  valeur  fixe,  quand  / sera  déterminé  en  x. 

Les  principes  exposés  dans  le  n°  155,  à l’égard  des  fonctions 
dont  la  forme  est  donnée,  s’appliquent  aussi , avec  le  secours 
du  calcul  des  variations,  aux  intégrales  indéterminées.  En 
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effet,  d’après  la  marche  tracée  dans  le  n°  4a,  le  résultat  de  la 
substitution  de 

x-ySx,  y+Sy,  dx-t-tfdîr,  , d^--(- 5dj,  etc., 
à la  place  des  quantités 

x,  y,  da;>  d y,  etc., 

dans  une  fonction  quelconque  u de  ces  quantités,  pourra  s’or- 
donner suivant  les  puissances  de 

Sx,  Sy,  #d.r,  Jdj,  etc., 

et  Su  contiendra  tous  les  termes  de  ce  développement,  dans 
lesquels  les  variations  ne  montent  qu’au  premier  degré.  Ces 
termes,  changeant  de  signe  en  même  temps  que  les  variations, 
doivent,  suivant  la  théorie  rappelée  ci-dessus,  s’anéantir  lors 
du  maximum  et  du  minimum,  quels  que  soient  Sx  et  Sy  : il 
faut  donc  que  Su  = o.  Lorsque  u = fl],  il  vient#  w = /#U(358):‘  . 
au  maximum  et  au  minimum  de  f U,  on  a donc  fS U = o,  en 
observant  que  c’est  entre  les  limites  assignées  à f U que  JS  U 
doit  s’évanouir. 

Il  résulte  aussi  de  la  même  théorie,  que  la  condition  Su  — o 
n’entraîne  pas  nécessairement  l’existence  du  maximum  ou  du 
minimum,  parce  qu’il  faut  en  outre  que  les  termes  où  les  va- 
riations s’élèvent  au  second  degré,  conservent  toujours  le 
même  signe;  la  discussion  de  ces  dernières  conditions  est  trop 
compliquée  et  trop  délicate  pour  trouver  place  ici. 

365.  Le  développement  de  JS  U est  composé  de  deux  par- 
ties bien  distinctes  (360),  puisque  l’une  est  délivrée  du  signe  J 
et  l’autre  y demeure  soumise;  on  peut  représenter  la  première 
par 

aSx  + p#,)"-t-«id#.r-f-{îid#j'--f-  etc., 
et  la  seconde  par 

Ces  parties  ne  sauraient  être  comparées  entre  elles,  puisque  la 
dernière  n’est  point  intégrable,  tant  que  Sx  et  Sy  conservent 
l’indépendance  qu’exige  la  nature  du  problème;  et  dans  cet 
état  on  ne  peut  la  faire  évanouir  qu’en  posant  séparément  les 
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équations 

X — °>  + = °, 

dont  le  nombre  est  généralement  égal  à celui  des  variations  in- 
dépendantes ; mais  lorsqu’il  n’y  a que  deux  variables,  et  que 
U peut  prendre  la  forme  Vd.r,  le  développement  de  la  varia- 
tion de  fVdx,  dans  le  n°  361,  fait  voir  que  x = — ÿp>  et  que 
par  conséquent  xdar-+-^dj=o,  condition  d’ailleurs  facile  à 
vérifier  en  particulier  sur  chaque  exemple.  11  en  résulte  que 
l’une  des  équations  x =°,  =o  ayant  lieu,  l’autre  s’ensuit,  et 
qu’il  n’y  a,  entre  x et  y,  qu’une  seule  relation  qu’on  aurait 
également  obtenue  en  posant  Sx  = o,  c’est-à-dire  en  ne  fai- 
sant point  varier  x ; mais  cette  hypothèse  restreindrait  beau- 
coup, comme  on  va  le  voir,  les  propriétés  de  la  partie  délivrée 
du  signe  J dans  la  variation. 

11  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  indiquées  dans 
le  n°  362  comme  exprimant  les  conditions  qui  rendent  intégra- 
bles les  formules  f U et  /Vdx,  et  qui  sont  alors  identiques, 
déterminent,  quand  elles  cessent  de  l’être,  la  relation  de,yàx, 
par  laquelle  les  intégrales  proposées  deviennent  un  maximum 
ou  un  minimum.  On  reconnaît  aisément  que  ces  équations 
peuvent  s’élever  jusqu’à  l’ordre  dont  l’exposant  est  double  de 
celui  de  la  plus  haute  différentielle  contenue,  soit  dans  U,  soit 
dans  VI 

366.  Après  l’évanouissement  de  la  partie  affectée  du  signe  /, 
il  reste 

aSx  + p S y -t-  a,  d Sx  -+-  p,  d Sjr  -f-  etc. , 

expression  que,  pour  abréger,  je  représenterai  par  ? : on  aura 
donc  J~Sl]  = y-+-const.,  et  la  valeur  complète  de  celte  inté- 
grale s’obtiendra  en  prenant  la  différence  de  celles  que  reçoit 
la  quantité  ?,  à chacune  des  deux  limites  (229);  en  sorte  que 
si  ?'  désigne  cette  valeur  pour  la  première  limite,  et  ?"  pour  la 
dernière,  on  aura  fSV  = ?" — ?',  d’où  il  résultera  encore,  pour 
le  maximum  et  le  minimum  de  l'intégrale  /U,  la  condition 

?'  — ?'  = o ; 

mais  il  faut  bien  remarquer  que  cette  équation  ne  contient 
plus  que  des  quantités  qui  se  rapportent  aux  limites  de  I’inté- 
6*  éd.  I.  * ?-9' 
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grale /U,  et  qu’alOrs  les  variations  3 x,  Sy,  3Ax,  SAy,  etc.,- 
peuvent  être  nulles,  ou  seulement  liées  entre  elles  par  des  re- 
lations données,  selon  que  ces  limites  seront  fixes  ou  variables. 
L’explication  géométrique  de  ces  diverses  circonstances  les 
éclaircira  suffisamment. 

La  première  a lieu  lorsque  la  courbe  qui  rend  maximum  ou 
minimum  l’intégrale  proposée  doit  être  prise  entre  toutes  les 
courbes  assujetties  à passer  par  deux  points  dont  les  coordon- 
nées sont  déterminées,  ainsi  que  tout  ce  qui  s’y  rapporte,  et 
que  l’intégrale  doit  commencer  à l’un  de  ces  points  et  finir  à 
l’autre.  Si  x'  et  f désignent  les  coordonnées  du  premier,  x" 
et  y celles  du  second,  ces  quantités,  appartenant  à toutes  les 
courbes  qu’on  pourra  considérer  dans  la  question  dont  il 
s’agit,  n’éprouveront  aucune  variation  : quand  donc  on  chan- 
gera x et  y en  x'  et  en  j7,  puis  en  a?"et  en  y,  il  faudra  faire 

3 x'  — o,  3 y1  = o,  Sx"  = o,  S y = o. 

Alors  lés  termes  affectés  de  ces  variations  disparaîtront  d’eux— 
mêmes  de  l’équation  <("  — <?'  = o,  qui  sera  par  conséquent  vé- 
rifiée si  elle  .ne  contient  que  ces  termes  ; et  la  courbe  déduite 
de  l’équation  x = o,  résoudra  complètement  le  problème, 
pourvu  qu’on  l'assujettisse  à passer  par  les  deux  points  donnés; 
ce  qui  s’effectuera,  en  général,  par  la  détermination  des  con- 
stantes arbitraires  comprises  dans  l’intégrale  de  l’équation 
citée,  qui  sera  alors  du  second  ordre. 

Si  l’équation  <y" — f'  = o contenait  de  plus  les  termes  affectés 
de  SAx',  SA/,  <îd.r",  Æd/",  et  qu’outre  la  condition  précé- 
dente, les  tangentes  de  la  courbe  cherchée  dussent  avoir,  aux 
limites  de  l’intcgrale,  une  inclinaison  donnée,  ces  termes  dis- 
paraîtraient aussi  d’eux-mêmes,  parce  que  les  différentielles 
d.r  et  d/  n’éprouvant  aucun  changement  aux  limites,  les  varia-  ' 
lions  <Sd.rf,  3Ay',  3Ax",  SAy"  seraient  zéro,  et  feraient  évanouir 
les  produits  où  elles  entrent  : mais  pour  assujettir  la  courbe 
cherchée  à cette  condition,  par  rapport  aux  tangentes  de  ses 
points  extrêmes,  il  faudrait  que  son  équation  contînt  deux 
constantes  arbitraires  de  plus  que  dans  le  cas  précédemment 
examiné,  et  que  par  conséquent  l’équation  différentielle  x — ° 
fût  du  quatrième  ordre.  En  voilà  assez  pour  montrer  comment. 

• -i*  . ' j 

/•*■*>•*•  • . 
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doit  se  vérifier  l’équation  ? " — ?'—o,  lorsque  les  coordonnées 
des  limites  et  leurs  coefficients  différentiels  ont  des  valeurs 
fixes  : je  passe  aux  cas  où  les  limites  doivent  être  regardées 
comme  variables. 

367.  On  peut  demander  que  la  courbe  douée  du  maximum 
ou  du  minimum  de  la  propriété  proposée  soit  prise,  non  parmi 
toutes  les  courbes  qui  passent  par  deux  points  donnés,  mais 
parmi  toutes  celles  qui  seraient  menées  entre  deux  courbes 
données  AA' et  BB'  ( fig . 63),  sans  déterminer  les  points  où  ces 
dernières  sont  coupées  par  celle  qu’on  cherche.  Il  est  visible 
qu’en  passant  alors  de  la  courbe  AB  à fine  autre  A'B',  les  ex- 
trémités A et  B se  meuvent  ; les  abscisses  qui  répondent  au 
commencement  et  à la  fin  de  l’intégrale,  après  qu’elle  a varié, 
ne  sont  plus,  celles  qui  convenaient  à son  état  primitif,  et  les 
ordonnées  qui  s’y  rapportent  ont  changé  suivant  la  loi  établie 
par  les  courbes  AA'  et  BB'.  Dans  cette  circonstance,  les  varia- 
tions des  ordonnées  et  celles  de  leurs  abscisses  doivent  avoir 
les  mêmes  relations  que  les  différentielles  dans  les  courbes 
AA',  BB',  relations  exprimées  par  les  équations  de  ces  courbes, 
qui  sont  données  : il  est  donc  nécessaire  de  les  introduire  dans 
l’équation  y"  — y'  — °;  et  pour  la  vérifier  ensuite,  il  faudra 
égaler  séparément  à zéro  les  coefficients  des  variations  qui  res- 
teront indépendantes.  . 

A mesure  que  la  fonction  / U contiendra  des  différentielles 
d’un  ordre  plus  élevé,  le  nombre  de  termes  de  l’équation 
<f " — <f'  = o augmentant,  on  pourra  ajouter  de  nouvelles  con- 
ditions aux  limites;  supposer,  par  exemple,  que  la  courbe  AB 
doit  être  prise  parmi  toutes  celles  qui  touchent  à la  fois  les 
deux  courbes  AA'  et  BB'.  Par  cette  dernière  condition,  non- 
seulement  leS  coordonhées  x et  y doivent  avoir,  aux  limites 
de  l’intégrale,  les  relations  exprimées  par  les  équations  de  ces 
courbes,  mais  il  en  doit  être  de  même  de  leurs  différentielles: 
ainsi  les  variations  SAx1,  SA/,  3Ax",  SAy"  ne  sont  plus  indé- 
pendantes, et  doivent  coïncider  avec  les  différentielles  secondes 
relatives  aux  courbes  proposées.  On  pourra,  par  ces  relations, 
éliminer  quelques-unes  des  variations  5dar',  âd/',  5dx",  5dy", 
de  l’équation  ?"  — y = o ; et  ensuite  on  la  vérifiera  en  égalant 
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séparément  à zéro  les  coefficients  des  variations  restantes, 
lesquelles  seront  entièrement  arbitraires. 

Les  équations  qu’on  se  procurera  par  ce  moyen,  établissant 
des  relations  entre  les  coordonnées  des  points  extrêmes  de  la 
courbe  proposée,  porteront  nécessairement  sur  les  constantes 
introduites  par  l’intégration  de  l’équation  x — °>  et  serviront  à 
les  déterminer. 

368.  On  doit  ensuite  remarquer  que  puisqu’il  y a des  cir- 
constances où  il  faut  avoir  égard  aux  variations  des  limites  des 
intégrales,  si  les  coordonnées  x',  ÿ*  x",y"  de  ces  limites  en- 
traient dans  l’expression  de  U,  il  serait  nécessaire  de  les  y 
faire  varier,  aussi  bien  que  x et  y,  et  . d’augmenter  par  consé- 
quent S U des  termes 

' 1 ' * r * . 

A' Sx’  +B'5/.-+-A  "Sx"  + VSf 
■+■  A',  d S x'  4-  B',  d S / -t-  A"  d Sx"  + B”  d S/’  ■+■  etc. 

Or  comme  les  variations  Sx',  S/,  Sx",  Sy"  sont  indépendantes 
des  coordonnées  indéterminées  x et  y,  elles  passeraient  hors 
du  signe  f,  tandis  que  les  fonctions  A',  A",  etc.,  A',,  A",  etc., 
y resteraient  soumises  : il  faudrait  donc  introduire  dans  la  pre- 
mière partie  de  la  variation  fS U,  les  termes 

Sx' JA'  -f- J//B!  V Sx*,  J A"  +Sffir 
-h  dSx’fA!,  -t-dôy'/B',  + dS^JA",  -+-  do  y"/ B’  + etc., 

en  ayant  soin  de  prendre  ces  intégraleà  entre  les  mêmes  limites 
que  la  proposée. 

On  ne  voit  pas  tout  de  suite  ce  que  deviendraient  les  termes 
précédents,  si  l’une  des  limites  était  en  même  temps  l’origine 
des  coordonnées.  On  évite  cette  difficulté,  en  faisant  d’abord 

x = \—x',  y= Y — -y', 

et  en  concevant  que  l’origine  des  coordonnées  X,  Y soit  fixe, 
mais  que  les  quantités  x'  et  y soierit  variables  ; il  vient  alors 

Sx  — SX—  Sx',  Sy  — SY—S'/. 

Quant  aux  différentielles  dx,  dy,  etc.,  elles  ne  dépendent 
point  des  quantités  x'  et  y',  et  ne  prennent  par  conséquent 
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aucune  variation  ; l’expression  de  S U devient  donc  seulement 
M (ÆX  — <îjr,)-t-NiîdX+-etc. 

-»-/7i($Y  — Sy)  -f-  ntfdY  + etc. 

Il  est  permis  de  faire  ensuite  x ',  y égaux  à zéro,  pourvu  qu’on 
laisse  subsister  les  variations  Sx’,  sy,  qui  peuvent  être  considé- 
rées comme  le  premier  degré  de  grandeur  de  ces  quantités  ; 
alors  X et  Y redeviennent  x et  y,  et  le  changement  de  l’ex- 
pression de  fS  U se  réduit  aux  termes  — Sx1  fil  — Syfm, 
dont  il  faut  prendre  les  intégrales  dans  les  limites  primitives. 

369.  Soit  proposé  de  déterminer  / en  x,  pour  que  l’intégrale 
f \Jdx’  -hdy,  prise  entre  deux  limites  données,  devienne  un 
minimum,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  trouver  la  plus  courte 
ligne  qu’on  puisse  mener  entre  deux  points,  sur  un  plan.  On  a 

• * J % i 

» n — .•  -—-i — : dxSdx-\-  drSdr 

<?U  =5yd  .r!  d — -, 


et 


Vdar’-t-d/2 

^D=s/a74,*+/dfd^ 


en  faisant  ^dx’  -+-d/I  = ds,  et  en  transposant  la  caractéris- 
tique $.  Intégrant  ensuite  par  parties,  on  trouve  - 

et  la  partie  affectée  du  signe  f donne  (365) 


dÿ 

-•  ds 


■ o, 


d’où 


•.  ËiE r Ë2."  — C'  r — f'  x f" 


Ce  résultat,  ainsi  qu’on  devait  s’y  attendre,  désigne  la  ligne 
droite,  et  les  constantes  qu’il  renferme  serviront  à remplir  les 
conditions  relatives  aux  points  entre  lesquels  elle  doit  être 
menée.  ... 

La  partie  qui  est  délivrée  du  signe  f,  ou  ?(366),  ne  conte- 
nant que  les  variations  des  coordonnées  des  points  extrêmes, 

. 29* 
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s’évanouil  quand  ils  sont  fixes,  et  les  constantes  C' et  C"  se 
déterminent  alors  en  assujettissant  la  droite  proposée  à passer 
par  ces  points. 

Quand  ils  ne  sont  pas  fixes,  mais  qu’ils  doivent  seulement 
se  trouver  sur  des  courbes  données,  il  faut  que  les  quantités 
x'  et  y,  x"  et  y",  qui  sont  inconnues,  satisfassent,  ainsi  que 
leurs  variations,  à l’équation  ç" — </  = o , qui  devient 

Ax"  , d r"  dx'  , i\y  , 

-T-rr  S x"  -t-  -f-r  sy  -r-r  3 X'  3/—  O, 

da"  da"  J da'  da'  J 

...  . , ».’*■*  f . . » * • ' . 

et  aux  équations  des  courbes  données,  dont  je  représenterai 
les  différentielles  par 

d/  = mAx,  Ay—  nAx; 

on  aura  donc  (367),  , , 

■ . • . S/  = m'Sx'f  Sf  = n"Sx", 

v.  - , * - ’ * 

fAX*  , ‘,dy"\  , _ (Ax1  , d/N.’, 

(ïï7-+n  J7')s^-\Â7^m  tr)8x-0: 

A cause  de  l’indépendance  des  variations  Sx"  et  Sx celte 
équation  se  partage  dans  les  suivantes  : 

Ax"  -h  n" Ay"  ==,o,  ou  — •' 


m 


. , d/  i r 

d^=°’  ou  di'=--’’ 


m 


qui  expriment  que  la  droite  proposée  doit  être  normale  à cha- 
cune des  courbes  données. 

D’après  l’équation  y = C'a;  -t-C",  on  a dj  = C'dar  pour  tous 
les  points  de  la  droite,  et  les  équations  précédentes  devien- 
nent en  conséquence  ; 

i C'n"  — o,  i+Ç'to'  = o; 

mais  la  constante  C'  dépend  des  coordonnées  des  points  ex- 
trêmes, puisque  l’équation  de  la  droite  menée  par  ces  points, 
étant  , •:  ’ •.  4 

r" 


r-* 


x — X 


— x'), 
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dpnne  . 

• > * X 9 — 

• " * • ,•  i ' , ’ 1 

et  substituant  cette  valeur  de  C',  il  en  résulte  les  équations 

x' — x"  + n"[y — y)  = O,  x'  — x"4 - ni' (y — y")  — o, 

dont  la  combinaison  avejc  celles  des  courbes  données  déter- 
mine les  points  par  où  passe  la  plus  courte  distance  de  ces 
courbes,  et  complète  la  solution  du  problème  proposé.  ■ 

On  arriverait  aux  mêmes  équations,  en  supposant  d’abord 
que  les  points  extrêmes  soient  fixes,  circonstance  dans  laquelle 
on  a,  entre  x et  y,  l’équation 


En  effet,  par  cette  relation,  l’intégrale  J da:1 
entre  les  abscisses  x'  et  x". 


■ d/*  devient, 


( x'  — x” ) y/nT^ZZZy—  y (*' — y -t-  (/ — f Y ; 

et  la  seule  application  du  calcul  différentiel  suffit  pour  déter- 
miner le  minimum  de  cette  expression,  en  ayant  égard  à la 
dépendance  qu’établissent  entre  x1  et  y,  x"  et/",  les  équa- 
tions des  courbes  données. 

C’est  ainsi  qu’on  pouvait  achever,  sans  le  secours  de  l’équa- 
tion — <f'=o,  que  les  méthodes  de  Bernoulli  et  d’Euler  ne  ' 
donnaient  pas,  la  solution  des  problèmes  semblables  au  précé- 
dent, toutes  les  fois  que  l’on  savait  obtenir  l’intégrale  propo- 
sée ; mais  en  considérant  que  cette  intégrale  est  une  fonction 
implicite  des  quantités  qui  se  rapportent  à ses  limites,  M.  Pois- 
son, du  moyen  de  la  différentiation  sous  le  signe  /(281),a 
cherché  immédiatement,  par  rapport  à ces  quantités,  les  con- 
ditions du  maximum  absolu  de  l’intégrale  proposée,  et  est 
parvenu  à l’équation  «/"  — f'  = o,  telle  qu’elle  résulte  de  la 
méthode  des  variations  (*). 

■ ’ - , --  - --  - — - 

(*)  Voyez  le  Traité  in-4°>  tome  H,  page  74^  ‘ ' 
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370.  Le  problème  du  n°  précédent  étant  transporté  dans  l’eg- 
pace,  conduit  à déterminer  z etj  en  fonctions  de  x , dans  l’ex- 
pression J t/d^c’-t-d^+da2-  En  faisant  v,d^2+dj3H-d23’=di, 
il  vient 

p ^ h-  /£«, 

=*îj,+«r#r+4!,>_if(d*î»,+dfe»  r+dîijè. 

• d*  d«  J d*  J \ ds  - d$  J as  J . 

. * . 1 . ■ / * - 

La  partie  affectée  du  signe  / fournit  les  trois  équations 


d# 

d* 


.d r .di 

d-^-=o,  d -j—  = o, 
ds  d* 


• * » 
dont  toutes  les  combinaisons  deux  à deux  s’accordent  a donner 

d z ' da  " 

-j—  = const. , -j — = const., 
d.r  dj 

et  montrent  que  la  ligne  cherchée  est  droite. 

Si  cette  droite  doit  être  menée  entre  un  point  donné  dans 
l’espace  et  une  surface  courbe  dont  l’équation  différentielle  soit 

da  = pdx  4-  qdy, 

il  faudra  qu’à  la  dernière  limite.  Sz"  = p"  Sx"  -+-q"Sy".  La  pre- 
mière étant  fixe,  rendra  <p'  = o,  et  la  valeur'  de  Sz"  changera 
ç"  = o en  < 

(d  x"  + p"dz")Sx"  ■+■  (dy"  -+-  q"d  z")Sf  = o ; 

égalant  à zéro  les  coefficients  des  variations  indépendantes,  il 
viendra 

dx"  + p"dz"  = o,  v dy”  +q"dz"=o, 

d’où  l’on  verra,  par  le  n°  150,  que  la  droite  cherchée  est  nor- 
male à la  surface  donnée. 

Si  cette  plus  courte  ligne  doit  être  tout  entière  sur  une  sur- 
face courbe  donnée,  il  faudra  que  les  variations  Sx,  Sy,  Sz  sous 
le  signe  /,  satisfassent  à l’équation  différentielle  de  cette  sur- 
face, que  je  représenterai  par  dz  =/>(}■* -+- ?d/ : on  fera 
donc  ■ . . . • 

’ Sz  = pSx-\-qSy 
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• dans  f3\ J,  qui  deviendra,,  par  cette  substitution. 


De  la  partie  affectée  du  signe  J , on  tire  les  équations 


, dar  . dz  , dr  , d z 

•d- I-  pA  — = o,  d-f-+çdT-  = o, 

ds  1 di  di  ’ d« 


dont  une  seule  suffit  (361),  conjointement  avec  celle  de  la 
sürface  dpnnée,  pour  déterminer  la  nature  de  la  ligne  la  plus 
courte  qu’on  puisse  mener  sur  cette  surface  entre  deux  de  ses 
points. 

•En  supposant  que  cette  ligne  doive  être  menée  entre  .un 
point  fixq  ef  une. courbe  prise  sur  la  même  surface,  on  aura 
d’abord  ÿ'=o;  et  désignant  par  dj=/td;r  l’équation  diffé- 
rentielle de  la  projection  sur  le  plan  des  xy,  de  la  courbe 
donnée,  il.  viendra  S y"  — n"5x"  ; puis  l’équation  <p"  = o,  se. 
changeant  en  ' ’ 

Ax" +p"Az" +{Ay"+-q"Az")n"  = o,  • 


exprimera  que  les  deux  cdurbes  dont  il  s’agit  se  coupent  à 
angle  droit. 


371.  Je  .vais  encore  chercher  la  relation  de  x à y,  propre  à 


rendre  minimum  l’expression 


/^Ax* 
~== 


â£. 


dans  laquelle  je 


457. 


• -X  • 


m 


r ; * .) 


!(r-Y) 

considérerai  Y-comme  une  fonction  dés  coordonnées  x'  et/', 
x".ely",  relatives  aux  limites  (*).  S ' 

Pour  résoudre  la  question  dans  toute  sa  généralité,  il  faut 
faire  varier  Y,  aussi  bien  que  y (368).  Soient 


SS 
' • 


il  viendra 


— Y ) = «,  + d»J  = ds; 


3y  — ti\ 


. , ilx  . , 
ods  = d«x  + 
ds 


afd*r 


-•  (")  Ce  problème  est  celui  de  la  brachistochrone,  courbe-le  long  de  laquelle  . , ’ .1-  . j 

un  corps  descend  dans  le  moins  de  temps  possible,  d'un  point  à un  autre. 

uSdlEviv'  /WUC  n kvj.  • */ *-^1  t fcM*  ~ 1 i i iitr-  i ■ ■ i ■ *•  •»  ,v  ■ 

Vo  üï  . T.*-».  » j-t"  •' 


:<wV’ 

■ fcA.  . •-•  »*, 


'•Si’fSCf' «.  %££■  A 

. '-r  . - . ' »*  . * - 


1 
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...  rds  dx  , • dr  , 

=ttJ  *+7T,3*-'-ïrrs*:>' 

- fhi*Sx+(îi  + iÈL\ly 

J | «ds  \u3  udsj 


U • 

'V 


# "*•' 

' r*>v 


y 


On  tire  des  termes  où  3a:  et  3/  sont  affectés  du  signe  f,  les 
■équations 


, di  ds  . dr 

d— p=o,  — + d-4-=o; 
«dî  ' u 3 /«Ij 


la  première,  qui  est  la  plus  simple,  donne 


dx  „ „ , do:  — _ 

— ;-=^C,  d ou  ■ . - = c t/a  f V — Y ) 

«ds  y/d x1  -+-  dr*  ’ ^ . 


Ce  résultat  indique  une  cycloïde  (lli);  car  si  l’on  y fait 
y — Y = z,  on  en  déduira  ' 


dx  = 


d z y/2(JJ  • y tz 


z d ; 


y/i  — 2C  ’z 


4 / — z — z 2 

V 2Ü1 


Lorsque  3 Y = o,  la  quantité  y donne,  pour  les  limites,  les 
• équations 


»V/ 


üx"  $x" dy"  8y  =zo,  do:' 3a:'  -t-  dy'iÿ  =2  o% 

d’après  lesquelles  on  reconnaîtra,  comme  dans  le  n°  369,  que, 
si  la  courbe  çhêrchée  est  menée  entre  deux  autres,  elle  doit 
les  rencontrer  à angle  droit. 

/d»v 

entre  les  limites  de  l’intégrale  proposée;  or,  l’équation 


ds  , dr 

~T  d — r»  : 

«’  «ds 


: O, 


fournie  par  le  coefficient  de  ty  sous  le  signe  /,  donne 

’ rds  dr 

I — = — — 7 — h vonst.  ; . 

J «’  «ds 


et  en  obscrvanU|ue  3Y,  ne  dépendant  point  des  variables  in- 
déterminées x et  r,  ne  doit  pas'changer  d’une  lip.v’e  •>  l’antre, 


"1  r •<  -r-  - 

• f *» lO*? Vf» V,  >!  ■*  j$Frÿ»  * 

- k c:.  : * a-k *V; , * . îi 


. «r**-  J «,t*ï 


fT'/'Ti  if 


X 4 « 


P * . 


- £ 

. 


i 


3®.  is-, 

- J 4 . 

ML  ;• 

mà 


r 
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l'équation  y" — devient 

d.r"  . Ax" 


45a 


u"  As” 
d yJ 


S Y -+• 
o*  Y - 


u"  d s"  u"  As"  • 


d.r' 


d/. 


= O; 


^ 

n'  d s'  ~ ‘ «'  d i' - . u'  A s' 


7 *S 


Si  I’od  prend  seulement  Y=y,  d’où  il  suit  S Y ==  3y',  on 
aura,  eh  réduisant  et  séparant  les  variations  relatives  à 'chaque 
limite, 


4fL,*.+ 

u'  d s'  J u!  d s 


d 'y* 

ïïw^=o: 


«"ds" 

• • 

puis  faisant,  comme  dans  le  n°  369,* 

* ’ 

■Sjr"  = n"  3 x” , 3 y — m'Sx', 

d x 

et  se  rappelant  que  C,  les  équations  ci-dessus  prendront 

la  forme 

d y"  d r" 

C.-H  „ n"  = o,  C H — m!  = o, 

• «"di"  a d s 


d’après  laquelle  n"  = m'.  Ce  résultat  liait  voir  qu’aux  points  où 
la  courbe  cherchée  rencontre  les  courbes  données,  ceHes-cj  * 
doivent  avoir  leurs  tangentes  parallèles.  De  plus,  l’équation 
relative  à la  dernière  limite,  revenant  à t 

• d x"  S x"  •+■  dy'  S y = o,  . . • 

montre  encore  que  la  courbe  cherchée  doit  couper  à angle 
droit  la  seconde  courbe  donnée. 

372.  Les  problèmes  préçédents  se  rapportent  à des  maxi- 
mums ou  à des  minimums  absolus;  en  voici  un  où  il  s’agit  de 
maximums  et  de  minimums  relatifs  : Parmi  toutes  les  relations 
que  peuvent  avoir  entre  elles  les  variables  x,  y et  qui  donnent 
une  même  valeur  à l’intégrale  indéterminée  fW,,  prise  depuis 
\ = x'  jusqu’à  x = x",  trouver  celle,  qui  rend  la  formule  fU  un 
maximum  ou  un  minimum,  dans  les  mêmes  circonstances.  Ce 
problème  se  résout  en  égalant  à zéro  la  variation  de  la  fonc- 
tion f U +a/lJ,,  a étant  un  coefficient  constant  indéterminé. 
.Ce  n’est  pas  ici  le  lieu  de  démontrer  en  détail  cette  règle;  on 
conçoit  d’ailleurs  que  si  la  fonction  ci-dessus  est  un  maximum 
ou  un  minimum,  et  que  l’on  fasse  fli,—  A,  l’intégrale  7 U aura 

toujours  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  des  valeurs  qu’elle 

* 


•!  fl 
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pourrait  prendre  dans  celte  hypothèse  (*).  Le  coefficient  indé- 
terminé a sert  à remplir  la  condition  fü,  = A. 

Si,  par  exemple,  on  demandait  la  courbe  qui,  sous  un  péri- 
mètre donné,  renferme  le  plfis  grand  ou  le  plus  petit  espace, 
on  aurait  . ' 

» /U-f-a  f U|=  f > 


en  faisant 
signe  J serait 


d j3  = ds,  la  partie  de  la  variation  affectée  du 


~f { (d-r+ad  if  ) (d*~«d  57) 


et  donnerait  les  équations 


d oc 

d_y  -f-  a d =s  o,  dx- 


,dr. 


R V*  •.  U 


adds~°’ 


dont  une  seule  suffit  pour  déterminer  la  courbe  cherchée  (365)  ; 
mais  le  calcul  est  plus  simple  lorsqu’on  les  emploie  toutes  deux. 
Leurs  intégrales  • - f 


d.r 

étant  mises  sous  la  forme 


■■G,  x-a^  = C, 
a s 


i 

1»  v;  jVv  ■ 

Ï>Y' 


X — C'=  a 


dar  dr 

-r—>  x — C = — a — , 
d .s-  d « 


ensuite  élevées  au  carré,  puis  ajoutées  membre  à membre, 
conduisent  à 

lX  — C')5-l-(*—  C)’  = a', 

\ . 

ce  qui  désigne  un  cercle  dont  le  rayon  est  a. 

Ce  rayon  se  détermine  d’après  la  valeur  assignée  au  péri- 
mètre f \!dx*  + df  ; les  constantes  C et  C'  peuvent  servir  à 
faire  passer  le  cercle  par  des  limites  fixes  et  dônnées.  Il  est 
doué  du  maximum  d’aire,  lorsqu’il  tourne  sa  concavité  vers 
l’axe  des  abscisses,  et  du  minimum,  si  le  contraire  a lieu.  Tel 
est  le  cas  le  plus  simple  du  problème  des  isopérimè  1res,  ainsi 
nommé  parce  que  l’on  n’y  considéra  d’abord  que  des  courbes 
de  même  périmètre.  , 


(*)  Vc \jrct  Je  Traité  in-4°,  tome  11,  page  8o3. 
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MALLET-BACHELIER , 

Cendre  et  Successeur  de  Bachelier, 

IMPRIMEUR -LIBRAIRE  DU  BUREAU  DES  LONGITUDES  — DE  L’OBSERVATOIRE 
IMPÉRIAL  DE  PARIS  — DE  L'ÉCOLE  IMPÉRIALE  POLYTECHNIQUE  — DE 

l'école  impériale  centrale  des  arts  et  manufactures  — du  dépôt 

CENTRAL  DE  L’ARTILLERIE  — DE  LA  SOCIÉTÉ  MÉTÉOROLOGIQUE  DE  FRANCE 
— DES  COMPTES  RENDUS  HEBDOMADAIRES  DES  SÉANCES  DE  L’ACADÉMIE  DES 
SCIENCES — DES  ANNALES  DE  CHIMIE  ET  DE  PHYSIQUE. 


ARITHMÉTIQUE. 

fBOURDON , ancien  examinateur  d’admission  à l’Ecole  Polytechnique.  — Élé- 
ments d’ Arithmétique;  3a*  édit.,  rédigée  conformément  aux  nouveaux  Pro- 
grammes de  l’enseignement.  In-8;  1862.  {Adopté  par  l'Université) 4 R** 

i FAT  ON  (le  F.),  de  la  Compagnie  de  Jésus.  — Traité  d*  Arithmétique 
théorique  et  pratique , en  rapport  avec  les  nouveaux  Programmes  d’ensei- 
gnement, terminé  par  une  petite  Table  do  Logarithmes  disposée  comme  les 
Tables  de  Callet.  Chaque  théorie  est  suivie  d’un  choix  d’Kxerctce*  gradués  de 
calcul  et  d’un  grand  nombre  de  Problèmes.  3e  édition,  revue  et  corrigée.  In-i2; 
1861 . ( L’introduction  de  cet  ouvrage  dans  les  Ecoles  publiques  a été  autorisée  par 
décision  du  Ministre  de  V Instruction  publique  et  des  Cultes.).. .....  2 fr.  y5  c. 

fFATON  (le  P.).  — Questionnaire  sur  les  premiers  éléments  de  l’Arith- 
métique, à l’usage  des  établissements  qui  suivent  le  Traité  d’ Arithmétique  de 

cet  auteur.  In-12;  1861 c. 

fLZONNET  (E.),  agrégé  de  l’Universitc,  professeur  de  mathématiques  pures  et 
appliquées  au  lycée  Louis-le-Grand,  examinateur  suppléant  à l’Ecole  Navale. — 
Eléments  d’Arithmétique.  3®  édition,  rédigée  conformément  au  Programme 
o/fieiel  des  Lycées,  ln-8,  avec  figures  ; 1857.  ( Autorisé  par  l’Université.). . 4 fr* 

fLIONNET  (E.) — Complément  des  éléments  d’Arithmétique,  comprenant  les 
Approximations  numériques,  à l’usage  des  candidats  aux  Ecoles  du  Gouver- 
nement et  au  Baccalauréat  ès  Sciences.  ( Autorisé  par  l’Université),  a®  édition, 


in-8  ; 1867 2 fr.  5o  c. 

— Les  Approximations  numériques  se  vendent  séparément  * 1 fr. 


iREYNAUB  l le  baron),  examinateur  pour  l’admission  à.  l'École  Polytech- 
nique, à la  Marine,  à l’Ecole  militaire  de  Saint-Cyr  et  à l’École  forestière. — 
Traité  d’ Arithmétique,  h l’usagedcs  Elèves  qui  se  destinent  àces  Écoles,  ln-8, 
afi*  éd , corrigée  et  annotée  par  M.  tirraao;  i855.  ( Adopté  par  l’Université.).  4 fr. 
fSERRET  (J. -A.),  membre  de  l’Institut.  — Eléments  d' Arithmétique . i 
l'usage  des  candidats  au  baccalauréat  ès  Sciences,  è l’Ecole  spéciale  mili- 
taire de  Saint-Cyr,  à l’École  Forestière  et  à l'Ecole  Navale.  3*  édition,  revue 
et  augmentée  de  la  Table  des  logarithmes  des  nombres  de  1 i 10,000,  calculés 
avec  cinq  décimales.  Hcdigcs  conformement  au  Programme  de  l’enseignement 
scientifique  des  Lycées.  In-8;  1861.  ( L’Introduction  de  cet  ouvrage  dans  les 
Ecoles  publiques  est  autorisée  par  décision  du  Ministre  de  l'Instruction  publique 
et  des  Cultes  en  date  du  aa  Août  1859.).. 4 fr. 
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+' VIEILLE — Théorie  générale  des  approximations  numériques,  à l’usage  des 
Candidats  aux  Écoles  spéciales  du  Gouvernement,  ln-8;  ae  édit.j  1854  - 3fr-  5oc. 

ALGÈBRE. 

BERTRAND,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Napoléon . — 
Traité  (T Algèbre,  2®  édition  conforme  aux  derniers  Programmes  officiels  de 

renseignement  dans  tes  Lycées.  In-8;  1 855 6 fr. 

BOBILLIER  (E.-E.),  — Principes  d’ Algèbre.  5®  édition;  in -8;  1861.  {Ou- 
vrage adopté  par  le  Ministre  de  l’Agriculture  et  du  Commerce  pour  les  Écoles 

nationales  d’ Arts  et  Métiers.). . 3 fr.  5o  C* 

hBOURDON. — Éléments  d’Algèbre,  avec  Notes  signées  Prouhet.  ia®  édit., 

in-8;  1860 . {Adopté par  V Université.) 8 fr. 

BRIOT  (Ch.),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Saint-Louis  , 
Docteur  ès  Sciences,  etc. — Leçon»  d* Algèbre,  à l'usage  des  candidats  au  bac- 
calauréat ès  Sciences  et  aux  Ecoles  spéciales,  entièrement  conformes  aux  Pro- 
grammes pour  l’enseignement  des  lycées  et  l'admission  aux  écoles  spéciales.  Nou- 
velle édition.  2 vol.  in-8,  ensemble..... 8 fr. 

La  première  Partie,  à l’usage  des  élèves  de  la  classe  de  seconde  et  des  candi- 
dats au  baccalauréat  ès  Sciences.  5®  éd.  In-8  avec  fig.;  1861...  3 fr.  5o  c. 

La  deuxième  partie,  à l’usage  des  élèves  de  Mathématiques  spéciales.  4e  édi- 
tion. ln-8,  avec  figures,  1862 4 fr»  5o  c- 

fCHOÇUET,  docteur  ès  Sciences,  ancien  répétiteur  à l’Ecole  d’Artillerie  de  la 
E lèche,  professeur  de  Mathématiques.  — Traité  d’ Algèbre.  In- 8;  1856. 

7 fr.  5o  c. 

Cette  édition  contient  le  supplément  à l'Algèbre  de  MM.  MAYER  et  CHO- 
QUET.  {L'introduction  de  cet  ouvrage  dans  les  Écoles  publiques  a été  au - 
lorisée  par  décision  du  Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Cultes.) 
HEEGMANM  ( Alph.),  membre  de  la  Société  des  Sciences  et  Arts  de  Lille.  — 
Essai  d’une  nouvelle  Méthode  de  Résolution  des  Equations  algébriques 

au  moyen  des  séries  infinies.  ier  Mémoire,  in-8  J 1861 I fr.  5o  c. 

fLACROXX.  — Éléments  d’Algèbre,  à l’usage  des  candidats  aux  Écoles  du 
Gouvernement.  21®  édit.,  revue,  corrigée  et  annotée  conformément  aux  nouveaux 
Programmes  de  l’enseignement  dans  les  Lycées,  par  M.  Prouhet , professeur  de 
Mathématiques.  1884.  {L'introduction  de  cet  ouvrage  dans  les  Écoles  publiques  a 
été  autorisée  par  S.  Ex.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Cultes  le 

27  juillet  1861) 6 fr. 

iLIONNET,  professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  Louis-le-Grand. — Algèbre 
élémentaire,  à l’usage  des  Candidats  au  Baccalauréat  ès  Sciences  et  aux  Ecoles 
du  Gouvernement,  rédigée  conformément  aux  programmes  officiels  des  Lycées. 
2®  édition,  comprenant  toutes  les  Matières  exigées  pour  l'admission  À l’École 

Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  ln-8;  i858. 4 fr» 

tROUCHÉ,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  au  Lycée  Charle- 
magne. — Éléments  d'Algèbre,à  l’usage  des  Candidats  au  Baccalauréat  ès 
Sciences  et  aux  Ecoles  spéciales,  rédigés  conformément  aux  Programmes  de  l’en- 
seignement scientifique  des  Lycées.  ln-8  avec  28  figures  dans  le  texte;  1857.  4 fr. 
SAINT-LOUP  (!•.)»  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Stras- 
bourg. — Traité  de  la  résolution  des  équations  numériques,  à l’usage  des 
candidats  aux  Ecoles  Polytechnique  et  Normale.  In-8  avec  figures;  1861.  4 fr» 

GÉOMÉTRIE. 

BOBILLIER  (E.-E.)  — Cours de  Géométrie,  ta®  édition;  in-8,  avec  figures 

dans  le  texte  ; 18G1 6 fr.  5o  c. 

i CHASLES,  membre  de  l’Institut.  — Les  trois  livres  de  Borismes  d’Euclide , 
rétablis  pour  la  première  fois,  d’après  la  Notice  et  lesLemmes  dePapptis,  et 
conformément  au  sentiment  de  R.Simson  sur  la  foîme  des  énoncés  de  ces  propo- 
sitions. In-8,  avec  25$)  fis.  1860  (Ccl  ouvrage  n'a  été  tiré  qu'a  5oo  ex.).  10  fr. 
f DUPIN. -r-  Développements  de  Géométrie,  avec  des  Applications  â la  sta- 
bilité des  vaisseaux,  aux  déblais  et  aux  remblais,  au  défilement,  à 
l’optique,  etc.,  pour  faire  suite  à la  Géométrie  analytique  de  Monge. 
ln-4,  avec  planches;  i8i3.., .....à i5  fr. 
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f DUPIN.  — Application  de  Géométrie  et  de  Mécanique  à la  Marine,  aux 
Ponts  et  Chaussées,  etc.,  pour  faire  suite  aux  Développements  de  Géométrie. 

In-4,avec  planches;  1822 ,0  fr" 

GUIMBERTEAUD,  licencie  ès  Sciences  Mathématiques. — Éléments  de  Géo- 
métrie, renfermant  plusieurs  parties  neuves,  ln-8,  avec  planches;  t855.  4 fr. 

EJONQUIÈRES  (E.  de),  lieutenant  de  vaisseau Mélanges  de  Géométrie 

pure,  comprenant  diverses  applications  des  théories  exposées  dans  le  Traité  de 
Géométrie  supérieure  de  M.  Chasles,  au  mouvement  infiniment  petit  d’un 
corps  solide  libre  dans  Pespace.  a UT  sectious  coniques,  aux  courbes  du  troisième 
ordre,  etc.,  et  la  traduction  du  Traité  de  Maclaurin  sur  les  courbes  du  troisième 
ordre,  ln-8,  avec  planches;  i85(i 5 fPi 

JONQUIÈRES  (de),  capitaine  de  frégiye.  — Essai  sur  la  génération  des 
Courbes  géométriques,  et  en  particulier'sur  celle  de  la  courbe  de  quatrième 
ordre.  ln-4°;  i858 fr- 

LACROIX  (S -F.).  — Éléments  de  Géométrie.  — ir«  Partie,  Géométrie 
plane.  CLASSE  1)E  TROISIEME.  — a*  Partie,  Géométrie  dans  l'espace. 
CLASSE  DE  SECONDE.  — 3e  Partie,  Complément  de  Géométrie.  CLASSE  DE 
MATHEMATIQUES  SPÉCIALES.  — 4e  Partie,  Notions  sur  les  courbes  usuelles. 
CLASSE  DE  RHÉTORIQUE.  17e  édition,  conforme  aux  Programmes  de  Ren- 
seignement dans  les  Lycées,  revue  et  corrigée  par  M.  Prouhet,  professeur  de 
Mathématiques,  ln-8,  avec  2>o  figures  dans  le  texte;  1 855.  (L'introduction  de 
cet  ouvrage  dans  les  Écoles  publiques  a été  autorisée  par  décision  de  S.  Ex.  te  mi- 
nistre de  l’Instruction  publique  et  des  Cultes  du  27  juillet  1861) 4 fr. 

LEGENDRE.  — Éléments  de  Géométrie,  avec  Additions  et  Modifications; 
par  M.  A.  lllanchet.  10'  édit.;  in-8,  avec  lïg.  dans  le  texte;  1862 4 fr. 

’ MASCHERONI.  — Géométrie  du  compas  ; traduit  de  l’italien,  par  M.  Cu- 
rette, ollicier  supérieur  du  Génie.  2e  édition,  augmentée  d’une  Notice  biogra- 
phique sur  l’auteur,  ln-8  ,avec  planches;  1828 7 fr. 

"i'MASCHERONI. — - Problèmes  de  Géométrie  pratique  pour  les  Arpenteurs . 
Traduit  de  l’italien , 2e  édition,  ln-8,  avec  4 pl.;  i838 3 fr.  5o  c. 

vREYNAUD. — Théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie,  Suivis  de  la  Théorie  des 
Plans  et  des  Préliminaires  de  la  Géométrie  descriptive,  comprenant  la  partie 
exigée  pour  l’admission  à l’École  Polytechnique,  à l’usage  des  élèves  qui  se  des- 
tinent à l’Ecole  Polytechnique,  à la  Marine,  à l’Ecole  militaire  de  Saint-Cyr  et 
à l’École  Forestière.  10e  édition,  augmentée  dcsproblèmes  de  Géométrie  qui  ont 
été  proposés  dans  les  concours  des  Collèges  royaux;  in-8,  avec  planches  ; i838. 
(Adopté  par  l’Université . ) 4 fr. 

■ÉVINCENT,  membre  de  l’Institut,  et  SAIGEV  -Géométrie  élémentaire, 
refaite  sur  la  première  édition  publiée  en  1826,  suivant  les  principes  du  nou- 
veau Programme  des  études.  In-12,  avec  planches;  i855.. 2 fr.  5o  c. 

TRIGONOMÉTRIE. 

^-BOURDON. — Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique,  rédigée  conformément 
aut  nouveaux  Programmes  de  renseignement  dans  les  Lycées.  Jn-8,  avec  figures 
dans  le  texte,  i85^.  {Adopté  par  l'Université  ) 3 fr. 

^BOURGEOIS  et  CAB  ART,  anciens  élèves  de  l’École  Polytechnique. — Leçons 
nouvelles  sur  les  applications  pratiques  de  la  Géométrie  et  de  la  Trigono- 
métrie. édition,  revue  et  corrigée,  entièrement  conforme  aux  Programmes 
officiels,  ln-8  avec  planches;  1807 3 fr.  5o  c. 

rDELISLE , examinateur  de  la  Marine,  et  GEHONO,  professeur  de  Mathéma- 
tiques. — Eléments  de  Trigonométrie  rectiligne  et  sphérique.  5e  édition  , 
revue  et  augmentée,  ih-8°  avec  planches;  i85g 3 fr.  5o  c. 

*LECOINTE  (le  P.  I.-L.-A.),  de  la  Compagnie  de  Jésus,  professeur  au  collège 
Sainte-Marie  à Toulouse. — Leçons  sur  la  théorie  des  Fonctions  circulaires  et 
la  Trigonométrie.  Cet  ouvrage  est  destiné  à la  préparation  aux  Ecoles  du  Gou- 
vernement, et  spécialement  à l’Ecole  Polytechnique.  11  ronferrne  un  grand 
nombre  d’Excrcices.  Vol.  in-8°,  avec  figures  dans  le  texte;  i858 6 fr. 

•JSERRET  ( J.  A.),  examinateu  r d’admission  à l’École  impériale  Polytechnique. 
— Traité  de  Trigonométrie.  3e  éd.,  revue  cl  augmentée,  ln-8  avec  pl.;  1862. 

( L’introduction  de  cet  ouvrage  dans  les  écoles  publiques  est  autorisée  par 
décision  de  S.  Exc.  Al.  le  ministre  de  F Instruction  publique  et  des  Cultes,  en 
date  du  5 août  1862.) 4 fr. 

I. 
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APPLICATION  DE  L’ALGÈBRE  A LA  GÉOMÉTRIE. 

fBOURDON.  — Application  de  l'Algèbre  à la  Géométrie,  comprenant  la 
Géométrie  analytique  à deux  et  à trois  dimensions.  5e  édit.,  rédigée  confor- 
mément aux  nouveaux  Programmes  de  l'enseignement  dans  les  Lycées.  In-8, 

avec  planches;  1854.  {Adopté par  l’Université.  ) 7 fr.  5o  c. 

BKXOT  et  BOUOUET,  professeurs  de  Mathématiques  au  Lycée  Bonaparte. 
— Leçon*  nouvelles  de  Géométrie  analytique.  3e  édit.  In -8;  1860.  7 Ir.  5oc. 
fDELISLE  (A.),  examinateur  pour  l'admission  à l'Ecole  Navale,  professeur  émé- 
rite  et  officier  do  l'Université,  etGERONO,  professeur  de  Mathématiques. — 

Géométrie  analytique.  In-8,  avec  planches;  1 8~»4  - 8 fr. 

fGARNXER . — Géométrie  analytique,  ou  Application  de  l’Algèbre  à la 

Géométrie.  2e  édit.;  in-8,  avec  planches;  i8x3 . G fr. 

t LEROY  (C.-F.-A.),  ancien  professeur  à l'École  Polytechnique  et  à l'Ecole  Nor- 
male supérieure. — Traité  de  Stéréotomie,  comprenant  les  Applications  de  la 
Géométrie  descriptive  à la  Théorie  des  Ombres,  la  Perspective  linéaire,  la 
Gnomonique,  la  Coupe  des  Pierres  et  la  Charpente.  3e  édition,  revue  et 
annotée  par  M.  E.  Martelel. ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  professeur  de 
Géométrie  descriptive  à l'Ecole  Centrale  des  Arts  01  Manufactures,  ln-4,  avec 

atlas  de  74  planches  in-folio;  1862 26  fr. 

t LEROY.  — Analyse  appliquée  à la  Géométrie  des  trois  dimensions.  4e  édi- 
tion, revue  et  corrigée;  in-8 , avec  planches  ; 1 854 5 fr. 

ROGUET,  professeur.  — Leçons  de  Géométrie  analytique  à deux  et  À trois 
dimensions,  a®  édition,  revue  et  augmentée,  1 vol.  in-8,  avec  les  figures  inter- 
calées dans  le  texte.  Paris,  1860 ' 7 fr.  5oc. 

GEOMETRIE  DESCRIPTIVE. 

CATALAN.  — Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive.  ae  édit.  In-8 

avec  atlas  de  38 planches;  1863 7 fr.  5o  c. 

fGODRNLRIE  { de  la). — Traité  de  Géométrie  descriptive.  In*4  » avec 

Atlas  de  52  planches;  1860.  (tr®  Partie) 10  fr. 

Cet  ouvrage  contient  quatre  chapitres  qui  60m  consacrés,  i°  h la  ligne  droite 
et  au  plan;  20  au  cône,  au  cylindre  et  aux  surfaces  de  révolution;  3°  aux  pro- 
jections colées;  4°aux  perspectives  axonotuétrique,  nionodynactrîquc,  isométrique 
et  cavalière.  Les  deux  premiers  livres  contiennent  tout  cc  qui  est  exigé  pour 
l'admission  à l'Ecole  Polytechnique. 

La  2®  Partie , conprenant  le  cinquième  Livre  relatif  & la  Détermination  des 
Ombres  sur  les  figures  géométrales,  axonométriques  et  cavalières,  et  les  sixième 
et  septième  Livres  consacrés  aux  Surfaces  développables  et  gauches,  sera  publiée 

Jin  septembre  1862 10  fr. 

f LACROIX  (S. -F.)  — Essais  de  Géométrie  sur  les  Plans  et  les  Surfaces 
courbes  (Éléments  de  Géométrie  descriptive).  7e  édition,  revue  et  corrigée; 

in-8,  avec  planches;  1840 3 fr. 

LEFÉBURE  DE  FOURCY.  — Traité  de  Géométrie  descriptive , précédé 
d'une  Introduction  qui  renferme  lu  Théorie  du  Plan  et  de  la  Ligne  droite 
considérée  dans  l'espace.  5*  édit.;  2 vol.  in-8, dont  un  composé  de  3 2 planches; 

1847 10  fr. 

fLEROY. — Traité  de  Géométrie  descriptive.  6®  édition,  revue  et  annotée  p?r 
M.  Martelet , professeur  à l’Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures.  In-4,avcc 

atlas  de  71  planches;  1862 16  fr. 

fMONGE.  — Géométrie  descriptive,  suivie  d'une  Théorie  des  Ombres  et  de 
la  Perspective,  extraite  des  papiers  de  l’auteur  par  M.  Brisson,  inspecteur  divi- 
sionnaire des  Ponts  et  Chaussées.  7e  cd.;  in-4,  avec  pl.;  1847 12  fr. 

VIANT  (J.),  Agrégé  de  l'Université,  Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au 
Piytancc  impérial  Militaire  de  la  Flèche,  amicn  Elève  de  l’Ecole  Normale.  — 
Eléments  de  Géométrie  descriptive,  rédigés  conformément  ou  nouveau 
Programme  de  Saint-Cyr,  à l'usngc  de»  candidats  à ladite  Ecole,  à l’Ecole 
Navale,  à l’Ecole  Forestière,  et  au  Baccalauréat  ès  Sciences.  In-8,  avec  3 plan- 
ches; 1862. ........  2 fr.  5o  c. 
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*BALTZ£K  (Dr  Richard),  professeur  au  Gymnase  de  Dresde.  — Théorie  et  . 
applications  des  Déterminants,  avec  l'indication  des  sources  originales, 
traduit  de  l'allemand,  par  /.  Hoiicl,  Docteur  ès  Sciences,  In-8;  1861...  5 fr. 

BELANGER  (J. -B.).  — Résumé  de  Leçons  de  Géométrie  analytique  et  de 

Calcul  infinitésimal.  a®  édition,  in>8,  avec  planches;  i85g 6 fr. 

iBOUCHARLAT  (J.-L.),  ancien  élève  de  l’Ecole  Polytechnique,  professeur  de 
Mathématiques  transcendantes  am  Ecoles  militaires.  — Eléments  de  calcul 
différentiel  et  de  calcul  intégral,  y*  édition  in-8,  avec  planches  ; 1 858.  8 fr. 

-J-BRIOT,  professeur  de  Mathématiques  au  Lycée  Lottis-loGrand,  maître  de  Con- 
férences à l'Ecole  Normale  supérieure,  et  BOUQUET,  professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  Lycée  Louis-ie-Grand,  répétiteur  à l'Ecole  Polytechnique. 

— Théorie  des  Fonctions  doublement  périodiques  et  en  particulier  des 

Fonctions  elliptiques.  In-8,  avec  figures;  iW59 G fr. 

fCARNOT Réflexions  sur  la  Métaphysique  du  Calcul  infinitésimal.  In-8; 

avec  planche,  4*  edit.  ; t86o 4 fr> 

•DESBOVES , docteur  ès  sciences , professeur  au  lycée  Bonaparte.  — 
EXERCICES  POUR  LES  CLASSES  BE  MATHÉMATIQUES 
SPÉCIALES.  — Théorèmes  et  Problèmes  fur  les  Normales  aux  coniques. 
In-8;  iSGi t fr.  5o  c. 

— Géométrie  analytique.  — Théorie  nouvelle  des  Normales  aux  surfaces 

de  second  ordre,  ln-8,  avec  planche;  iSGa 3 fr.  5o  c. 

-{-DUHAMEL. — Éléments  de  Calcul  infinitésimal.  2e  édition,  a vol.  in-8  ; pi., 
1S60-1861 12  fr. 


*FRENET,  professeur  h la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon. — Recueil  d'exercices 
sur  le  Calcul  infinitésimal,  ln-8  avec  planches;  18SG 5 fr. 

‘FREYCINET  (Charles  de).  — De  l’Analyse  infinitésimale,  Étude  sur  la 
métaphysique  du  haut  calcul,  ln-8;  aveclig.  1860 G fr. 

-H» ARNIER.— Leçons  de  Calcul  différentiel.  3°  édition  ; in-8,  avec  4 pi.  G fr. 

-H2ARNIER.  — Leçons  de  Calcul  intégral.  In-8  , avec  2 pl.;  1812..  6 fr. 

‘HATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE.  — Eléments  du  calcul  infinitésimal.  In-8, 
avec  ligures  dans  le  texte  ; 18G0 6 ir. 

tJOUBERT  (le  P .),  de  la  Compagnie  do  Jésus.  — Sur  la  théorie  des  fonctions 

elliptiques  et  son  application  à la  théorie  des  nombres.  18G0. 3 fr. 

LACROIX  (S. -F.).  — Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  de  Cal- 
cul intégral.  6e  édition,  revue  et  augmentée  de  Notes  par  MM.  Uermile  et 
J. -À.  Serrât,  membres  de  l’Institut.  2 vol.  in-8,  avec  pl.;  1861-1862.. . . |5  fr. 

Celle  nouvelle  édition  du  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul 
intégral  de  Lacroix  est  exactement  conforme  è la  précédente,  publiée  en  1837  sous 
les  yeux  de  l’auteur  ; elle  en  diffère  seulement  par  les  Note»  qui  y ont  été  ajoutées  et 
que  MM.  Hermite  et  J. -A  Sorrct  ont  bien  voulu  rédiger.  Ces  Notes  sc  rapportent  h 
diverses  questions  importantes  d’analyse;  leur  étendue  est  telle,  qu’il  a paru  indis- 
pensable de  diviser  l’ouvrage  de  manière  à en  composer  deux  volumes.  Le  premier 
volume  comprend  les  Éléments  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  et  l’on 
a réuni  dans  le  second  volume  Y Appendice  relatif  à la  théorie  des  différences  et  des 
séries,  les  Notes  de  Lacroix  qui  faisaient  partie  de  la  précédente  édition,  et  enfin 
les  Notes  nouvelles  de  MM.  Hermite  et  Sorret. 

-J-LAGRANGE. — Théorie  des  Fonctions  analytiques.  Nouvelle  édition,  revue 
par  M.  J.-A.  Serret,  Examinateur  d’admission  à l’École  Polytechnique.  In-4; 
1847 18  fr. 

LAMARLE  (Ernest),  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées.  — Exposé 
général  du  Calcul  différentiel  et  intégral,  précédé  de  la  Cinématique  dn 
point,  de  la  droite  et  du  plan,  et  fondé  tout  entier  sur  les  notions  les  plus  élé- 
mentaires de  la  Géométrie  plane,  ln-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1861 . . 3 fr. 

-J-LAMÉ  (G  ).  — Leçons  sur  les  Fonctions  inverses  des  transcendantes  et  les 
surfaces  isothermes.  In-8  avec  figuresdans  le  texte;  1857..,.. 5 ir. 
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iLAMÉ  (G.).  - Leçons  sur  les  Coordonnées  curvilignes  et  leurs  diverses  ap- 
plications. ln-8  avec  figures  daus  le  telle  ; ib5g ....  5 fr. 

LAURENT  (l’abbé),  ancien  professeur  de  rUniversité.  — Traité  de  Calcul 
différentiel,  à l’usage  des  aspirants  au  grade  de  licencié  ès  sciences  mathéma- 
tiques. Ln-8  ; avec  figures  dans  le  texte  ; 1853 7 

MOIGNO  (l’abbé).  — Leçons  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  ipté^ral, 
rédigées  d’après  les  méthodes  et  les  ouvrages  publiés  ou  inédits  de  A.-L-  ÇaycKjr. 
'Totuc  W y premier  fascicule.  — Calcul  des  Variations.  ln-8,  1861 ....  6 fr . 

fMOUREY  (C.-V.).  — La  vraie  Théorie  des  Quantités  négatives  et  f|es 
Quantités  prétendues  imaginaires.  (Dédié  aux  amis  de  l’évidence.)  2®  édi- 
tion; in- 12  avec  figures  dans  le  texte;  1861 2 fr.  5o  c. 

iFAINVIN  (L.),  docteur  ès  sciences  mathématiques,  agrégé  de  l’Université, 
professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée  impérial  de  Douai.  — Applica- 
tion de  la  Nouvelle  Analyse  aux  Surfaces  du  second  ordre,  ln-8;  1 861 . q tr* 
PONCELET,  de  l’Institut  de  France.  — Applications  d’ Analyse  et  de  Géo- 
métrie qui  ont  servi,  en  1822,  de  principal  fondement  au  Traité  des  Pro- 
priétés projectives  des  figures,  comprenant  la  matière  de  SEPT  CAHIERS 
MANUSCRITS  rédigés  à Saratoff  dans  les  prisons  de  Russie  (1 8 1 3 k 1 8 1 4 )» 
et  accompagnés  de  divers  autres  écrits,  anciens  ou  nouveaux,  annotés  par  l’Au- 
teur et  suivis  d’ Additions  par  MM.  Mannheim  et  Moutard,  anciens  Elèves  de 
l’Ecolo  Polytechnique.  Volume  in-8,  de  5^8  pages,  avec  20a  figures  dans  le  texte. 

Imprimé  sur  carré  fin  satiné;  186a 10  fr. 

fSTURM,  membre  de  l’Institut.  — Cours  d’ Analyse  de  l’École  Polytechnique, 
publié  d’après  le  vœu  de  l’auteur  par  M.  JE.  Prouhet,  professeur  de  Mathématiques. 
2 vol  in-8  avec  figures  dans  le  texte;  1857— 1 85q.  ta  fr. 


STATIQUE  ET  MÉCANIQUE. 

EBENOXT  (P.-M.-N.),  ingénieur  civil,  ancien  élève  de  l’Ecole  Polytechnique, 
l’un  des  cinq  fondateurs  de  l’Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  — La 
Règle  à Calcul  expliquée,  ou  Guide  du  Calculateur  A l’aide  de  la  Règle 
logarithmique  A tiroir,  dans  lequel  on  indique  le  moyen  de  construire  cet 
instrument,  et  l’on  enseigne  à y opérer  toutes  sortes  de  calculs  numériques. 
Fort  volume  in-12,  avec  pl.  ; i853... *>  fr. 

La  Règle  À Calcul  ( Instrument  par  Gravct-Lenoir ) se  vend  séparément  6 fr. 
*BONNET  ( Ossian  ),  répétiteur  à l’Ecole  Polytechnique.  — Leçons  de  Méca- 
nique élémentaire,  à I usage  de»  Candidats  à l’Ecole  Polytechnique  et  à l’Ecole 
Normale  supéiieure.  Première  partie  avec  1 35  figures  intercalées  dans  le  texte. 

In-8;  i858 4 fr. . 5oc. 

BOUCHARLAT  ( J.-L.),  ancien  Professeur  de  Mathématiques  transcendantes 
aux  Ecoles  militaires.  — Eléments  de  Mécanique.  4e  édit.;  1 vol.  in-8,  avec 

10  planches;  1861 « 8 fr. 

BÉLANGER  (J. -B.),  Professeur  à l’Ecole  des  Arts  et  Manufactures,  ancien 
Ingéuieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées.  — Théorie  de  la  Résistance,  de  la 
Torsion  et  de  la  Flexion  plane  des  solides  dont  les  dimensions  transver- 
sales tont  petites  relativement  à leur  longueur,  a®  édition  augmentée,  ln-8  avec 

planches;  1862 4 fr*  5°  c* 

tBRESSE  , ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  de  Mécanique  à l’Ecole 
des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à l’Ecole  Polytechnique.  — Cours  de  Méca- 
nique appliquée,  professe  à l’Ecole  impériale  des  Ponts  et  Chaussées,  impar- 
tie, Résistance  des  matériaux  et  Stabilité  des  constructions.  2®  partie. 
Hydraulique  2 vol.  in-8, avec  figures  dans  lo  texte;  1869  et  1860....  16  fr. 

Chaque  partie  se  vend  séparément 8 fr. 

FBRESSON  (C.).  — Traité  élémentaire  de  Mécanique  appliquée  aux 
sciences  physiques  et  aux  arts.  (Mécanique  des  corps  solides.)  in -4  et  Atlas 
de  18  planches  doubles  ; 1842 |5  fr. 

Les  principe*  de  la  Mécanique  appliquée  aux  science*  physiques  *ont  rlémoctré*  dan»  ect  ouvrage 
#t«c  l/»  méthode*  le»  plu*  élémentaire^  des  diverses  branche*  de  l’analyse  mathématique,  et  les  règles 
gui  s’en  déduisent  sont  éclaircies  par  des  application»  numériques  à un  grand  nombre d'cxejuple». 

DUHAMEL,  Membre  de  l’Institut.  — Cours  de  Mécanique.  3e  édit.,  2 vol. 
in-8  avec  planches;  1862 12  fr. 

Lp  lorqe  1er  est  publié. 

Le  tome  II  est  sous  presse. 
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FHEYCINET  (Charles  de),  ingénieur  au  corps  impérial  des  Mines.  — Traité 
de  Mécanique  rationnelle,  comprenant  la  Statique  comme  c.is  particulier  do 

la  Mécanique,  avec  figure»  dans  le  texte,  a vol.  in-8;  • 858 14  fr. 

‘FüRIET. — Éléments  de  Mécanique,  exposés  suivant  le  Programme  de  M.  le 
Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Cultes,  du  3o  août  i.Svi,  pour  le  Racca- 
laurcalès  Sciences,  à l'usage  des  Candidats  aux  Ecoles  spéciales,  des  Elèves  des 
Ecoles  professionnelles,  des  Ingénieurs,  Conducteurs , et  de  toutes  les  personnes 
qui  désirent  s'initier  aux  principes  de  la  Mécanique  pratique,  ln-8,  avec  140 

figures  dans  le  texte;  i8f>6 6 tr. 

f GARNIER  — Leçons  de  Statique,  à l'usage  des  aspirants  h l'Ecole  impériale 

Polytechnique.  In-3 , avec  planche»  ; 1811 4 fr* 

vHATON  DE  LA  GOUPILLIÈRE  (J. -N.),  ingénieur  des  Mines,  professeur 
de  Mécanique  à l’Ecole  impériale  des  Mines,  professeur-suppléant  de  Méca- 
nique à la  t aculté  des  Sciences  de  Paris,  répétiteur  de  Mécanique  à l'École 
Polytechnique.  — Traité  théorique  et  pratique  des  Engrenages.  In*8  avec 

figures  dans  le  texte;  1861 3 fr.  5o  c. 

HIRN  (C.«F.),  Notice  sur  la  Transmission  télodynamique.  (Short  notice  of 
the  lelodynamic  transmission  of  motive  power .)  La  traduction  est  en  regard  du 
texte  anglais,  ln-8,  avec  planches;  186a 1 fr.  5o  o. 

JARIEZ  (J.).  — Cours  élémentaire  de  Mécanique  industrielle  à l'usage  des 
élèves  des  Ecoles  impériales  d'Arls  et  Métiers,  2®  édition,  a parties  et  a allas; 
in-8;  1849 . . i5  fr. 

* JULLIEN  (le  P.)f  de  la  Compagnie  de  Jésus.  — Problèmes  de  Mécanique 

rationnelle  disposés  pour  servir  d'application  aux  principes  enseignés  dans 
les  Cours.  Cet  ouvrage  renferme  les  que&tions  nouvellement  introduites  dans  le 
Programme  de  la  Licence  et  de  nombreuses  applications  pratiques,  a vol.  in-8, 

avec  figures  dans  le  texte;  1 855 ta  fr. 

vLAGRANGE. — Mécanique  analytique.  Troisième  édition,  revue,  cor- 
rigée. et  annotée  par  M.  J.  Bertrand,  Membre  de  l'Justitut.  2 vol.  in*4  ; 
i855 4°  ”*• 

* MAHISTRE. — Cours  de  Mécanique  appliquée.  In-8,  avec  an  figures  inter- 

calées dans  le  texte;  i858 . 81r. 

- MONGE.  — Traité  élémentaire  de  Statique,  & l'usage  des  Ecoles  de  la  Ma- 
rine. 8®  édition  conforme  à la  précédente,  revue  par  M.  Hachette,  membre  de 
Plnstitul;  et  suivie  d'une  Note  contenant  une  nouvelle  démonstration  du 

parallélogramme  des  forces;  par  M.  Aug.  Cauchy.  In-8;  1846 4 fr* 

vPOINSOT  (L.  ),  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  Conseiller 
titulaire  au  Conseil  de  ('Université.  — Éléments  de  Statique,  suivis  de  quatre 
Mémoires  sur  la  Composition  des  Moments  et  des  Aires;  sur  le  plan  invariable 
du  Système  du  Moude;  sur  la  Théorie  generale  de  l'Équilibre  et  du  Mouvement 
des  Systèmes;  et  sur  une  Théorie  uouvelle  de  la  Rotation  des  Corps  ( ouvrage 

adopté  pour  l’Instruction  publique).  10®  édit.  In-8  avec  pl. ; 1861 6 fr. 

tPOISSON  ( S.-D.  , membre  de  l'Institut.  — Traité  de  Mécanique.  2® édition, 
considérablement  augmentée  ; 2 forts  vol.  in-8;  ib33 18  fr. 

RESAL  (H.),  ancien  Elève  de  l'Ecole  Polytechnique.  — Éléments  de  Méca- 
nique, rédiges  d'après  les  Programmes  d'admission  pour  l'Ecole  Polytechnique 
adoptes  par  l'Université  impériale,  suivis  d'additions  relatives  à la  Mécanique 
des  systèmes  de  points  matériels,  extraites  des  Leçons  de  Mécanique  physique, 
professées  de  i83S  à 1848,  à la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  par  M.  Poncelet. 

Nouvelle  édition,  revue  et  corrigée.  In-8,  avec  planche*;  1862 4 fr*  5o  c. 

RESAL  (H.),  Ingénieur  des  Mines.  — Traité  de  Cinématique  pure.  In-8, 

avec  ligures  dons  le  texte;  1862.  (Sera  publié  en  septembre  1862) 6 fr. 

fSTURM,  Membre  de  l'Institut.  — Cours  de  Mécanique  de  l'École  Polytech- 
nique, publié,  d'après  le  vœu  de  l'auteur,  par  M.  E.  Prouhet , Répétiteur  à 

l'Ecole  Polytechnique.  2 vol.  in-8  avec  figures  dans  le  texte;  i8fii 12  fr. 

‘VIEILLE  (J.),  maitre  de  Conférences  h l'Ecole  Normale,  professeur  de  Mathé- 
matiques supérieures  au  Lycée  Louis-le-Grand-  — Cours  complémentaire 
d’ Analyse  et  de  Mécanique  rationnelle,  professe  à l'École  Normale,  ln-8, 
avec  planches;  1 85 1 7 fr. 
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TABLES  DE  LOGARITHMES. 

BOUCHÉ  (A.),  Professeur  de  Malhématioucs  au  Lycée  impérial  et  à l’École 
supérieure  d’Angers.  — Notice  sur  les  Usages  d'un  nouveau  Système  de 
Tables  de  Logarithmes.  In-8,  avec  une  planche  et  figures  dans  le  texte; 

1865 • i fr.  5o  c. 

CALLET  (F.). — Tables  portatives  de  Logarithmes , contenant  les  loga- 
rithmes des  nombres  depuis  1 jusqu’à  108  000,  les  logarithmes  des  sinus  et 
tangentes  de  seconde  en  seconde  pour  les  cinq  premiers  degrés,  de  dix  en  dix 
secondes  pour  tous  les  degrés  du  quart  de  cercle,  etc.  In-8;  tirage  de  1861.  t5  fr. 
*HOUEL. — Tables  de  Logarithmes  à cinq  décimales,  pour  les  nombres  et 
les  lignes  trigonométriques,  suivies  des  Logarithmes  d’addition  et  de  sous- 
traction ou  Logarithmes  de  Gauss  et  de  diverses  Tables  usuelles.  In-8; 
i858.  ( L'introduction  de  cet  Ouvrage  dans  les  Écoles  publiques  est  autorisée 
par  décision  du  Ministre  de  l'Instruction  publique  et  des  Cultes  en  date  du 

il  Août  1859.) • 2 fr. 

fHOUEL  (J.),  docteur  ès  sciences.  — Table  antilogarithmique  à 4 déci- 
males. Un  tableau  in<4 a5  c. 

f LALANDE. — Tables  de  Logarithmes  pour  les  Nombres  et  les  Sinus  à CINQ 
DECIMALES;  revues  par  le  baron  Reynaud.  Nouvelle  édition  augmentée  de 
Formules  pour  la  Résolution  des  Triangles , par  M.  llaillcul.  In- 18;  1861.  (L'in- 
troduction de  cet  Ouvrage  dans  les  Écoles  publiques  a été  autorisée  par  decision 

du  Ministre  de  l’Instruction  publique  et  des  Cultes .) 2 fr. 

fLALANDE. — Tables  de  Logarithmes,  étendues  à SEPT  DÉCIMALES,  par 
F.-C.-M.  Marief  précédées  d'une  Instruction  dans  laquelle  on  fait  connaître  les 
limites  des  erreursqui  peuvent  rcsulterde  l'emploi  des  Logarithmes  des  nombres 
et  des  lignes  trigonométriques;  par  le  baron  Reynaud,  Nouvelle  édition  aug- 
mentée de  Formules  pour  la  Résolution  desTriangles,  par  M.  Dailleul  In-ia;  c. 

1861 3 fr.  5o 

KORALEK  (Ph.3,  ancien  élôve  de  l'École  Polytechnique  de  Vienne  eu  Au- 
triche. — Méthode  nouvelle  pour  calculer  rapidement  les  Logarithmes  des 
nombres  et  pour  trouver  les  Nombres  correspondants  aux  Logarithmes. 
ln-8;  i85i 2 fr. 


COURS  DE  MATHEMATIQUES. 

fBABIHliT,  de  l'Institut,  et  HOUSGL,  professeur  de  Mathématiques.— Calculs 
pratiques  appliqués  aux  Sciences  d’observation.  In-8,  avec  7 5 figures  dans  le 

texte;  1867 6 fr. 

fCATAZJkM  (E.),  ancien  élève  de  l’École  Polytechnique.  — Manuel  des  Can- 
didats à l’École  Polytechnique.  1 vol.  in-18  avec  3o6  figures 9 fr. 

Tome  Ier  : Algèbre,  Trigonométrie,  Géométrie  analytique  à deux  di- 
mensions. In-18,  avec  167  figures  dans  le  texte;  1857 5 fr. 

Tome  II:  Géométrie  analytique  à trois  dimensions,  Mécanique.  In- 18, 
avec  i3g  figures  dans  le  texte;  1 853 4 fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément. 

tCOMBEROUSSE  (Charles.de),  ingénieur  civil.  — Cours  de  Mathématiques, 

à l'usage  des  candidats  à l’École  Centrale  des  Arts  et  Manufactures  et  de  tous 
les  élèves  qui  se  destinent  aux  Écoles  du  Gouvernement.  3 volumes  in-8,  avec 
ligures  dans  le  texto. 

Tome  Ier:  Arithmétique,  Algèbre  élémentaire 7 fr.  5o  C. 

Tome  U : Géométrie  plane , Géométrie  dans  l’espace , Complément  de  Géo- 
métrie, Trigonométrie,  Complément  d' Algèbre  (avec  flg.  dans  le  texto).  10  fr. 

Chaque  volume  se  vend  séparément.  — Le  tome  IIÏ  sera  publié  en  octobre  186a. 
fFRANCŒUR.  (L.-B.). — Cours  complet  de  Mathématiques  pures,  ouvrage 
destiné  aux  Elèves  des  Ecoles  Normale  et  Polytechnique,  cl  aux  candidats 
qui  se  préparent  à y être  admis.  4e  édition  ; 2 vol.  in-8,  avec  pJ.;  1837.  12  fr. 
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tGERONO  et  KOGRET.-  Programme  détaillé  d'un  Cours  d’ Arithmétique, 
d’ Algèbre  et  de  Géométrie  analytique , comprenant  les  connaissances  exi- 
gées pour  l'admission  aux  Ecoles  du  Gouvernement,  suivi  do  Notes  et  des  Enon- 
cés d’un  grand  nombre  de  problèmes.  ( La  Note  IV  est  intitulée  : Sur  la  théo- 
rie des  polynômes  homogènes  du  second  degré,  d’après  M.  Hermite.)  If  édit. 

entièrement  refondue,  ln-8 ; i856 S fr.  5o  c. 

tREYNAUD  — Traité  élémentaire  de  Mathématiques  et  de  Physique,  suivi 
de  Motions  sur  la  Chimie  et  sur  l’Astronomie,  à l’usage  des  élèves  qui  se 
préparent  aux  examens  pour  le  baccalauréat  és  lettres.  4*  édition  ; a vol.  in  8, 
avec  planches;  iS  J'i ta  fr. 

Le  tome  1er  se  vend  séparément 5 fr. 

rRil V h!  AUD  et  DUHAMEL , ancien  élève  de  l’École  Polytechnique.  — Pro- 
blèmes et  développements  sur  diverses  parties  des  Mathématiques. 

In-8,  avec  planches  ; i823 G fr.  5o  c. 

fSAURY , ancien  professeur  de  Philosophie  à l’Université  de  Montpellier. — 
Institutions  mathématiques  servant  rf  Introduction  à un  Cours  de  Philoso- 
phie à l’usage  des  Universités  do  France.  6e  édition:  in-8,  avec  planches: 
J 835  5 fr. 


ASTRONOMIE  ET  COSMOGRAPHIE. 

fAEAGO  (Z*.).  — Analyse  de  la  vie  et  des  travaux  de  sir  William  Herscbel. 

In-i8 i fr. 

— Astronomie  populaire.  4 vol.  avec  cartes  et  planches  (8o  fleures)  sur 

acier  et  3oo  figures  dans  le  teste 3o  fr. 

BACH,  professeur  au  Lycée  de  Strasbourg.  — Calculs  des  Eclipses  de  Soleil 

parla  méthode  des  projections.  In-8,  t86o « a fr. 

fBIOT,  membre  de  l’Académie  des  Sciences  et  de  l’Academie  Française.  — Traité 
élémentaire  d’ Astronomie  physique,  3®  édition,  corrigée  et  augmentée.  5 vo- 
lumes in-8  avec  9^  planches;  i85y 65  fr, 

BIOT  (J.- B.).  — Étude.  ■ur  l’ Astronomie  indienne  et  l’Aitronomie  ohi- 

noire  (ouvrage  posthume).  In-8;  i8Ga 7 fr.  5o  c. 

CHARPENTIER  (F.-E.-A.),  ancien  officier  supérieur.  — De  la  Pesanteur 

terrestre,  ln-8;  i85p 3 fr.  5o  c. 

COTJI* VIER-GRAVIER. — Recherches  sur  les  Météores.  In-8,  avec  figures 

et  planches;  18.59 10  fr. 

f DEIAMBRE  , membre  de  l'Institut.  — Traité  complet  d’ Astronomie  théo- 
rique et  pratique.  3 vol.  in»4  , avec  planches;  1814 4°  fr. 

fDELAMBRE.  — Histoire  de  l’Astronomie  ancienne,  2 vol.  in~4&vec  planches; 

1817 .' ?5  fr. 

fDEEAMBRE. — Histoire  de  l’Astronomie  du  moyen  Age.  1 vol.  in -4  > avec  , 

planches;  1819 20  fr. 

f DELAMBRE. —Histoire  de  l’Astronomie  moderne.  2 v . i n *4,  avec  pl . ; 1 82 1 . 3o fr. 
fDELAMBRE.  — Histoire  de  l’Astronomie  au  XVIIIe  siècle  ; publiée  par 
M.  Mathieu,  membre  de  l’Acadcmie  des  Sciences  et  du  Bureau  des  Longitudes. 

ln*4  , avec  planches  ; 1827. 20  fr. 

DELAUNAY  (Ch.),  ingénieur  des  Mines.  — Cours  élémentaire  d’ Astronomie, 
concordant  avec  les  articles  du  Programme  officiel  pour  l’enseignement  de  la 
Cosmographie  dans  les  lycées,  a®  édition,  ln-12,  avec  pi.;  1 855 . . 7 fr.  5o  c. 
iFRANCŒUR  (la.-B,).  — U rano graphie , ou  Traité  élémentaire  d’ As- 
tronomie, à l’usage  des  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques, 
des  Géographes,  des  Marins,  des  Ingénieurs , accompagnée  do  Planisphères. 

6e  édition,  revue,  corrigée  et  augmentée  d’nne  Notice  sur  la  Vie  et  les 
Ouvrages  de  l’Auteur,  par  M.  Francceur  fils,  professeur  de  Mathématiques 
spéciales  au  Collège  Chaptal  et  h l’Ecole  des  Beaux-Arts.  (Dédiée  à M.  F, 

AragOé)  r vol.  in-8,  avec  planches;  1 853 10  fr. 

tGIMOT-DESROIS  (Ml,«).  — Description  et  usages  du  Calendrier  astro- 
nomique perpétuel,  donnant  le  quantième  des  mois,  les  jours  de  la  semaine, 
les  phases  de  la  Lune,  la  place  du  Soleil  dans  l’écliptiquc  pour  un  jour  donné, 
le  lever,  le  passage  au  méridien,  le  coucher  de  ces  astres  et  des  étoiles,  ainsi  que 
les  principales  éclipses  de  Soleil  visibles  à Paris  depuis  i858  jusqu’en  1874, 
dans  l’ordre  de  leur  grandeur  et  dimension.  -2®  édition,  revue  et  augmentée 
d’indications  nouvelles.  In-8  avec  le  PLANISPHÈRE;  1861 5 fr. 
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tHARANT  (B.),  licencié  èi  sciences,  et  LAFFITE  (P),  professeur  de  Mathé- 
matiques.— Leçons  de  Cosmographie,  rédigées  d'après  1rs  Programmes  arretés 
par  la  Commission  chargée  des  attributions  du  Conseil  de  perfectionnement  et  approu- 
vées par  le  Ministre  de  la  Guerre . In-8 , avec  pl.;  1853 3 fr.  5o  c.. 

tXMÜAHO . — De  la  Mesure  du  Temps,  et  Description  de  la  Méridienne 
verticale  portative  du  Temps  vrai  et  du  Temps  moyen  pour  régler  les 
pendules  et  les  montres,  etc.  a*  édition,  lu- i8,  avec  planches  i85ç.  ifr. 
i LACROIX  — Introduction  à la  connaissance  de  la  Sphère,  In-j8;  avec 

planches;  i83i i fr.  as  c. 

tLAPLACE.  — Exposition  du  Système  du  Monde.  (ie  édition,  précédée  de 
l’Éloge  de  l’auteur  par  M.  le  baron  Fowier.  ln-4,  papier  lin,  avec  portrait; 

1^35  i5  fr. 

MATHIEU  (de  la  Drôme).  — De  la  Prédiction  du  Temps.  In-8,  a”  édit.; 

1862 a fr. 

•PONTÉCOÜLANT  (G.  de),  ancien  élève  de  l’École  Polytechnique,  colonel 
au  corps  d’Etat-major.  — Théorie  analytique  du  système  du  Monde.  uc  éd. 
considérablement  augmentée,  tomes]  et  11 , in-8;  i85(î id  fr. 

Cette  nouvelle  édition  des  tomes  I et  II  dans  laquelle  so  trouvent  les  Supplé- 
ments des  livres  II  et  V,  forme  un  Traité  complet  d’Astronomie  théorique,  et 
peut  être  considérée  comme  une  Introduction  à la  Mécanique  céleste  de  Laplace, 
et  un  Complément  à la  Mécanique  de  Poisson, 


On  vend  séparément  : 

■fLes  tomes  III  et  IV  (ire  édition') 33  fr. 

Supplémenta  aux  livres  II  et  V (ire  édition). ............... . 2 fr.  5o  c. 

Supplément  au  livre  VII  ; i8fio 2 fr.  5oc. 

L’ouvrage  complet,  4 volumes  et  ce  dernier  supplément 52  fr.  5o  p. 


CHIMIE  ET  PHOTOGRAPHIE. 

f BARRESWIL  et  DAVANNE.  — Chimie  Photographique,  contenant  les 

elémentsde  Chimie  expliques  par  desexemples  empruntés  à la  Photographie;  les 
procédés  de  Photographie  sur  glace  (collodion  sec  ou  humide  et  albuminé),  sur 
papiers,  sur  plaques;  la  manière  de  préparer  soi-mème,  d’essayer  et  d’employer 
tous  les  réactifs  et  d’utiliser  les  résidus,  etc.;  3e  édition,  ornée  de  5i  figures 

dans  le  texte,  ln-8;  1861 7 fr.  âo  c. 

iBASSET,  professeur  de  Chimie  appliquée.  — Précis  de  Chimie  pratique  ou 
Éléments  de  Chimie  vulgarisée,  renfermant  les  laits  les  plus  incontestables 
de  la  science  chimique,  les  formules  et  les  équivalents,  les  méthodes  les  plus 
rationnelles  de  préparation  et  d'analysç  des  corps  les  plus  usuels,  ainsi  que  les 
principales  applications  «le  la  Chimie  aux  arts  et  à l’industrie.  Un  volume 

in-i8  jésus  de  pages,  avec  figures  dans  le  texte;  iBfi» 5 fr. 

Dans  cet  ouvrage,  l’auteur  n’a  voulu  que  grouper  tout  ce  qui  est  nécessaire  à 
« l’étudiant  déjà  initié  à la  science  chimique  et  désireux  d’avoir  sous  la  main  les 
principaux  renseignements  qui  pourront  le  guider  dans  ses  recherches  quoti- 
diennes. L’homme  du  monde,  l’industriel,  le  fabricant,  y trouveront  tous  les  faits 
oui  sont  de  nature  à les  intéresser,  et  dont  l’application  engendre  aujourd’hui  tant 
de  merveilles  en  créant  les  grandes  sources  de  la  richesse  individuelle  et  nationale. 
Ce  livre  est  donc  une  sorte  d’analyse  succincte,  méthodique,  des  grands  ouvrages 
de  chimie,  et  il  présente,  sous  la  forme  la  plus  claire,  tout  le  nécessaire,  en  reje- 
tant le  superflu  ou  l’accessoire. 

*BERT9£LOT,  professeur  de  Chimie  organique  à l’École  de  Pharmacie.  — 
Chimie  organique  fondée  sur  la  synthèse,  a forts  volumes  in-8  (l520  pages), 

tirés  sur  grand  raisin;  1860 20  fr. 

iBOUSSrNGAULT,  membre  de  l’Institut.  — Agronomie,  Chimie  agricole  et 
Physiologie,  tomes  I et  II.  2e  édition;  in-8  avec  5 pl.;  i86o-ih6i...  10  fr. 

Tome  1er  : L’Auteur  a réuni  ce  qui  est  relatil  à faction  des  principes  les  plus 
actifs  des  engrais  sur  le  développement  des  plantes  , au  sol  fertile  considéré  dans 
ses  effets  sur  la  végétation. 

Torqe  11  : Du  terreau  et  de  la  terre  végétale.  — Instruction  sur  l’éta- 
blissement des  nilrières.  — Des  nitrates  dans  le  sol  et  dons  les  eaux.  — Sur  la 
composition  de  l’air  confiné  dans  la  terre  végétale.  — Sur  les  propriétés  absor- 
bantes de  la  terre  arable.  — Sur  le  dosage  de  l’ammoniaque  daps  les  eaux.  — Sur 
la  quantité  d'ammoniaque  contenue  dans  la  pluie,  la  neige,  la  rosée  et  le  brouil- 
lard reçus  au  Liebfraugnberg.  Sur  le  dosage  de  l’acide  nitrique  en  présence  des 
matières  organiques.  — Recherches  sur  la  quantité  d'acide  nitrique  contenue  dans 
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la  pluie,  le  brouillard,  la  rosée  ei  la  grêle.  — Expériences  entreprises  pour  recher- 
cher si  l'azote  qui  est  à Pétât  gazeux  dans  Pair  atmosphérique  intervient  dans  le 
développement  des  mycodermes.  — Recherches  entreprises  en  Angleterre  pour 
décider  si  l'azote  qui  est  à Pétai  gazeux  dans  Pair  atmosphérique  est  directement 
assimilable  par  les  végétaux.  — Sur  la  présence  de  l'ammoniaque  et  de  l'acide 
nitrique  dans  la  rosée  artificielle.  — Sur  le  gisement  du  nitrate  de  soude  du  Pérou. 
— De  l'efficacité  de  la  fumée  pour  préserver  les  vignes  des  gelées  du  printemps. 
(Le  tome  III  est  sous  presse). 

Chaque  volume  se  vend  séparément S fr. 

vCAHOURS  (Auguste),  examinateur  de  sortie  pour  la  Chimie  à l'Ecole  impé- 
riale Polytechnique. — Traité  de  Chimie  générale  élémentaire.  Leçons  pro- 
fessées à l’Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures,  a*  édition.  3 vol.  in-18  avec 
figures  et  planches  ; 1860.  (L’ introduction  de  cet  ouvrage  dans  les  écoles  pu - 
Ùiaues  est  autorisée  par  décision  de  S.  Exc . Af.  le  Ministre  de  V Instruction 
publique  et  des  Cultes , en  date  du  5 août  1862.) 12  fr. 

iFLANDIN  (Ch.),  docteur  en  raédecino  de  la  Faculté  de  Paris.  — Traité  des 
Poisons,  ou  Toxicologie  appliquée  à la  Médecine  légale,  A la  Physiologie 
et  à la  Thérapeutique,  3 vol.  in-8,  avec  planches;  t853 21  fr. 

Les  tomes  11  et  111  se  vendent  séparément iq  fr. 

f JULIEN  (Stanislas),  membre  de  l'Institut.  — Histoire  et  Fabrication  de  la 
Porcelaine  chinoise,  ouvrage  traduit  du  chinois;  accompagné  de  Notes  et  Ad- 
ditions par  M.  Alphonse  Salvétat, chimiste  à la  Manufacture  impériale  de  Porce- 
laine de  Sèvres  ; et  augmenté  d'un  Mémoire  sur  la  Porcelaine  du  Japon, 
traduit  du  japonais  par  M.  le  docteur  Hoffmann  { Dédiée  à M.  le  Ministre  de 
l’Instruction  publique ).  Beau  volume  imprimé  sur  grand  raisin  fin  glacé, avec 
figures  gravées  sur  bois,  14  planches,  et  une  carte  de  la  Chine  indiquant  l’empla- 
cement des  manufactures  de  porcelaine  anciennes  et  modernes.  Gr.  in-8;  i8.V>. 

12  fr. 

"LAURENT  ( A.),  membre  correspondant  de  l'Institut  ( Académiedes  Sciences, 
Section  de  Chimie),  ingénieur  des  Mines,  ancien  professeur  de  Chimie  à la 
Faculté  des  Sciences  do  Bordeaux,  Essayeur  à la  Monnaie.  — Méthode  de 
Chimie,  précédée  d'un  Avis  au  lecteur,  par  M.  fliot,  membre  de  l'Institut. 

ln-8,  avec  figures  dans  le  texte  ; i854*.  8 fr. 

LE  PROCÉDÉ  AU  TANNIN,  par  M.  C.  Russell  (avec  des  notes  inédites). 
Traduit  de  l'anglais,  par  M.  Aimé  Girard.  In- 12,  avec  figures  dans  le  texte, 

1862 ’ 1 fr.  s5  c. 

PASTEUR.  — Nouveau  procédé  industriel  de  Fabrication  du  Vinaigre. 

ln-8;  186 j no  c. 

P A YEN  - Précis  de  Chimie  industrielle.  2 vol.  in-8  jle  texte  et  1 vol.  de 

planches  ; 4e  édition j1*  fr. 

tSAINTE-CLAIRE  DEVILLE  (H),  maître  de  conférences  à PEcole  Nor- 
male, etc.  — De  l'Aluminium.  Ses  propriétés,  sa  fabrication  et  ses  applica-, 

tions.  In-8°,  avec  planches;  i85q 3 fr.  5o  p. 

i SALVÉTAT  (A)  , chef  des  travaux  chimiques  à la  manufacture  impériale  de 
Sèvres.  — Leçons  de  Céramique  prolessees  à l'Ecole  Centrale  des  Art*  ©t 
Manufactures,  ou  Technologie  céramique,  comprenant  les  Notions  de  Chi- 
mie, de  Technologie  et  de  Pyrotechnie  applicables  à la  fabrication,  à la 
synthèse,  à l’analyse,  à la  décoration  des  poteries.  2 vol.  in-18,  avec  479  fi- 
gures dans  le  texte 12  fr. 

SCHEU RER-KESTNER  (A.).  — Principes  élémentaires  de  la  Théorie  chi- 
mique des  Types,  appliquée  aux  combinaisons  organiques,  ln-8;  1862.  2 fr. 

PHYSIQUE. 

T B H.  I.  ET,  professeur  de  Physique  » la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  — Traité 
d'Optique  physique,  a forts  vol.  in-8  avec  lu  planches  composées  de  337  figures; 

1 858- 1869 1 5 fr. 

rUIKN  (O.-A.),  ingénieur  civil.  — Recherches  sur  l’Équivalent  mécanique 
de  la  chaleur,  présentées  à la  Société  Physique  de  Berlin,  in-8  avec  planches 

et  Ubloaui;  t858  8 fr. 

HIRN  [6.-A.).  — Exposition  analytique  et  expérimentale  de  la  Théorie 
mécanique  de  la  Chaleur,  contenant  la  traduction  du  livte  de  G.  Zeuner  : 
Grundiügc  der  mechaniichen  Wdrmetheorie.  ln-8,  avec  planches;  186a. . . 14  fr. 
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J AM  LH  (M.-J.' . professeur  de  Physique  K l’Ecole  Polytechnique.  — COURS 
SE  PHYSIQUE  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE. 

Le  Cours  complet  formera  3 vol.  in-8  avec  figures  intercalées  dans  te  texte, 
et  planches  sur  acier. 

Le  Ier  volume,  contenant  568  pages,  avec  370  figures  intercalées  dans  le  texte, 
une  planche  sur  acier,  te  vend  séparément . tu  fr. 

Ce  Ier  volume,  dont  l’introduction  dam  les  Ecolet  publiques  est  autorisée  par 
déeisiondu  Ministre  de  l’Instruction  publique  et  des  Cultesen  datedu  au  Août  i85g, 
renferme  la  matière  de  l'enseignement  des  Lycées  : les  développements  y sont 
étendus,  mais  élémentaires,  et  l’on  n’y  a fait  usage  qtte  des  connaissances 
mathématiques  possédées  par  les  candidats  j il  contient  l’étude  des  propriétés 
générales  des  Solides,  des  Liquides  et  des  Gaz,  l’Electricité  statique  et  le 
Magnétisme. 

Les  deux  antres  volumes  répondent  chacun  aux  deux  années  de  l’Ecole  Poly- 
technique : 

L’nn,  qui  est  le  deuxième  de  l’ouvrage,  comprend  la  Chaleur  et  l’Acoustique 
(544  pages,  iç>i  figures  intercalées  dans  le  texte,  et  3 planches  douta  sur  acier). 

L’autre,  qui  est  le  troisième,  renfermera  la  Théoriodes  Piles,  la  Rbéométrie, 
les  Propriétés  des  Courants,  puis  l'Etude  géométrique  et  théorique  de  la  Lumière. 

Prix  des  volumes  U et  III  (ENSEMBLE.) an  fr. 

Le  volume  II  a paru , ainsi  que  le  1er  fascicule  du  tome  III , contenant  l’Élec - 
tricité  dynamique  ; le  2e  fascicule,  qui  contiendra  l’Optique , est  sous  presse. 
4-LAMÉ  (G.),  membre  de  l'Institut.  — Leçons  sur  la  Théorie  mathématique 
de  l’élasticité  des  corps  solides.  In-8,  avec  pl.;  l852 5 fr. 

LAMÉ  (G.),  membre  de  l'Institut.  — Leçons  sur  la  théorie  analytique  de  la 

la  Chaleur.  In- 8 avec  ligures  dans  le  texte  ; 1861 ...  6 fr.  5o  c. 

*MATTEUCCI  (C.),  professeur  de  Physique  à l'Université  do  Pisc. — Cours 
spécial  sur  l'Induction , le  Magnétisme  de  rotation , le  Diamagnétisme» 
et  sur  les  relations  entre  la  force  magnétique  et  les  actions  moléculaires. 

In-8,  avec  planches;  1 854 5 fr. 

♦MAT TEU CCI , professeur  à l'Université  de  Pise.  — Cours  d'éleotro-physio- 
logie,  professe  à l'Université  de  Pise  en  i856.  ln-8,  avec  planches  ; i858.  4 fr* 

PIERRE  (J.-I.)v  Correspondant  de  l'Institut  (Académie  dos  Sciences),  Profes- 
seur à la  Faculté  des  Sciences  de  Caen.  — Exercices  sur  la  Physique,  ou  Ré* 
cueil  de  questions  susceptibles  de  faire  l'objet  de  compositions  écrites 
soit  dans  les  classes  supérieures  des  Lycées,  soit  aux  examens  du  bacca- 
lauréat ès  sciences,  soit  aux  examens  d’admission  aux  principales  écoles, 
avec  l’indication  des  solutions.  ueédit.;  in-8,  avec  4 planches;  186?..  4 fr* 

fPOISSOJV.  — Théorie  mathématique  de  la  Chaleur,  avec  un  Supplément 
ou  Mémoire  sur  les  températures  du  globe  et  de  l'espace  à différentes  époques, 

i835eti837.  2 vol.  in*4 aC»  fr. 

Le  Supplément  (1837)  se  vend  séparément 6 fr. 

fREECH.  — Théorie  générale  des  effets  dynamiques  de  la  chaleur.  In-4, 

avec  planches  ; i854 10  fr* 

fSENARMONT  (de).  — Traité  dè  Cristallographie;  traduit  de  l'anglais  de 
Miller . In-8,  avec  iap!.;  184* 5 fr. 

GÉOGRAPHIE. 

fOGER  (F.),  professeur  d'Histoirc  et  de  Géographie.—  Géographie  physique, 
militaire,  historique,  politique,  administrative  et  statistique  de  la  Frqnce, 
rédigée  conformément  au  Programme  officiel,  à l'usage  des  Candidats  à l'École 
militaire  de Saint-Cyr  et  à l’enseignement  géographique  des  lycées.  3e  éd.,  revue 
et  augmentée  de  la  Géographie  générale  et  de  la  Géographie  industrielle 
et  commerciale;  vol.  in-8,  avec  ATLAS  de  23  Cartes  in-plnno;  186t.  10  fr. 

OGER.  (F.  )•— Histoire  de  France  et  Histoire  Générale.  In-8.  (Sera  publiée 
en  octobre  1862.) 

TOPOGRAPHIE,  GÉODÉSIE  ET  ARPENTAGE. 

BRETON  DE  CHAMP  (P.),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées.  — Traité  dn 
Nivellement,  contenant  la  théorie  et  la  pratique  du  nivellement  ordinaire  et 
lea  nivellements  expéditifs  dits  préparatoires  ou  do  reconnaissance.  2e  édition, 
revne,  corrigée  et  augmentée.  In-8  avec  planches;  1861 5 fr. 
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fFRANCCEUR  (L.-B.). — Traité  de  Géodésie,  comprenant  la  Topographie, 
l’Arpentage,  le  Nivellement,  la  Géomorphie  terrestre  et  astronomique,  la  Con- 
struction des  Cartes,  la  Navigation,  augmentée  de  Notes  sur  la  mesure  des 
bases,  par  M.  Hossard,  lieutenant-colonel  aux  Ingénieurs-géographes,  profes- 
seur d’Àstronomio  à l’École  Polytechnique,  3®  édition,  revue,  corrigée  par 
M.  Francœur  lils,  professeur  de  Mullicmaliqups  u l’École  des  Beaux» Arts.  In-8, 
avec  il  planches;  1 835 10  fr. 

fLAUR. — Traité  de  Géodésie  pratique  simplifiée.  1 vol.  in-8,  avec  l5  pl  ; 

(855 io  fr. 

*LAUSSEDAT  (A.),  capitaine  du  Génie.  — Leçons  sur  l’Art  de  lever  les 
Plans,  comprenant  les  levers  de  terrain  et  de  bâtiment,  la  pratique  du 
nivellement  ordinaire  et  le  lever  des  courbes  horizontales  a l’aide  des 
instruments  les  plus  simples.  Ouvrage  utile  aux  propriétaires,  aux  Agents  des 
travaux  publics,  aux  Instituteurs  primaires,  aux  Elèves  des  Écoles  normales  et 
industrielles  et  aux  Sous-Olliciers  de  l’armée.  ln~4  avec  io  pl.;  1861...  5 fr. 
fliEFBVRE.  — Abrégé  du  nouveau  traité  de  l’Arpentage,  ou  Guide  pratique 
etmémoratif  de  l’Arpenteur,  particulièrement  destine  aux  personnes  qui  n’ont 
point  étudié  la  Géométrie,  contenant  toutes  les  méthodes  nécessaires  pour  l’Ar- 
pentage,  le  Levé  des  plans,  l’Amenagement  des  bois,  le  Nivellement,  le  Toisé, 
suivi  d'un  nouveau  mode  d’observer  les  angles  d’une  triangulation,  etc.  Gros 

vol.  in-ia;  avec  i8pl.  dont  une  coloriée ç fr. 

{-MARIE,  professeur  do  Mathématiques  et  de  Topographie. — Principes  du 
Dessin  et  du  Lavis  de  la  Carte  topographique,  présentés  d’uuc  manière  élé- 
mentaire et  méthodique,  avec  tous  les  développements  nécessaires  aux  personnes 
qui  n’ont  pas  l’habiiudc  du  Dessin;  accompagnés  de  9 modèles,  dont  8 sont 

colories  avec  soin.  1 vol.  in*4  ohloug;  iSa5 i5  fr. 

{-PUISSANT.  — Traité  de  Géodésie,  ou  Exposition  des  méthodes  trigonomé- 
triques  Gastronomiques,  applicables,  soit  à la  mesure  de  la  terre,  soit  à la  con- 
fection du  canevas  des  cartes  et  des  plans  topographiques.  3e  édition,  corrigée 

cl  augmentée  vol.  in -4.  avec  planches;  184? 4°  ***• 

f REGNAULT  (J.-J.). — Traité  de  Géométrie  pratique  et  d’ Arpentage  com- 
prenant les  Opérations  graphiques  et  de  nombreuses  Applications  aux  Tra- 
vaux de  toute  nature  à l’usage  des  Ecoles  professionnelles,  des  Ecoles  norma- 
les primaires,  des  employés  des  Ponts  et  Chaussées,  des  Agents- Voyers,  etc. 
a®  édition,  revue  et  augmentée,  ln-8,  avec  14  pl.;  1860 * 5 fr. 

REGNAULT  (J.),  bachelier  ès  Sciences  mathématiques,  Directeur  des  Annales 
des  Conducteurs  des  Ponts  et  Chaussées  et  des  Annales  des  Chemins  ^cinaux. 

— Cours  pratique  d’Arpentage  à l’usage  des  Instituteurs  primaires,  compre- 
nant la  division  et  le  bornage  des  terrains,  suivi  d’un  extrait  du  Code  sur  le 
bornage,  de  l’exposition  des  anciennes  mesures  agraires  et  de  leur  conversion 
en  mesures  nouvelles. — Nouvelle  méthode  d’ Arpentage,  avec  l’emploi  de  la 
chaîne  métrique  et  d<£  l’équerre  d’arpenteur  seulement,  à l’usage  des  Institu- 
teurs, des  Élèves  des  Écoles  primaires,  des  Propriétaires  et  des  Cultivateurs. 

ln-18,  sur  jésus,  avec  ligures  dans  le  texte;  1861 1 fr.  5o  c. 

Ouvrage  choisi  en  i8Ga  par  Son  Excellence  Si.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique 

pour  les  bibliothèques  scolaires . 

fREYNAUD  et  POMMIÉS.— Manuel  de  l’Ingénieur  du  Cadastre.  In -4.  i 1 fr. 
fTHOREL,  géomètre  de  première  classo  du  Cadastre  du  département  de  l’Oise. 

— Arpentageet  Géodésie  pratique , ouvrage  dans  lequel  on  peut  apprendre 
le  Système  métrique,  l’Arpentage,  la  Division  des  terres,  la  Trigonométrie 
rectiligne,  le  Levé  des  plans,  laGnomonique,  etc.  In-4,avec  planches;  i8q3.  4 fr. 

DESSIN  ET  PERSPECTIVE. 

BOUCHET  (Jules),  chef  de  travaux  graphiques  à l’Ecole  Centrale.  — Exer- 
cices de  Dessin  linéaire  et  de  Lavis  à l’usage  des  aspirant»  à l’Ecole  centrale 
des  Arts  et  Manufactures.  ( Recueil  approuvé  par  le  Conseil  des  Études ).  In-folio 

oblong 6 fr. 

fDELAISTRE  (L.  ),  professeur  de  Dessin  générai.  — Cours  complet  de  Dessin 
linéaire,  gradué  et  progressif,  contenant  lu  Géométrie  pratique,  élémentaire 
et  descriptive  ; l'Arpentage,  Ja  Levée  des  Plans  et  le  Nivellement  ; le  Tracé  des 
Cartes  géographiques;  des  Notions  sur  l’Architecture;  le  Dessin  industriel;  la 
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Perspective  linéaire  et  aérienne;  le  Tracé  des  ombres  et  l’élude  du  Lavié. 
Quatre  Parties,  composées  de  60  planches  et  70  pages  de  texte  in~4  oblong  à 
deux  colonnes,  tirées  sur  josns. 

Ouvrage  donné  en  prix,  par  la  Société  d' Encouragement  pour  l'Industrie  nationale , 
aux  contres-maîtres  des  établissements  industriels , et  choisi  en  iSCta  par  Son  Excel- 
lence M.  le  Ministre  de  Vlnstructiôn  publique  pour  les  bibliothèques  scolaires. 

Prix  de  l’ouvrage  complet  cartonné i5  fr. 

Messieurs  les  Professeurs  et  les  Elèves  pourront  se  procurer  les  Planches  sépa- 

rément  sans  le  texte.  — Prix  de  chaque  Planche ......  a5  c. 

GOURNCRIG  (Jules  de  la),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  profes- 
seur de  Géoniétrie  descr  iptive  à l'Ecole  Polytechnique  et  au  Conservatoire  des 
Arts  et  Métiers. — Traité  de  Perspective  linéaire,  contenant  les  tracés  pour 
les  tableaux  plans  et  courbes,  les  bas-reliefs  et  les  décorations  théâtrales,  avec 
une  théorie  des  effets  de  perspective;  ouvrage  conforme  au  cours  de  Perspectif 
nui  fait  partie  de  l’enseignement  de  la  Géométrie  descriptive  au  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers.  Un  volume  in-40,  avec  atlas  in-folio  de  4**>  planches,  dont 

8 doubles  ; *85q  4°  fr* 

tCUIOT.  — Éléments  de  Perspective  linéaire,  comprenant  la  Théorie  et  les 
procédés  pratiques  de  cette  science,  avec  un  grand  nombre  de  problèmes  numé- 
riques et  d'applications  usuelles,  les  principes  de  la  Géométrie  descriptive,  et 
des  notions  sur  les  Ordres  d' Architecture,  a®  édit.;  in- 8°,  avec  un  atlas  grand 

in-4  de  37  planches 10  fr. 

MARIE . — Principes  des  Ecritures  en  caractères  ordinaires  et  en  carac- 
tères moulés,  appliqués  aux  Plans  et  aux  Cartes,  et  suivis  de  dix  modèles  gra- 
vés avec  soin  . etc.  In-4  oblong fi  fr. 

{THIERR1T  fils,  gi  aveur,  éditeur  du  Vignole  de  Poche.  — Méthode  graphique 
et  géométrique  ou  le  Dessin  linéaire  Appliqué  aux  arts  en  général,  et  en  par- 
ticulier h la  Projection  des  Ombres,  à la  pratique  de  la  Coupe  des  Pierres,  à la 
Perspective  linéairé  et  aux  cinq  ordres  d’ Architecture  ; ouvrage  utile  à tous  les 
Artistes  et  Ouvriers  employés  à la  construction  et  à la  décoration  des  édifices; 
aux  Maçons,  Tailleurs  de  pierres,  Marbriers,  Charpentiers,  Serruriers,  Menui- 
siers, Peintres-Décorateurs,  et  généralement  à tous  ceux  qui  exercent  des  arts 
mécaniques  et  industriels;  u®  édition,  revue  et  corrigée  par  M.  C.-F.-M.  Marie , 
professeur  de  Mathématiques  et  de  Topographie.  Grand  in -8  oblong,  avec 

5o  planches;  18^6. 8 fr.  5o  c. 

Ouvrage  choisi  en  i8fia  par  Son  Excellence  M.  le  Ministre  de  Vlnstructiôn  publique 
pour  les  bibliothèques  scolaires. 

, ARCHITECTURE,  TRAVAUX  PUBLICS, 

PONTS  ET  CHAUSSÉES, 
HYDRAULIQUE  ET  MÉTALLURGIE. 

tBAUBüSSON  — Le  Rapporteur  exact,  ou  Table,  de.  cordes  de  chaque 
angle,  depuis  une  minute  jusqu’à  cent  quatre-vingts  degrés,  pour  un 
rayon  de  mille  parties  égales,  augmenté  de  la  nouvelle  division  du  cercle  eu 
parties  décimales,  ou  Tables  des  cordes  de  tous  les  arcs  du  demi-cercle,  de  10 
en  10  minutes,  avec  une  colonne  des  différences,  au  moyen  de  laquelle  on  peut 
prendre  é vue  les  unités  des  minutes;  par  C.  M.  R.  G , l’un  des  anciens  Calcu- 
teurs  des  grandes  Tables  trigonométriques  du  Bureau  du  Cadastre.  A l’usage 
des  Ingénieurs  du  Cadastre,  ae  ceux  qui  lèvent  des  plans  au  graphomètre  et  qui 
s’occupent  de  la  Gnomonique,  ou  art  de  tracer  des  Cadrans  solaires,  ln-8, 

4e  édit  ; 1861 - 1 fr. 

"BOILEAU,  professeur  de  Mécanique  appliquée  h l’Ecole  impériale  d’application 
de  l’Artillerie  et  du  Génie.  — Traité  de  la  Mesure  des  Eaux  courantes,  ou 
Expériences,  Observations  et  Méthodes  concernant  les  lois  des  vitesses,  le 
jaugeageet  l’évaluation  de  la  force  mécanique  des  cours  d’eau  de  toute  gran- 
deur; le  débit  des  permis  des  usines,  des  fortifications  et  des  canaux  d’irriga- 
tion ; et  l’action  dynamique  des  courants  sur  les  corps  en  repos.  In-4,  avec 

2 planches,  i85{ . ; 10  fr. 

SOURDAIS  (Jules),  ingénieur,  ancien  éléve  de  l'Ecole  Centrale  des  Arts  et 
Manufactures.  — Traité  pratique  de  la  Résistance  des  Matériaux  appliquée 
à la  construction  des  ponts,  des  bâtiments,  des  machines,  précédé  de  No- 
tions sommaires  d’Anaiyse  et  de  Mécanique,  suivi  de  Tables  numériques  don- 
nant les  moments  d’inertie  de  plus  de  àoo  sections  de  poutres  différentes,  lu  8. 
arec  planches 6 fr. 
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BRESSE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  de  mécanique  aux  Ecoles 
impériales  Polytechnique  et  des  Ponts  et  Chaussées. — Recherches  analytiques 
sur  la  flexion  et  la  résistance  des  pièces  courbes,  accompagnées  de  Tables 
numériques  pour  calculer  la  poussée  des  arcs  chargés  de  poids  d’une  manière 
quelconque,  et  leur  pression  maximum  sous  une  charge  uniformément  répartie. 

ln*4,  avec  planches  ; i854 ..  i5  fr. 

fDARCY.  — Recherches  expérimentales  relatives  au  mouvement  des  eaux 
dans  les  tuyaux,  avec  Tables  relatives  au  débit  des  tuyaux  de  conduite.  In- j 

avec  12  grande?  planches;  1807 20  fr. 

iDUFKÉN O V,  ÉLIE  DE  BEAUMONT,  LÉON  COS7E  et  PERDONNET, 
ingénieurs  des  Mines.  — Voyage  métallurgique  en  Angleterre,  ou  Recueil 
de  Mémoires  sur  le  gisement,  l’exploitation  et  le  traitement  des  minerais  de 
fer,  étain,  plomb,  cuivre,  zinc,  dans  la  Grande-Bretagne.  2®  édition,  corrigée 
et  considérablement  augmentée;  1 forts  vol.  in-8,  avec  atlas  de  39  planches, 

compris  deux  cartes  géologiques  do  l’Angleterre,  coloriées 4°  lp- 

ün  vend  séparément  la  Carte  géologique  des  Bassins  houillers  de  l’Angle- 
terre, de  l’Écosse  et  du  Pays  de  Galles.  1 feuille  sur  papier  colombier,  colo- 
riée av«»r.  soin  . . . . . 6 fr. 

fENÉRÈS  (E.) , ancien  élève  de  l’Ecole  Polytechnique,  ingénieur  des  Ponts  et 
Chaussées.— Manuel  du  Conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  d’après  le  der- 
nier Programme  officiel  des  examens.  Ouvrage  indispensable  aux  Conducteurs  et 
Employés  secondaires  des  Ponts  et  Chaussées  et  des  Compagnies  de  Chemins 
de  fer,  aux  Agents  voyers  et  h tous  les  Candidats  à ces  emplois.  3e  édition, 
a vol.  in-8,  avec  577  figures  dans  le  texte  et  4 planches  d’instruments  dessinés 

et  gravés  d’après  les  meilleurs  modèles;  1800  i3  fr. 

tENDRÉS  (E.),  ancien  élève  de  l’Ecole  Polytechnique,  ingénieur  des  Ponts  et 
Chaussées.  — Vade-Mecum  administratif  de  l’entrepreneur  des  Ponts  et 
Chaussées,  ou  Recueil  raisonné  des  documents  relatifs  à ^adjudication,  à l’exécu- 
tion et  au  règlement  des  travuux,  avec  l’exposé  détaillé  de  la  procédure  et  de  la 
jurisprudence  des  Conseils  de  Préfecture  et  du  Conseil  d’Etat,  ln-ia;  i85q. 

3 fr.  5o  c. 

FREYCINET  (Charles  de),  Ingénieur  au  Corps  Impérial  des  Mines,  Chef  de 
l’Exploitation  des  Chemins  de  Fer  du  Midi.  — Des  Pentes  économiques  en 

chemins  de  fer.  Recherches  sur  les  dépenses  dest  rampes.  ln-8;  1861 6 fr. 

JULIEN  (C.-E.  ),  ingénieur,  ancien  élève  de  l’Ecole  centrale  des  Arts  et  Manu- 
factures. — Traité  théorique  et  pratique  de  la  Métallurgie  du  fer,  à 
l’usage  des  Savants,  des  Ingénieurs,  des  Fabricants  et  des  Élèves  des  Écoles  spé- 
ciales; comprenant  la  fabrication  du  Fer,  de  l’Acier  et  du  Fer-blanc,  et  pré- 
cédé d’une  Instruction  concernant  les  principes  sur  lesquels  repose  cctle  in- 
dustrie. Un  volume  in-4  avec  atlas  do  5i  planches;  1861 36  fr. 

LEFORT  (F.),  Jngén  ieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  Membre  correspon- 
dant de  l’Académie  des  Sciences  de  Naples.  — Tables  des  surfaces  de  déblai 
et  de  remblai,  des  largeurs  d’emprise  et  des  longueurs  des  talus,  relatives 
à un  chemin  de  fer  h deux  voies  ou  à une  route  de  10  mètres  de  largeur  entre 
fossés,  pour  dés  cotes  sur  l’axe  de  om  i5m,  et  poui  des  déclivités  sur  le  profil 

transversal  de  om  à om,25.  Grand  in-8  sur  jésus;  1861 3 fr. 

fMEISSAS  (N.),  ancien  ingénieur  du  chemin  de  fer  de  Paris  à Cherl^ourg , 
Censeur  des  Etudes  au  lycée  do  Cahors.  — Tables  pour  servir  aux  études  et 
à l’exécution  des  Chemins  de  fer,  ainsi  que  dans  tous  les  travaux  où  l’on 
fait  usage  du  Cercle  et  de  la  mesure  des  Angles.  Ouvrage  honoré  de  la  Sou* 
scriptiun  des  Ministres  des  Travaux  publics , de  l’Instruction  publique , de  la 
Guerre , de  la  Marine  et  de  l’Algérie.  Jn-xu  de  4^8  pages  en  tableaux,  avec 


figures  dans  le  texte;  1860 8 fr. 

Cartonuc 9 fr. 


■‘•REGNAULT  (J. -J.).  — Manuel  des  Aspirants  au  grade  d’ingénieur  des 
Ponts  et  Chaussées.  — Guide  du  Conducteur  des  Ponts  et  Chaussées,  de 
l’Agent  voyer,  du  Garde  du  Génie  et  de  l’Artillerie,  rédigé  d'après  le  nou- 
veau Programme  officiel. 

Ouvrage  divisé  en  2 Parties.  — Chaque  Partie  se  vend  séparément  ; 
PARTIE  THÉORIQUE,  contenant:  l'Algèbre,  la  Géométrie  analytique,  la 
Géométrie  descriptive,  la  Coupe  des  Pierres,  la  Charpente,  la  Physique,  la  Chi- 
mie, des  notions  de  Géologie,  la  Mécanique  des  corps  solides  et  l’Hydraulique. 

2 volumes  in-8,  avec 44  planches 13  fr. 

PARTIE  PRATIQUE , contenant  : les  Cours  de  Routes , Cours  de  Chemins 
de  fer,  Cours  de  Ponts,  la  Navigation  intérieure,  des  Notions  sur  les  Dessèche- 
ments et  les  Irrigations,  les  Ports  maritimes;  des  Notions  d’Archi lecture  et  l’exé- 
cution des  travaux,  etc.  a vol.  in-8,  avec  5o  planches 13  fr. 
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ROULAND , agent  vover  d’arrondissement  à TJzis.  — Méthode  pratique 

rétablissement  des  Ponts  et  Ponceaux  dans  la  confection  des  projets  «le 
routes  et  chemins.  Ouvrage  spécialement  destiné  aux  agents  voyers  et  indispen- 
sable à toutes  les  personnes  qui  s’occupent  du  la  confection  des  projets  de  roules 
ou  chemins.  In-4  avec  planchas , 3 fr.  5o  c. 


+WITH  (Émile),  ingénieur  civil.  — Manuel  aide-mémoire  du  Constructeur 
de  travaux  publics  et  de  machines,  comprenant  le  Formulaire  et  les  Don- 
nées d'expérience  de  la  construction,  a®  édition,  in- 12;  1661...  2 fr.  5o  c. 

•YVON  VXXJL ARCEAU , astronome  à l’Observatoire  impérial  de  Paris.  — 
Sur  l’Établissement  des  Arches  de  pont,  envisagé  au  point  de  vue  de  la 

Îlus  grande  stabilité,  et  Tables  pour  faciliter  les  applications  numériques . 
n-/j,avec  ligures  dans  le  texte  et  2 planches;  i854 12.  fr. 


MARINE. 


CAXLLET,  examinateur  de  la  marine.  — Traité  élémentaire  de  navigation  à 
l’usage  des  Officiers  de  la  marine  militaire  et  de  la  marine  du  commerce.  3'  éd., 


revue  et  corrigée,  in-8  avec  figures;  1861.. 9 fr. 

fCHAPMAN.  — Traité  de  la  Construction  des  Vaisseaux.  Traduit  du  suédois 

par  Vial  de  Clan  ljois.  1 n-  j , avec  2o  grandes  planches. . . . •• al  fr. 

CRARDONKEAD  (F.-J.-T.),  lieutenant  de  vaisseau.  — Guide  du  Marin 


sur  la  loi  des  tempêtes,  ou  Exposition  pratique  de  la  théorie  et  de  la  loi  des 
tempêtes,  et  de  scs  usages  pour  les  marins  de  toute  classe  dans  toutes  les  parties 
du  monde,  et  Explication  de  celte  théorie  au  moyen  des  roses  d’ouragan  trans- 
parentes, et  d’utiles  leçons.  Traduction  de  l'anglais  de  Henri  Piddington,  Pré- 
sident de  la  Cour  de  Marine  h Calcutta,  a*  édit.,  in-8,  avec  planches  et 
cartes;  i85g.  (Ouvrage  honoré  de  la  souscription  de  Son  Excellence  le  Ministre 
de  la  Marine) 10  lr. 

CONSOLIN  (B.),  Maître  Voilier  entretenu  de  la  Marine  impériale  et  Profes- 
ser du  Cours  de  Voilerie  à Brest. — Manuel  du  Voilier,  revu  et  publié  par 
ordre  de  S.Exc.  M.  l’Amiral  llamelin,  Ministre  de  la  Marine.  Ouvrage  ap- 
prouvé pour  Instruction  des  Elèves 'de  l’Ecole  Navale  et  pour  celle  des  Voi- 
liers des  arsenaux.  Grand  in-8  sur  jésus,  de  52$  pages  et  1 1 pl.  ; t85g.  12  fr. 

D’ÉTXtOTAT  (Ad.),  constructeur. — Traité  élémentaire  d’ Architecture  na- 
vale. 3e  partie,  Détails  de  construction.  lu>4  et  atlas  in-folio  de  5 pl.  10  fr. 

*D’ÉTROYAT  (Ad.).  — De  la  Carène  du  Navire  et  de  l’Echelle  de  solidité. 
ln-4,  avec  5 planches;  1 850 4 fr. 

D’ÉTROVAT  ( Ad.).  — Embarcations  des  Navires  de  guerre  et  du  com- 
merce. Grand  in~4  avec  atlas  in-folio  de  i5  planches;  i856 io  fr. 

D’ÉTROIT  AT,  constructeur*  — Tables  de  mâture,  Iu»4,  avec  pl.;  i858.  8 fr. 

DUBREUIX*.  — Manuel  du  Matelotage  et  des  Manœuvres , k l’usage  des 
Elèves  et  des  Candidats  aux  places  de  capitaine  au  long  cours  et  au  cabotage. 
ln-8,  avec  planches , 5e édition;  i853 7 tr. 

DUCOM.  — Cours  complet  d'observations  nautiques,  avec  les  notions  néces- 
saires au  Pilotage  et  un  Cabotage,  augmenté  de  la  puissance  des  effets  des  oura- 
gans, typhons, tornados  des  régions  tropicales.  3e  éd. ; i 869.  1 vol.  in-8.  i5  fr. 

^-POISSON.  — Mémoire  sur  les  Déviations  de  la  Boussole  produites  par  le 
fer  des  vaisseaux.  In-8 3 lr. 

^QUARTIER  DE  RÉDUCTION  ET  ASTRONOMIQUE , en  usage  dans 
la  Marine.  En  feuille » 5o  c. 

Collé  sur  carton ■ fr.  i5  c. 

*REECH.  — Machine  à air  d’un  nouveau  système,  déduit  d’une  comparaison 
raisonnée  des  systèmes  de  MM.  Ericsson  et  Lemoine.  I vol.  in-4,  avec  planches  ; 

i854  6 fr. 

. fROMME  — Dictionnaire  de  la  Marine  française,  ln-8,  avec  7 pl.;  nouvelle 
édit.,  il  laquelle  on  a ajouté  i5y  pavillons,  ilummes  cl  guidons  coloriés  ■ avec 
soin;  i8t3 (i  fr. 


SOUS  PRESSE-:  Traité  de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral,  par 
M.  J.  Bertrand,  Membre  de  l’Institut.  In-4. 


Paris  — Imprimerie  de  Mallet-Bachelier,  rue  de  Seine-Stlat-Germeln,  10,  prie  l’Institut. 
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